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Predgovor

Parametrizirane mjere je prvi uveo Lawrence C. Young tridesetih godina kao poopéena
rjeSenja zadaca optimalnog upravljanja, i smatraju se jednom od pretec¢a Schwartzove teori-
je distribucija. Youngove mjere su slabo— izmjerive familije vjerojatnosnih Radonovih
mjera na R". Pokazale su se kao izuzetno efikasan objekt za proucavanje titranja u nelin-
earnim zadacama, u kojem kontekstu su po prvi puta uvedene, uz kompaktnost kompen-
zacijom.

Rad se sastoji iz dva dijela; prvog, koji je tehnicke prirode i daje pregled opcenitih
rezultata iz teorije Youngovih mjera, te drugog, u kojem su prikazane neke njihove primjene.

U prvom se dijelu dokazuje opéenit teorem egzistencije, ¢ija vaznost je u tomu sto daje
eksplicitnu karakterizaciju slabih limesa u terminima Youngovih mjera. Dokazani su i teo-
remi homogenizacije i lokalizacije, s pomocu kojih zadanoj Youngovoj mjeri pridruzujemo
homogenu mjeru, koja je jednostavnije strukture, ali jos uvijek sadrzi relevantne informa-
cije o nizu funkcija kojeg proucavamo. Na kraju prvog dijela naveden je pregled rezultata
o gradijentnim Youngovim mjerama.

Drugi dio posvecen je primjenama Youngovih mjera. Pored spomenute kompenzirane
kompaktnosti, naveden je i niz primjena u varijacijskom racunu. Pokazano je kako se Youn-
gove mjere uspjesno koriste pri razmatranju dvaju osnovnih pitanja varijacijskog racuna:
slabe poluneprekinutosti odozdo i relaksacije. Vrijedno je istaknuti primjer primjene Y-
oungovih mjera u teoriji optimalnog dizajna, gdje je dano poopcenje rezultata Munoza i
Pedregala iz 1998. godine. U tu svrhu razvijena je metoda homogenizacije i teorija H—
konvergencije za linearne elipticke jednadzbe cetvrtog reda po uzoru na Tartarov pristup
jednadzbi drugog reda.

Ovaj rad nastao je pod vodstvom doc. dr. sc. Nenada Antoni¢a, mog mentora i pri-
jatelja. Njegova podrska i razumijevanje, a ponekad i strpljenje, doveli su do toga da rad
dostigne postojecu razinu kvalitete. Zapravo nema rije¢i kojima bih mu mogao adekvatno
zahvaliti na svemu Sto mi je pruzio u posljednjih pet godina.

Iskoristio bih priliku zahvaliti i ¢lanovima Seminara za diferencijalne jednadzbe i
numericku analizu, u prvom redu prof. dr. sc. I. Aganovi¢u i prof. dr. sc. Z. Tuteku,
na korisnim sugestijama i neugodnim pitanjima koja su doprinijela mojoj matematickoj
zrelosti i kvaliteti mojih izlaganja. Zahvalio bih i mr. sc. Josipu Tambaci, Marku Vrdoljaku
i Andriji Raguzu, koji su doprinijeli tome da moja radna okolina bude ugodna i poticajna.

Konaé¢no, izrazio bih divljenje svojoj obitelji i prijateljima koji su stalno bili uz mene,
pa i onda kad stvari nisu isle najbolje. Bez njihove ljubavi i podrske nista od ovog ne bi
bilo mogucée, niti bi imalo smisla.

U Zagrebu, srpnja 1999.
Neven Balenovi¢
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I. Funkcijski prostori i mjere



Youngove mjere i primjene

1. Definicija Youngove mjere

Neka je © otvoren (opéenitije Borelov) podskup prostora R?, te 1 Lebesgueova mjera
na ). Ukoliko nije drugacije naglaseno, pretpostavljamo da je €2 konacne mjere. Proma-
tramo izmjeriv prostor 2 x R" s pripadnom o—algebrom Borelovih skupova. U daljnjem je
svaki izmjeriv prostor nad o—algebrom Borelovih skupova.

Definicija 1. Youngova mjera na {2 x R" je pozitivna mjera 7, takva da za svaki Borelov
skup A C ) vrijedi

(1) T(AXR) = p(A) .

"
Drugim rijecima, vrijedi formula A = 7om L pri éemu je 1 : 2 x R” — Q kanonska
projekcija na €).
Ovo posljednje pak zna¢i da je Lebesgueova mjera na €2 slika Youngove mjere 7 s
obzirom na kanonsku projekciju 71; tocnije

@) (Vi € Co(2 x R™)) / gpdT:/gpomd,u.
OxR" Q

Moguca su i razna poopcenja gornje definicije Youngove mjere. Tako, na primjer,
umjesto ({2, ) mozemo promatrati opéenit prostor mjere. S druge strane, kako veéina
rezultata ne ovisi o linearnoj strukturi na R", kao drugi faktor u produktu moze se uzeti
opéenit metricki prostor.

Definicija 2. Za izmjerivo preslikavanje u : @ — R" definiramo mjeru 7, kao (jedin-

stvenu) Youngovu mjeru na 2 x R, ¢iji je nosa¢ sadrzan u grafu funkcije u. Za takvu

mjeru kazemo da je Youngova mjera pridruzena preslikavanju u. .

Lako se pokaze da, za svaki par Borelovih skupova A i B u €2 i R" redom, vrijedi
(3) Tu(AXx B) = p(Anu1(B)) .

Ukoliko definiramo preslikavanje g, : @ — Q x R" formulom g, (x) := (x,u(x)),
slijedi
Ty = :U’ o 9121 )

Sto znaci da je Youngova mjera pridruzena preslikavanju u slika Lebesgueove mjere na €2 s
obzirom na preslikavanje g,:

(4) (Vo e Co(2 xR")) /§2fo pdr, = /ng(x,u(x)) dx .

Vrijedi sljedec¢a lema

Lema 1. Neka su 7' i 72 Youngove mjere pridruzene funkcijama ui i up. Tada vrijedi

=71 = uy=u (55.x€0Q).

"
Buduéi da je Lebesgueova mjera kanonska projekcija Youngove mjere na R%, iz teo-

rema o dezintegraciji (vidi L. C. Evans [E]) neposredno slijedi
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Funkcijski prostori i mjere

Teorem 1. Za skoro svaki x € ) postoji nenegativna vjerojatnosna Radonova mjera vy
na R", takva da za svaku ogranicenu neprekinutu funkciju f : Q2 x R" — R vrijedi

(a) preslikavanje x — [g. f(x, &) dux(é) je izmjerivo, i
(b) Jourr [(x,8) dT(x,€) = [ Jgr [(X, &) dry(&)dx . .

Lako se dokazuje sljedeca karakterizacija Youngovih mjera pridruzenih funkcijama:

Lema 2. Youngova mjera T je pridruzena funkciji u ako i samo ako vrijedi

(5) Ux = Oyx) (s5X€Q).

Teorem 1 ima za posljedicu da je svakoj Youngovoj mjeri 7 pridruzena jedinstvenz;
familija vjerojatnosnih mjera (vx)xecq-

Obrnuto, ako je zadana familija vjerojatnosnih mjera (vx)xecq, onda je formulom (b)
iz gornjeg teorema definirana Youngova mjera na {2 x R”, u smislu definicije s pocetka
ovog odjeljka. Zbog toga u daljnjem pod Youngovom mjerom podrazumijevamo familiju
vjerojatnosnih mjera pridruzenu mjeri 7.

Tvrdnja (a) Teorema 1 kaze da je preslikavanje v : Q@ — M(R"), pri cemu M(R")
oznacava dual prostora Co(R") (v. odjeljak 2.2.), izmjerivo u izvjesnom slabom smislu.
Tu izmjerivost zovemo slaba—x izmjerivost i o njoj ¢e biti nesto vise rijeci na sljede¢im
stranicama.

Rezimirajmo: Youngova mjera na € je svako preslikavanje v : Q@ — M(R"), v(x) =
vx koje je

(a) slabo— izmjerivo i vrijedi
(b) [lvxllpmry =1 (s:5. x € Q).
Zavrsimo ovaj odjeljak s dvije definicije.

Definicija 3. Skup svih Youngovih mjera na 2 x R" oznacavamo s Y(2; R"). Za Youn-
govu mjeru kazemo da je homogena ako je preslikavanje v(x) := v skoro svuda konstanta,

i u tom slucaju Youngovu mjeru oznacavamo s njenom vrijednoséu v. .

Definicija 4. Za Carathéodoryjevu funkciju f : 2 x R — R definiramo njenu srednju
vrijednost s obzirom na Youngovu mjeru v formulom

fo(x) = f(x,A) dvg(A) .

RT
"
U slucaju funkcije ¢ € Co(R") gornja srednja vrijednost svodi se na dualni produkt

SOV(X) = <VX7 90> .

2. Funkcijski prostori vezani uz Youngove mjere

Prije no sto prijedemo na izucavanje Youngovih mjera, uvest ¢emo funkcijske prostore
koje ¢emo u daljnjem koristiti. U ovom je odjeljku dan kraéi pregled rezultata o prostorima
neprekinutih funkcija, osnovno o Radonovim mjerama te o prostorima Lebesgue integra-
bilnih funkcija s vrijednostima u Banachovim prostorima. Svrha ovog odjeljka je u prvom
redu navesti rezultate koji ¢e biti od interesa u daljnjem tekstu te uvesti notaciju.



Youngove mjere i primjene

2.1. Normirani prostori neprekinuto diferencijabilnih funkcija

Za otvoren skup 2 C R%, s K (Q2) oznacavamo skup svih kompaktnih skupova sadrza-
nih u Q, s obzirom na relativnu topologiju naslijedenu iz R¢.

Za K € K(Q) s C(K) := C(K;C) oznacavamo prostor neprekinutih kompleksnih
funkcija na K. Ovaj (vektorski) prostor mozemo na prirodan nacin opskrbiti normom:

(6) lullege = sup Ju(x)] -
xeK

Lako se vidi da je gornjim izrazom zaista dana norma na C(K), te da u toj normi Cauchyjevi
nizovi u C(K) konvergiraju, pa je (C(K)7 [ - ||C(K)> potpun normiran linearan prostor
(Banachov prostor).

Potpuno analogno se definira i prostor C(K; E'), pri ¢emu je K kompaktan topoloski
prostor (drugim rije¢cima kompaktan skup u topoloskom prostoru s naslijedenom, rela-
tivnom, topologijom), a E proizvoljan Banachov prostor. Norma na C(K; F) definira se
kao u (6), s tom razlikom $to na desnoj strani namjesto apsolutne vrijednosti stoji norma
u prostoru F.

Ako je X topoloski prostor, a F, kao i ranije, Banachov prostor, definira se prostor
Cp(X; E) svih omedenih neprekinutih funkcija v : X — F, koji je uz normu

lulle,(x;m) = sup [lu(@)] g ,
zeX

takoder Banachov.

Primijetimo da || - ||¢, x,p) nije norma na prostoru C(X; E). Naime, neprekinute
funkcije nisu nuzno i omedene. U slucaju omedene i jednoliko neprekinute funkcije u :
Q) — C, pri cemu je © C R? otvoren, postoji jedinstveno neprekinuto prosirenje na Cl €.

Skup svih takvih funkcija oznacavamo s C(€2). Lako se vidi da je uz supremum normu C(£2)

Banachov prostor. Valja, medutim, uoc¢iti da je prostor C(R¢) svih ogranicenih i jednoliko
neprekinutih funkcija na R? razlicit od (zapravo, pravi podskup) prostora C(CIR?) =
C(RY). U slucaju omedenog i otvorenog skupa €, zatvaraé ClQ je kompaktan pa su
prostori C(Q) i C(ClI€) medusobno jednaki.

Analogno se definiraju prostori C™(Q) i C™(€2) neprekinuto diferencijabilnih funkcija

reda m € N. Prostor C™(f2) je Banachov uz normu

IAX SUp |0%u(x)] .

u (O) - —
Jullon g = masesup

Na kraju ovog pododjeljka navedimo jos dva klasicna rezultata vezana uz prostore
neprekinutih funkcija na kompaktnom skupu.

Teorem 2. (Stone—Weierstrass) Neka je Q C R? omeden skup. Tada je skup restrikcija

svih polinoma na ClQ gust u C(2). .

Teorem 3. (Arzela—Ascoli) Neka je Q C R% omedeno podrucje. Podskup A C C(Q) je
pretkompaktan, ako vrijedi

(a) A je jednoliko omeden,

(b) (Ve>0)(F6>0)Vue A)(Vx,y €Q) |x—y|<d=|u(x)—uly)| <e. .
Definicija 5. Za skup koji zadovoljava svojstvo (b) gornjeg teorema kazemo da je
ekvineprekinut. .

6



Funkcijski prostori i mjere

Definicija 6. Nosac funkcije u : X — V| s vrijednostima u vektorskom prostoru V/,
definira se formulom

(7) suppu = Cl{zx € X : u(x) # 0} .

"
Nosac je stoga najmanji zatvoreni skup u domeni funkcije na kojemu funkcija poprima
vrijednosti razli¢ite od nule.
Lako se vidi da je ekvivalentno re¢i kako je nosa¢ funkcije komplement najveéeg
otvorenog skupa na kojem je funkcija jednaka nuli. Ovaj ¢emo oblik definicije mod¢i primi-
jeniti i na distribucije.

Za K € K(Q) i k € N definiramo

pr i (u) = Ixnea%g 10%u(x)| .

Funkcije py x su polunorme na C™(2); posebno su to i py, -
Na vektorskom prostoru C™(£2) uvodimo metriku:

(8) dm (u,v) = Z 1 pmi,(u—v)

n€Np 21 +pm7Kn(u - U) ’

pri ¢emu je (K,) niz kompaktnih skupova koji iscrpljuju €. Drugim rijec¢ima, vrijedi

(VneNy) K,ChtK, & |J K.=0.
n€Ny

Posebno, za prostor C*>°(2) promatramo

©) i) = 3 gt O

neNp

Navedene metrike induciraju topolosku strukturu na prostorima C"(2) i C*°(Q2) u kojoj su
zbrajanje vektora i mnozenje vektora sa skalarom neprekinute operacije. Takvi se linearni
prostori nazivaju topoloski vektorski prostori. Kao metricki prostori oni su i potpuni, dakle
Fréchetovi.

Za m € No U {oo} definiramo prostor C7*(£2) kao skup svih funkcija u € C™(2) ¢iji
je nosa¢ kompaktan podskup u Q. Ovi se prostori opskrbljuju nemetrizabilnom (lokalno
konveksnom) topologijom strogog induktivnog limesa.

2.2. Radonove mjere

p

1oc(2;R7) kao skup svih izmjerivih preslikavanja

Za p € [1,00] definiramo prostor L
f:Q — R" takvih da vrijedi

(VK e K(Q)) fxx € LP(K;RT).

Prostor LY (€;R") sadrzi sve (neograni¢ene) neprekinute funkcije. Posebno je zanimljiv
Li (€), buduéi da svaka funkcija f € L{ () definira antilinearan funkcional na prostoru
Cc(£2) formulom:

W+Aﬂwwmw.



Youngove mjere i primjene

Stovise, tako definiran funkcional zadovoljava i sljedeée svojstvo neprekinutosti u nuli:

(VK € K(Q) (3C > 0) (Vo € Co(9))

swpe CK - — | [ 1x)p00)dx| < € sup ot
Xe

Gornje je svojstvo ekvivalentno neprekinutosti na prostoru C.(€2) opskrbljenom lokalno
konveksnom topologijom strogog induktivnog limesa (v. [LS]).

Apstraktna identifikacija funkcije f s mjerom se sastoji u tome da zapravo f iden-
tificiramo s mjerom fpu, gdje s p, kao i ranije, oznac¢ujemo Lebesgueovu mjeru (volumen)
na R%. Pri toj identifikaciji vazna je ¢injenica da se radi upravo o Lebesgueovoj mjer-
i. Ta identifikacija odgovara prirodnoj izometriji prostora LQ(Q) na njegov dual; dakle,
identifikaciji f € L2(Q) s fu € (L2())".

Definicija 7. Radonova mjera v je svaki antilinearan funkcional na prostoru C.(2), koji
je neprekinut u nuli u sljedeéem smislu: (VK € () (3C > 0) (Vy € C.())

suppp C K = [{v,p)] < Csup |p(x)].
xeK

U daljnjem tekstu ¢emo promatrati samo funkcije s vrijednostima u R", pa ¢emo
pod Radonovim mjerama podrazumijevati linearne funkcionale, budu¢i da se u realnim
vektorskim prostorima pojmovi linearnosti i antilinearnosti podudaraju.

U teoriji mjere na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru X Radonova mjera se
definira kao Borelova mjera, regularna izvana na B, iznutra na K, koja je konacna na kom-
paktima. Po Rieszovom teoremu reprezentacije prostor (realnih, kompleksnih) Radonovih
mjera je izomorfan dualu C.(€2).

S druge strane, na prostoru C.(£2) mozemo gledati i topologiju naslijedenu iz Bana-
chovog prostora Cp(£2); upotpunjenje toga prostora je prostor Co(£2), neprekinutih funkcija
koje trnu k nuli van kompakata u 2. Dual toga prostora je ponovno Banachov prostor,
prostor svih omedenih Radonovih mjera, koji oznac¢ujemo s M(£2). Norma mjere v u
prostoru M () jednaka je totalnoj varijaciji |v|(€2).

Nas ¢e posebno zanimati prostor M(2), jer je Banachov. S druge strane, kako prostori
Co(€2) nisu refleksivni, to ¢e nam, pored norme, od interesa biti i slaba— topologija na

Uocimo da je L1(2) prirodno ulozen u M(€Q), §to donekle uklanja nedostatke slabe
topologije na L'(Q2). Naime, omeden skup u L'(Q) je omeden i u M (), gdje je slabo—*
relativno kompaktan.

Teorem 4. (Banach—Alaoglu—Bourbaki) Neka je E Banachov prostor. Zatvorena

jedini¢na kugla u E' je kompaktan skup u slaboj—x topologiji o(E', E). .

Cesto ¢emo (implicitno) koristiti sljedeéi teorem i njegov korolar (v. [Br] ili [DS])

Teorem 5. Neka je I Banachov prostor. Tada je jedini¢na kugla u E’' metrizabilna u

slaboj % topologiji ako i samo ako je E separabilan. .

Korolar 1. Neka je E separabilan Banachov prostor. Svaki omeden niz u E' ima slabo

x konvergentan podniz. .

Na kraju dajmo jos karakterizaciju slabe— konvergencije Radonovih mjera.
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Lema 3. Niz Radonovih mjera (u,) konvergira k mjeri pu u slaboj % topologiji (topologie
vague) ako i samo ako vrijedi

(Ve € Ce(2)  (n, ) — (1, 0) -

2.3. Prostor L2 (Q; M(R"))

Iznesimo najprije neke osnovne pojmove vezane uz prostore Lebesgue integrabilnih
funkcija s vrijednostima u Banachovim prostorima. Neka E oznacava Banachov prostor s
dualom E', te neka je Q C R izmjeriv skup. Za p € [1,00) definiramo normu

T (/Mf!ﬁ@)

Definicija 8. Kazemo da je funkcija f : @ — FE p—jako izmjeriva ukoliko postoji
niz jednostavnih izmjerivih funkcija (f,) koji je Cauchyjev u gornjoj normi, takvih da
fa(x) — f(x) (s.s. x € Q). .

Imajuéi u vidu gornju definiciju definiramo prostor LP(Q2; E') kao skup svih p—jako
izmjerivih funkcija f : 2 — FE takvih da vrijedi

(10) 1l ;) < oo

Definicija 9. Funkcija f : Q@ — FE je slabo izmjeriva ukoliko je za svako T € E’
preslikavanje x — (T, f(x)) izmjerivo. Preslikavanje f : Q — E’ je slabo—* izmjerivo ako

je za svako T € F preslikavanje x — (f(x),T’) izmjerivo. .

Sada analogno mozemo definirati prostor L&, (Q2; E) svih slabo izmjerivih funkcija f :
) — E takvih da je preslikavanje x — || f(x)||p izmjerivo, te da vrijedi

(11) 112 /nf Y2, dx < oo,

odnosno prostor LY (Q; E') svih slabo—* izmjerivih funkcija f : Q@ — E’, za koje je pres-
likavanje x — || f(x)|| g takoder izmjerivo i vrijedi

(12) |umeE,;1LHﬂxwgdx<aa

U slucaju p = oo umjesto integrala na desnoj strani racunamo esencijalne supremume.
Lako se vidi da su s (10), (11) i (12) doista dane norme na prostorima LP(Q; E), L (Q; E) i
LE(Q; E'), te da su ti prostori s tim normama Banachovi. Vrijedi sljedeéi teorem (v. [Pe97]).

Teorem 6. Neka je E separabilan Banachov prostor s dualom E'. Tada vrijedi

@ E) =1 @QF), T+5=1
p v

s obzirom na dualnost
() i= [ o 1600 966) )y

pri ¢emu je f € LP( E), ag € LQI(Q,E’).
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Posebno, u slucaju da je E = Cp(R") imamo dualnost
(L1(; Co(R)))" = LE(Q M(RT))
Uz normu

“NHLQ%Q;M(R”‘)) = ess Super”M<X)HM(R7') 5

taj je prostor Banachov, a zbog separabilnosti prostora Co(R") on je izometricki izomorfan
dualu prostora L'(Q; Co(R")). Taj izomorfizam svakom elementu pu € L(Q; M(R"))
pridruzuje neprekinut linearan funkcional

b /Q (), (x, ) dx

na L1(Q; Co(R")). Kako je Co(R") separabilan, to je i L}(Q; Co(R")) takav, pa su ograni-
¢eni skupovi u L°(Q; M(R")) slabo— relativno kompaktni (v. Korolar 1).

3. Slaba konvergencija u L!()

Jedna od temeljnih specificnosti prostora Ll(Q) u odnosu na druge L? prostore je u
tome §to ograni¢eni nizovi u L!'-normi nisu slabo konvergentni. Da bismo postigli slabu
konvergenciju potreban je dodatan uvjet ekviintegrabilnosti:

Definicija 10. Kazemo da je niz funkcija (u,) u L'(Q) ekviintegrabilan ukoliko za
proizvoljan € > 0 mozemo naci § > 0 takav da je

/ lup (x)| dx < €,
E

za svako n € N i za svaki izmjeriv skup E C 2, takav da je u(FE) < e.
Vrijedi sljededi
Teorem 7. Niz (u,) u L}(Q) je slabo relativno kompaktan ako i samo ako vrijede sljedeéa
dva svojstva
(a) (u,) je ogranicen u L'(Q),
(b) niz (uy) je ekviintegrabilan.

Sljedeca propozicija daje korisnu inacicu svojstva ekviintegrabilnosti

Propozicija 1. Ogranicen niz (u,) u L1(Q), je slabo relativno kompaktan u L1() ako i
samo ako vrijedi

(13) lim (sup

/ \un(x)|dx> =0.
k n {XEQI|U7L(X)‘Z‘I€}

Dokaz. Neka je

sup [[un ||y < C < oo.
neN

10
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Primijetimo da vrijedi

p{x € Q: |up(x)| >k} = 1dx
{x€Q:|un(x)|>k}

|un ()]

/{XEQ:|un(x)2kz} k

< [l gy ©
a0 k k

Stoga za dovoljno veliki k gornje postaje po volji maleno. Zbog ekviintegrabilnosti vrijedi

<

dx

/ lup (x)| dx < ¢,
{x€Q:|un(x)|>k}
za svaki n € N, pa slijedi (13).

Obrnuto, pretpostavimo da vrijedi (13), te neka je zadan ¢ > 0. Tada postoji kg € N,
takav da vrijedi

/ ()] dx < 5.
{xeQ:|un(x)|>k} 2

za svaki n € N i svaki k > kg. Uzmimo ¢ := ﬁ, te neka je E C () proizvoljan izmjeriv
podskup, takav da je u(FE) < §. Tada vrijedi

/|un(x)|dx:/ \un<x)ydx+/ i (%) dx
E En{xeQ:|un(x)|<ko} En{xeQ:|un(x)|>ko}

SkoM(E)+%<€,

pa je niz (uy) ekviintegrabilan.
Q.E.D.

Jedan od najvaznijih kriterija slabe kompaktnosti u L'(Q) je sljede¢i de la Vallée—
Poussinov kriterij (v. Delacherie & Meyer [DM]).

Teorem 8. (de la Vallée—Poussin) Neka je ) ogranicen izmjeriv skup. Niz izmjerivih
funkcija (uy,) je nizovno slabo relativno kompaktan u L'(Q) ako i samo ako

SITllp/Qz/J(|un(x)])dx < 0,

za neku funkciju v : [0,00) — R, za koju vrijedi

"

Primjer 1. U slucaju kada promatrani niz ne zadovoljava uvjet ekviintegrabilnosti, moze
do¢i do pojave koncentracije (v. P. L. Lions [L84,1.85]), koji je odgovoran za nemoguénost
integralne reprezentacije slabih limesa s pomoc¢u Youngovih mjera. Promotrimo primjer
jednog takvog niza.

Neka je @ = (0,1), te neka je niz zadan formulama

2
{ &, x€<ni+l—%,ni+1+%>, k=1,2,...,n,

up () = 2
n(7) 0, inace .

11
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Tada su u, jediniéni vektori u L'(Q) za svaki n, te za svaku neprekinutu funkciju ¢ vrijedi

_ 1

k=1Y 741733

2 n
n 2

Y Z ﬁgo(xk)
k=1

1 & !
n 0

k=1

pri n — oo. Tocke xj, su iz intervala <nL+1 — %, niﬂ + #> Dokazali smo stoga da vrijedi

up, — 1 slabo—* u M(0,1).
S druge pak strane, za évrsti r > 0, ukoliko je n?/2 > r, vrijedi
{x €(0,1) : Jup(x)| > r} ={z € (0,1) : uy(z) # 0},

pa imamo

/ |t (z)] dx = 1.
{z€(0,1):|un(z)|>r}

Stoga vrijedi nejednakost

lim sup lup(x)| de > 1,

r—00 p /{x€<0,1):|un(a§)|27"}

pa tada ovaj niz ne moze biti slabo konvergentan u L*(Q) (v. Propozicija 1). .

Kada god ograni¢en niz u L!(£2) nije ekviintegrabilan, mozemo odstraniti dio skupa
2 na kojemu se javlja efekt koncentracije, a na ostatku imati dobar niz. O tome govori
Chaconova lema o nagrizanju (v. [Pe97])

Teorem 9. (Chaconova lema) Neka je (u,,) ograni¢en niz u L'(Q)

sup [unllpiq) =C < oo.

Tada postoji podniz (ozna¢imo ga na isti nacin) i opadajuci niz izmjerivih podskupova
Qm C Q, takav da () — 0, te funkcija u € LY(Q) tako da vrijedi

ungu uLl(Q\Qm),

za svaki m € N.
Dokaz. Za n,k € N definirajmo

Q1= / |un(x)|dx > 0.
{xeQ:|un(x)| >k}

Niz (sup,, k) monotono raste, te vrijedi

L :=limsupa, >0.
k n ’

12
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Ukoliko je L = 0, tada (v. Propozicija 1) mozemo uzeti Q,, = 0 za svako m, jer u tom
slucaju postoji slabo konvergentan podniz ovog niza. Pretpostavimo, stoga, da je L > 0.
Za svako [ € N neka je n; indeks za koji vrijedi

1
7

Qo 2 St;p Qg1 —

Stoga vrijedi

1
(14) Oénl’zl Z L— 7 .

Zbog monotonosti takoder postoji limes

|up, (x)|dx = L' > 0.

lim sup

r—00 Axéﬂ:r<|unl(x)<2l}

Posebno, postoji podniz (“nz(r)) takav da je

|Uny,, (X)] dx > PR

/{xEQ:rSunl(T) (x)|<2l(T)}
Imajuéi na umu monotonost niza (sup,, ay, i) 1 gornji racun, slijedi
L= lim supay,,

r——>00 p

> lim sup oy, r
r—00 ’

> lim ap,

r—00

= lim / [t (x)| dx
o0 ( {XEQZT§|’LL”I(T)(X)|<21(7’)} )

+/ |ty (X)| dx
{erz\unl(r)(x)EQl(T)} ")

/ /

> — lim o o> —
- 2 +r—>oo nl(T)’2l( ) = 2

(r)"

+ L.

Odatle slijedi L’ = 0, drugim rijecima

(15) hIIl sup /
r—300 l {er:rS|unl (X)|<2l}

Definirajmo skup €2, formulom

o
Q= U{X €0 fup,(x)] > 2} CQ
l=m
Vrijedi sljedeé¢a nejednakost
2u{x € Q: |up, (x)| 221}§/ <C,
{xeQilun, (x)[>2}

13
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te
o oo 1
Qm)SZ#{XGQZWW( > 2 22— 0, prin— 0.
= l=m

Time smo pokazali da niz (€2,,) ima sljedeca svojstva:
(a) Q1 € Qpp, za svako m,
(b) p(Qm) — 0.

S druge strane, imajudéi na umu (15), za ¢vrsti m imamo

0 < lim sup

/ ()
T >m {xeQir<Jun,; (x)[}\Q2m

< lim sup

< / [tp, (x)]dx < 0.
T >m {xEQ:rS\unl(x)|<2l}

Posljednje pak ima za posljedicu da je niz (uy,) nizovno slabo relativno kompaktan u
LY(Q\ Q), za svaki m. Tvrdnja teorema sada slijedi iz sljedeée propozicije (v. Pe97).
Q.E.D.

Propozicija 2. Neka je (u,) niz funkcija koji je ogranicen u L1(Q), takav da postoje
skupovi Qi1 C Qp, € Q, u(Qy,) — 0, takvi da je niz (u,) nizovno relativno kompaktan
u LY(Q\ Q). Tada postoji podniz (uy,,) i u € LY(Q) takav da vrijedi

Up, — U U LY(Q\ Qn),
za svaki m € N. .
Definicija 11. Niz (u,) u L1(Q) konvergira ka funkciji v € L!(Q) u nagrizajuéem smislu
(engl. biting) i pisemo ,

Uy——u u LYQ),

ukoliko postoji nerastuéi niz izmjerivih skupova (£2,,) takav da p(£2,;,) — 01ida

Uy — u u LYQ\ Q).
za svaki m. .

Imajuci u vidu gornju definiciju, Chaconovu lemu mozemo preformulirati na sljedeci
nacin: Ogranicen niz u L' () ima podniz koji konvergira u nagrizajué¢em smislu ka nekoj
funkeiji iz L(€2).

U nekim se slucajevima nagrizajuc¢a konvergencija moze poboljsati do slabe konver-
gencije, tako da pripadne Youngove mjere ipak mogu reprezentirati slabi limes (v. odjeljak
I1.2). Sljedeca lema daje nuzne i dovoljne uvjete za to poboljsanje
Lema 4. Neka je u, : Q2 — RBL niz izmjerivih funkcija u L}(Q), koje konvergiraju u
nagrizajuéem smislu ka funkciji u € LY(Q). Taj niz ima podniz koji konvergira slabo u
L1(Q) ako i samo ako vrijedi

(16) liminf/Qun(x) dxg/Qu(x) dx .

n

Stovie, niz (uy,) konvergira slabo u L1(Q) ka u ako i samo ako

(17) lim sup /Q () dx < /Q u(x) dx.

n

14



Funkcijski prostori i mjere

Dokaz. Slaba konvergencija u L!(£2) ocito povlaci (16) odnosno (17). Pokazimo obrat.
Neka je (€2,,) niz podskupova skupa €2 takav da Q11 C Qp, 1(Qp) — 0, te

U, — u slabou LYQ\ Q) ,

za svako m. Prijelaskom na odgovarajuc¢i podniz mozemo pretpostaviti da vrijedi
(18) lim/ Up (x) dx < / u(x) dx < 00.
noJa Q

Pretpostavimo da niz (u,) ne sadrzi niti jedan podniz koji slabo konvergira u L' (2). Prema
Dunford—Pettisovom kriteriju postoji € > 0 i monoton niz prirodnih brojeva (k,), takav
da za dovoljno veliki m vrijedi

e < / ug,, (x) dx.

Posebno, za i > m, zbog u, > 0, imamo

eg/ uki(x)dxg/ u, (x) dx
P Qm

7

te za ¢vrst m, za proizvoljan ¢ > m slijedi

up (x)dx = | uy,(x) dx + up, (x) dx
Q ” DN\ Qe

Z<€+/ ug, (x) dx.
O\

Konaé¢no, prijelaskom na limes po ¢ slijedi

lim/ up, (x) dx > 5—}—/ u(x) dx.
4 Q Q\QnL

Kako to vrijedi za svaki m, vrijedi i nejednakost

lim/uki(x) dee—i—/u(x)dx,
tJQ Q

sto je u suprotnosti s (18).
Q.E.D.

U dokazu McShaneovog teorema (v. Teorem I1.12) trebat ¢e nam i karakterizacija
slabe konvergencije u L? prostorima za p > 1. Dokaz sljedeteg vaznog teorema moze se
naci u [Da82].

Teorem 10. (Karakterizacija slabe konvergencije u L?) Neka je Q C R? otvoren
skup ip € (1, 00].
Ako jep € (1,00), fn&f ako 1 samo ako je ispunjeno
(a) 3K >0)(VneN) |follpr < K, i
(b) lim, oo [ (fu(z) — f(x))dx = 0 za svaki hiperkub D C Q.

Niz (f,) zadovoljava f,———f u L®() ako i samo ako vrijedi
(c) BK>0)(VneN) |[follpo <K, i
(d) lim, oo [ (fn(z) — f(x))dx = 0 za svaki hiperkub D C Q.

15
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4. Vitalijev teorem o pokrivanju

Kraj ovog uvoda posvetit ¢emo Vitalijevom teoremu o pokrivanju, koji igra vaznu
ulogu u analizi Youngovih mjera (odjeljci 11.5 i 111.2)

Definicija 12. Kazemo da se niz skupova (E,,) prikladno suzava k tocki a € R? ukoliko
vrijedi (3a > 0) (Vi e N) (Ir, >0) (I E, C K(a,ry,))

w(En) = ap(K(a,m)) &  limr, =0.

Kazemo da je familija otvorenih skupova A = (A))xep Vitalijev pokrivac skupa Q € R?
ako za svaki a € Q2 postoji niz skupova (A,) u familiji A koji se prikladno suzava k tocki

a. -

Teorem 11. (Vitalijev o pokrivanju) Neka je Q C R¢ otvoren i ogranicen skup. Tada
postoji prebrojiva familija A = (A;);en koja je Vitalijev pokrivac za ().

Dokaz. Neka je B C R? proizvoljna otvorena kugla takva da je Q C B. Za ¢vrsti k € N,
k > 1, konstruirajmo familiju skupova Ay, s

Ak = (a+eQ)acacen(ak)

D(a, k) := {56 <0,%>:a+sﬁc9} :

Tvrdimo da je familija A Vitalijev pokriva¢ za skup . Neka je a € Q proizvoljan, i
e € D(a, k). Definirajmo
_ n(®)

= B

Tada iz translacijske invarijantnosti Lebesgueve mjere slijedi

(Vae RY)(Ve>0) pla+eQ)=au(a+eB),

pri cemu je

odakle zaklju¢ujemo da se za proizvoljan niz (&;) u D(a, k) sa svojstvom

lim&' =0
(2

niz skupova EF(a) := a + £,Q prikladno suzava k tocki a € Q.
Konacno, odabiruéi prebrojiv gust podskup G C €, te definirajudi

A= (a+ 5iQ)a€g,i€N )

dolazimo do prebrojivog Vitalijevog pokrivaca za skup (2.

Valja uociti da iz gornje konstrukcije slijedi kako elemente Vitalijevog pokrivaca moze-
mo odabrati tako da im dijametri budu po volji maleni, drugim rije¢ima, da ti skupovi budu
po volji malene mjere.

Q.E.D.

Korolar 2. Neka je Q C R¢ otvoren i ogranicen skup i A = (Ay)xea Vitalijev pokrivac za
Q. Tada za svaki 6 > 0 postoji prebrojiva podfamilija u parovima disjunktnih skupova
(A),) takva da vrijedi

H (Q\GA/M) =0 & (VZ € N) //J(A)\i) <9
i=1

16
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Za dokaz korolara vidjeti npr. [EG].
Od posebne ¢e nam koristi biti sljede¢a lema, a posljedica Vitalijevog teorema o
pokrivanju:
Lema 5. Neka je p € [1,00), %—l— % =1, Q C R otvoren i ogranicen skup takav da je
wn(0Q) = 0, te neka je N C Q takav da je u(N) = 0. Neka je rj, : Q\N — R™ proizvoljan
niz preslikavanja, te neka je f; € LP(Q) proizvoljan niz.
Tada postoji prebrojivo tocaka ay; € Q0\N i prebrojivo pozitivnih brojeva ey, ; tako
da vrijedi
(a) (Vk‘,@ € N) €k,i < rk(am) ,
(b) (VkeN) i1 #iy= {ak,il + 5]@7“5} N {ak,iQ + 5&@5} =0,
[0.9]
(c) Q= {ani+eriQ UNe, nu(Ne) =0,

i=1

(d) (VjeN)(VE e LI(Q))

/Qf(x)fj(x) dx = kh_r)rloo; fj(ak’i)/a ¢(x) dx.

k,itEk,if2

Dokaz. Definirajmo skupove

D;: {ae Q: lim ;/ | fj(x) —fj(a)\pdx:O} :
a+pS2

p—0 p(a+ pf2)
oo
() D;-
j=1

Prema Lebesgue-Besicovitchevom teoremu o deriviranju (v. [EG]) slijedi

D :

W@D) =0 i p(@\D) =0,
Stoga za A := Q\N zakljucujemo da je familija

Fi = {a+eﬁ§Q:a€A,€<rk(a),
1
p(a+e)

[ Ui60 - f@pax< 1< <)
a+ef)

=N

Vitalijev pokriva¢ za A. Naime, lako se vidi da se za proizvoljnu tocku x € A niz (x+ %ﬁ),
koji zadovoljava sve pretpostavke iz definicije Fy,, uz

()
- a(E(x 1)

prikladno suzava k tocki x.
Stoga po teoremu 11 postoji prebrojiva podfamilija u parovima disjunktnih skupova
koja je takoder Vitalijev pokrivac. Tocnije, mozemo pisati

o0
A= U {ap; +epQ} UN,,  pu(N,) =0,
i=1

17
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odnosno -
Q= U {ag; +e,iQ} UNp,  w(Ng) =0.
i=1
Odaberimo proizvoljnu funkciju £ € L4(92), te k& > j. Tada, koristeéi Holderovu
nejednakost za integrale i nizove, slijedi ocjena

‘/Qf(x)fj(X) dx — ;fj(ak,i)/a (%) dx

k,iteE,i§2
-3 / o S8 s / PR
0~ Ffakee dx

|fi(x) = fi(agl’ dX) </ B \f(x)\%lx)
ay i +eg,if
(Z /akﬁ‘gk e |fi(x) = fi(agl” dx) <Z /akﬁs;“ ]qu)

=1

1\ N (&Y
< (EZM(Sk,iQ)> HEHLq = (E> <Z €Z,i> N(Q)pr”Lq(Q)
i=1 i=1

Nadalje, uocimo da vrijedi

i(/w

=1

=

n_ F(ar +erid)
! #(€)

Bududi da je

oo

Z wag,; + eri2) = p(Q),
zakljucujemo da vrijedi jednakost

oo o

, 0
E €pi = E A, +erif) =1.
-1 il n(€)

Time smo pokazali nejednakost

‘ /Q £(x) () dx — ; fi(an) / (x) dx

k,itEk,if2

¢ime je dokazana i posljednja tvrdnja leme.

Q.E.D.
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1. Teorem egzistencije

Podsjetimo se da je preslikavanje v : Q — M(R") = (Co(R"))’ slabo—* izmjerivo
ukoliko je za svaku test funkciju ¢ € Co(R") funkcija

X = pu(x) = (V(x), ¢)

izmjeriva. U proslom je poglavlju definiran prostor L$°(Q2; M(R")) kao skup svih klasa
ekvivalencije slabo— izmjerivih preslikavanja v : Q@ — M(R"), koja su esencijalno o-
grani¢ena. To je ambijentni prostor za Youngove mjere. Naime, pokazat ¢emo da je skup
svih Youngovih mjera upravo jedini¢na sfera u L°(2; M(R")).

Prije nego li prijedemo na osnovni teorem o Youngovim mjerama, definirajmo jos jed-
nu vrstu konvergencije funkcija.

Definicija 1. Kazemo da niz izmjerivih funkcija u, : ¢ — R konvergira u mjeri ka
izmjerivom skupu K C R", ako za svaku otvorenu okolinu U skupa K vrijedi

liglu{xeﬂzun(x) ¢U}=0.

"
U dokazu iduceg teorema vaznu ¢e ulogu odigrati sljedec¢a jednostavna lema
Lema 1. Neka je v, : Q@ — R" niz izmjerivih funkcija, te neka je f € L°(R") takva da

fovy, — 0 u mjeri. Tada f ov, — 0 slabo— u L>°(Q). .

Teorem 1. (Osnovni teorem o Youngovim mjerama) Neka je 2 C R? Lebesgue
izmeriv skup, K C R" zatvoren, te neka je zadan niz izmjerivih funkcija u, : 2 —
R" takav da u, — K u mjeri. Tada postoji podniz (uy,) i slabo— izmjeriva familija
nenegativnih Radonovih mjera v := (vx)xeq (parametrizirana mjera) za koju vrijedi:

(a) [xllpmry <1 (s8.x €9,
(b) supprx C K (ss. x € Q),
(c) (Vo e Co(R")) ¢ouy, — ¢, slabo—+ uL>*(Q).

Ako k tome niz (uy,) zadovoljava i uvjet ogranicenosti

(1) (VR >0) lillcnsupu{x € QNK(O,R) : |up(x)| >k} =0,

tada je pripadna parametrizirana mjera u stvari Youngova myjera.

Nadalje, za svaki izmjeriv podskup A C €, te za svaku Carathéodoryjevu funkciju
f:QxR" — R, za koju je niz (f(-,un)) nizovno slabo relativno kompaktan u L'(A),
vrijedi

f(,un) — fo, slabou L'(A).
Dokaz. Za dani n € N, neka je v" Youngova mjera pridruzena funkciji u,. Prema Lemi 2,
skoro svuda vrijedi vy = d,,,(x). Kako je

(VneN) [v"|Le@mmry =1,
to iz diskusije na pocetku odjeljka slijedi da iz niza (¢™) mozemo izdvojiti podniz koji

konvergira slabo— u prostoru L°(Q; M(R")) k parametriziranoj mjeri v. Ozna¢imo taj
podniz ponovo na isti nacin, kao i pripadni podniz funkcija (u,). Tada vrijedi

(V f € LY(Q; Co(R™))) /fxun dx—>/yx,
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Analiza Youngovih mjera

Posebno, promatramo li test funkcije oblika f := ¢ X ¢, pri ¢emu je ¢ € LY(Q), a
¢ € Co(R"), slijedi tvrdnja (c).

Bududi da je norma || - [/, pmmry) slabo— poluneprekinuta odozdo, to vrijedi i
tvrdnja (a).

Dakle, preostaje pokazati (b). Neka je K # R" zatvoren skup (u suprotnom je tvrdnja
trivijalno ispunjena), te neka je g € Co(R") takva da je Iy = 0. Za dani £ > 0 promotrimo

skup

Ue:i={y e R": [g(y)| <<}
U tom je slucaju tvrdnja u,(x) ¢ U. ekvivalentna ¢injenici |g(u,(x))| > €. No tada, zbog
pretpostavke da niz (uy,) konvergira u mjeri ka skupu K, vrijedi

lirllnu{x €N glup(x))| > e} = lirlln,u{x €N:up(x) €U} =0.

Drugim rijecima, g o u,, — 0 u mjeri. No tada iz Leme 1 slijedi da g o u,, — 0 slabo—x
u L>®(Q).

Iskoristimo li ponovo slabu— konvergenciju niza (v™) uzimajuéi test funkcije oblika
f =1 R, pri cemu je ¢ € L1(Q), a ¢ € Co(R") takva da je Pl = 0, slijedi

[ 40 ax = tim [ 0600 ) () dx 0.
Q Q

No tada slijedi da za svaku test funkciju ¢, koja se ponistava na danom zatvorenom skupu
K, vrijedi
(v, ) =0 (ss. x€Q),
sto povlaci i tvrdnju (b).
Ovime je dokazan prvi dio teorema. Pretpostavimo da uz prethodno vrijedi i uvjet
ogranicenosti (1). Za m € N definirajmo niz funkcija 6,, € Co(R") formulama

L, Al <m,
On(A) == q 1+m—|Al, m<|A[<m+1,
0, A >m+1.

Tada za proizvoljan ogranicen i izmjeriv skup E C € vrijedi

1

1 ! = —= 1Z X
hranFE)/Eem(un(X))dX_ M(E)/E< %, Om) d

< — Ux m dX .

S druge strane, vrijedi

1
m/E<1—em(un(x)))dxg

u{x € E : |up(x)| > m}
1(E)

Odatle slijedi
; /
1— —— [ O (up(x)) dx <
u(@) Jy ")

Prijelaskom na limes po n, te koristenjem (2) slijedi

sup,, u{x € E : |uy(x)| > m}
1(E) ‘

1 sup,, {x € E : |up(x)| > m}
VmeN 1-— —/ Ux mdx < ,
( ) (B |y vl prr) ()
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a odatle, prijelaskom na limes po m, iz uvjeta rasta, slijedi da za proizvoljan izmjeriv
ogranicen podskup FE vrijedi

! / ol gy dx = 1
T~ Ux ryaxX =1,
H(E) E M(RT)

odakle zakljucujemo da vrijedi

||7/xHM(Rr) - 1 (S.S. X € Q),

odnosno da je v Youngova mjera.

Pokazimo jos posljednju tvrdnju. Radi jednostavnosti pretpostavimo da je f : R" —
R neprekinuta funkcija, takva da je niz ( f ouy,) nizovno slabo relativno kompaktan u L!(€2).
Prema Dunford-Pettisovom teoremu (v. [DS, p292]) i funkcije f* su takve, pa mozemo
dodatno pretpostaviti da je f nenegativna. Pretpostavimo k tome i da je A C () ogranicen,
te neka je x slabi limes niza (f o u,) u prostoru L'(A). Cilj nam je dokazati da vrijedi

X(x) = fu(x) = [ f(X)dvx(A).
R

Za m € N definirajmo niz funkcija f,,, := f0,, u Co(R"). Tvrdimo da za proizvoljnu
funkciju ¢ € L>°(A) vrijedi

i [ )01 x = [ 01 .

uniformno po n € N.
Da bismo to pokazali, ocijenimo razliku

/ () fn (1 () i — / () (tn () dx
A A

A

< [ 19616 (0) = 11 ()
<C

< / fup(x)) dx.
{x€A:lun(x)|>m}

S druge strane, iz Dunford—Pettisovog teorema slijedi

(Ve >0)(Fe>0) sup

/ Flun(x)) dx <
n J{x€A:f(un(x))>c}

N ™

Stoga vrijedi

F(un(x)) dx = / £ (un(x)) dx

/{XEA:un(X)|2m} {x€A:|un (x)|>mIN{x€A: f (un(x))>c}

+f flun(x) dx
{x€A:|un(x)|>mI{xcA: f(un(x))<c}

€
<3 +ep{x € A:|up(x)| > m}.
Zbog ogranicenosti niza (uy,) postoji mg € N takav da je za svako m > mg posljednji

¢lan u gornjoj nejednakosti manji od 5, drugim rijecima, Citav integral je manji od ¢,
neovisno o n € N. Time smo dokazali uniformnu konvergenciju.

22



Analiza Youngovih mjera

S druge pak strane, tvrdnja (c) povlaci

i | 00 () dx = [ ) i) .
Nacinimo li rastav

/ B0) (s fon) — X(x)) dx = / (%) (s fin) — Fraltn(x))) dx
A A
+ /A (%) (Faltn (%)) — F(un(x))) dx
+ / (%) (f (un (%)) — x(x)) dx,
A

lako se vidi da koristenjem prethodnih razmatranja gornju razliku mozemo naciniti po volji
malom za dovoljno veliki m.

S druge strane, zbog ¢injenice da je (fy,) rastuéi niz nenegativnih funkcija koji po
tockama konvergira k f, zaklju¢ujemo da je ({vx, fm)), za skoro svaki x iz ), takoder
rastuc¢i niz nenegativnih funkcija, koji monotono skoro svuda konvergira ka f,,, i stoga,
primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji, slijedi

[ woxtx)dx = tim [ vl fu) dx = [ b5 ) dx,

za svaku test funkciju ¢ € L°°(A) takvu da je ¢p > 0 (s.s. x € 2). No tada gornja jednakost
oCito vrijedi za svaku test funkciju v, Sto ima za posljedicu

foe LY (A) & x(x)=fou(x) (ss.x€A).

U slucaju da skup A nije ograni¢en, ponovimo gornje razmatranje za skup Ar =
ANK(0,R), za R > 0, te gornji zakljucak slijedi za skoro svaki x iz Ar. Kako se svaki
x € A moze dobiti kao element Apg, za dovoljno velik R, to tvrdnja vrijedi na A.

Q.E.D.

U slucaju konkretnog niza funkcija (u,) od interesa je odrediti za koje je funkcije f
kompozicija (f ouy,) slabo nizovno relativno kompaktna u L!(2). U slucaju kad je niz (u,,)
ogranicen u L*>°(Q; R"), lako se vidi da za proizvoljnu neprekinutu funkciju f : R" — R
i dani podniz vrijedi

fou, — f, slabo—* u L>(9).

S druge pak strane, kad je €2 ogranicen i kad je niz (u,) ogranicen u LP(Q; R"), tada
se moze zakljuciti da (v. Schonbek [S])

fou, — f, slabou L"(9),
za svaku neprekinutu funkciju f : R” — R, koja zadovoljava ocjenu
FN < CL+[A[),

pri cemu jeq > 011 <r < g. Posebno, u slucaju kada je ¢ < p (to jest, kada vrijedi
F(A) = o(JAP), pri [A| — 00), iz de la Vallée Poussinovog kriterija slijedi da je (f o uy,)
nizovno slabo relativno kompaktno u L!(€2).

Uvjet ogranicenosti iz iskaza teorema je vrlo slab i moze se iskazati u ekvivalentnoj
formi danoj sljede¢om lemom.
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Lema 2. Uvjet ogranicenosti (1) je ispunjen ako i samo ako vrijedi sljedece: Za svaki
R > 0 postoji neprekinuta funkcija gg : [0, 00) — R, takva da vrijedi

I t) =
Jim gr(t) = oo,

(3)

n

sup/ gr(Jun(x)]) dx < oo .
QNK(0,R)

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (3). Tada iz ¢injenice da je funkcija g neopadajuéa slijedi

n

suppu{x € QN K(0,R) : |up(x)| >t} gr(t) < sup/ gr(|un(x)|) dx .
n QNK(0,R)

Odatle i iz (3) slijedi uvjet rasta.

Obrnuto, ukoliko vrijedi uvjet rasta, tada mozemo odabrati niz 0 =ty < t; < ... <
tj <tjy1 <..., takav da vrijedi
1
J

suppu{x € QN K(0, R) : |u,(x)| > t;} <
n

Definiramo li preslikavanje gr(t) := j za t € [tj,tj11), j € N, tada odabirom odgovarajuce
neprekinute funkcije g, < gg, slijedi (3).
Q.E.D.

Posebno je vazan primjer funkcije gg(t) := tP, za p € [1,00). U tom sluc¢aju svaki
ogranicen niz u Lfo () odreduje Youngovu mjeru u smislu gornjeg teorema. Radi jed-
nostavnosti, u daljnjem ¢emo pretpostavljati da je ) ogranic¢en, a skup svih Youngovih
mjera na R" odredenih ogranic¢enim nizovima u LP(£2; R") oznacavat ¢emo s YP(€; R"). U

narednim ¢e odjeljcima biti viSe rijeci o karakterizaciji takvih Youngovih mjera.
Vazno je uociti da je za identifikaciju Youngove mjere pridruzene odredenom nizu
funkcija (uy,) dovoljno provjeriti da za proizvoljnu test funkciju ¢ € Co(R") vrijedi

pou, — ¢, slabo— u L>(Q).

Stovise, dovoljno je provjeriti da vrijedi
lim [ €0plun(x) dx = [ €x)g(x) dx.
noJo Q

za funkcije € i ¢ koje pripadaju prebrojivim gustim podskupovima prostora L!(Q) i Co(R").
Ukoliko je to zadovoljeno za danu Youngovu mjeru v, a niz (u,) zadovoljava uvjet ograni-
cenosti (1), tada je v Youngova mjera pridruzena nizu (uy) i stoga vrijedi

w(',un) — Yy,

za svaku Carathédoryjevu funkciju v za koju je niz (¢(-, uy)) slabo konvergentan u L!(€2).
Sljedeca lema koristi ovu napomenu.

Lema 3. Neka su nizovi (uy) i (v,) ograniceni u LP(Q; R").
(a) Ako u{x € Q : un(x) # vn(x)} — 0, tada oba niza odreduju istu Youngovu mjeru.

(b) Ukoliko uy, —vy, — 0 jako u LP(Q; R"), tada ponovo oba niza odreduju istu Youngovu
mjeru
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Dokaz. Neka je ¢ € Co(R"), te neka je € € L1(Q). Tada vrijedi

/g o (un (x dx—/f ) dx

2||90||L00(Rr)|€(X)| dx .

/{erzun(x)#vn(x)}
Integral na desnoj strani ocito trne k nuli pri n — oo, pa zakljucujemo kako oba niza
(pouy)i(powy,) imaju isti slabi limes, stoga iz prethodne napomene zaklju¢ujemo kako
(up) 1 (vy) generiraju istu Youngovu mjeru. U dokazu druge tvrdnje na gornju razliku
primjenjujemo teorem o dominiranoj konvergenciji.

Q.E.D.

Primjer 1. Neka je niz (u,) uniformno ogranicen u LP(2; R"), te neka je v pripadna
Youngova mjera. Promotrimo niz rezucih operatora

A, Al <k,

Al > k.
Za proizvoljan podniz (T}, ), pripadna Youngova mjera niza (7%, (uy)), je ponovno v.
Naime, primijetimo da vrijedi
Sup ||UnHLp(Q)

— 0,
kh

p{x € Q: |up(x)| > kp} <

pa zakljucak slijedi iz tvrdnje (a) prethodne leme.

2. Reprezentacija slabih limesa s pomo¢u Youngovih mjera

Jedan od osnovnih nedostataka teorema egzistencije je taj Sto, da bismo imali integral-
nu reprezentaciju slabih limesa (f(+,u,)) s obzirom na danu Youngovu mjeru pridruzenu
nizu izmjerivih funkcija (uy), moramo imati slabu konvergenciju u L'(Q) niza (f(-,un)).
Na zalost, uniformne ocjene u L!(£2) nisu dovoljne da bi osigurale tu konvergenciju. S-
toga je nuzno koristiti kriterije slabe kompaktnosti u L'(Q2) kako bismo odredili za koje
Carathéodoryjeve funkcije f : 2 x R” — R imamo ispunjenu pretpostavku teorema egzis-
tencije. Sljededi teorem daje odgovor na to pitanje, a kao jednostavna posljedica slijedi i
razmatranje o Youngovim mjerama pridruzenim ograni¢enim nizovima u LP prostorima iz
prethodnog odjeljka.

Propozicija 1. Neka je f : Q2 x R" — R Carathéodoryjeva funkcija takva da vrijedi
e < FOAD (55 x €9,

pri éemu je f € LIOC(R). Neka je, nadalje, (u,) niz izmjerivih funkcija takav da za neneg-
ativnu neprekinutu i neopadajucu funkciju g, takvu da je lim; o g(|t|) = oo, vrijedi

sup/ g(lun(x)|)dx =C < 0.
n JQ
Ukoliko je

f) _
) Jm o =0
tada vrijedi
f("un)éfl/ ULl(Q)7

gdje je v Youngova mjera pridruzena nizu (uy,).
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Dokaz. Cilj je, dakle, dokazati da vrijedi

(5) hm/§ (X, U (x dx—/f er(x L) dve(A)dx

za proizvoljnu funkciju £ € L*°(Q).
Bududéi da je f € L (R), to mozemo nadi niz realnih brojeva (my,), takav da mj, —
00, te da je ispunjeno

{AERT:f(|A|)Zk:}§{AER’":|)\|ka}.

Tada vrijedi

(%t (3))] dx < / Flun()]) dx

{x€Q:f (Jun(x)) 2k}

< / Fun()]) dx
{xe:|un(x)|>my}

1 C
< — dx < — —»

/{‘XEQIUC(X,Un (X))|2k}

uniformno po n, pri ¢emu je g(t) > Mpf(t), za t > my, te M — oo. Ovo povladi
slabu konvergenciju niza (f(-,u,)) u L1(), pa iz teorema egzistencije (v. teorem 1) slijedi
reprezentacija slabog limesa (5).

Q.E.D.

U slucaju kada nemamo ocjene iz propozicije 1, ve¢ samo uniformnu ocjenu u Ll(Q),
Chaconova lema daje sljedeci rezultat

Propozicija 2. Neka je (uy,) niz izmjerivih funkcija, kojemu je pridruzena Youngova mjera
v. Ukoliko je f : Q x R" — R Carathéodoryjeva funkcija takva da je niz (f(-,uy))
uniformno ogranicen u L'(Q), tada, do na podniz, vrijedi sljede¢a konvergencija

Fleun)—2— 1, .

Dokaz. Iz Chaconove leme slijedi postojanje niza izmjerivih podskupova (£2,) i funkcije
f € LY(Q), takvih da p(Q,) — 0, te

floun) — f, w LNQ\Qn),

za svaki m. Prema teoremu egzistencije za Youngove mjere slijedi da je f = f,. Kako
() — 0, zakljucujemo da je f = fp, (s.s. x € Q).
Q.E.D.

Sljedeca je lema, koja ¢e biti od koristi u analizi gradijentnih Youngovih mjera (v. lema
I11.10), je neposredna posljedica leme 1.4.

Lema 4. Neka je (uy,) niz vektorskih funkcija s pripadnom Youngovom mjerom v. Ukoliko
za nenegativnu Carathéodoryjevu funkciju ¢ vrijedi

lirrln/ﬂwo(x, un(x))dx:/ﬁ/rgoo(x, A) dvg(N)dx

tada, za svaki izmjeriv skup E C () i svaku Carathéodoryjevu funkciju ¢ koja zadovoljava
nejednakost |p| < C(1 + ¢p), vrijedi

liﬁn/Ego(x, un(x))dx:/E/rw(x, A) dvk(N)dx .
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Dokazimo jednu korisnu propoziciju.

Propozicija 3. Neka je (uy) niz izmjerivih funkcija s pripadnom parametriziranom mje-
rom v. Tada, za svaku nenegativnu Carathéodoryjevu funkciju v i svaki izmjeriv podskup
E CQ, vrijedi

liminf/ w(x,un(x))dxz/ P(x, A) dvg(A)dx
n E E JR"

Dokaz. Ukoliko desna strana gornje nejednakosti nije kona¢na, nema se sto za dokazivati.
U suprotnom je niz (¢(-, u,)) ogranicen u L1(€), stoga vrijedi
b
U(un) =, uLY(E).

Stoga prema lemi I.4 nije moguce imati strogu nejednakost

/@Dy(x) dx>1iminf/ (X, up(x)) dx
E " E
Q.E.D.

Na kraju ovog odjeljka pogledajmo kako jaka konvergencija utjece na Youngove mjere.
Budu¢i da Youngove mjere na neki nacin biljeze oscilacije nizova koje promatramo, a jaka
konvergencija upravo iskljucuje taj fenomen, ocekujemo da ¢e Youngove mjere pridruzene
jako konvergentnim nizovima biti u izvjesnom smislu trivijalne. Sljededi rezultat opravdava
to ocekivanje u slucaju g(t) = tP.

Teorem 2. Neka je (u,) niz u LP(Q;R"), takav da je niz (Ju,|P) slabo konvergentan u
L1(Q), za neki p € [1,00). Neka je v tom nizu pridruzena Youngova mjera. Tada u, — u
jako u LP(Q; R") ako i samo ako vrijedi vx = 0y(x) (s.8. X € Q).

Dokaz. Promotrimo Carathéodoryjevu funkciju f(x,A) := |A — u(x)[P. Zbog pretpostavki
teorema, niz (f(-,uy)) je slabo relativno konvergentan u L!(£2), pa stoga vrijedi integralna
reprezentacija

li%n/Qf(X, un(x))dx:/Q o f(x,A) doy,(x)dx

pa imamo jaku konvergenciju u, — u u LP(2; R").

Obrnuto, ukoliko vrijedi u, — wu, jako u LP(Q2;R"), tada za svaku neprekinutu i
ogranicenu funkciju ¢ : R™ — R imamo takoder jaku konvergenciju v o u, — ¥ ou, u
LP(£2). To posebno povlaé¢i da za svaki izmjeriv skup F C € vrijedi

[ vtutnax= [ [ o).

Odatle zaklju¢ujemo da vrijedi

P(u(x)) = w< )dvx(A)  (s.s.x €Q).

Kako je ¢ proizvoljno, slijedi jednakost vx = 0, (x) (s:8. X € Q).
Q.E.D.

Valja uociti da gornji rezultat ne vrijedi u slucaju kada je p = oo. Naime, tada
mozemo uzeti Q = (0, 1) i up(x) := 2™. Lako se vidi da je pripadna Youngova mjera dg, no
niz (u,) ne konvergira jako k nuli u L*°(2).
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Definicija 2. Kazemo da niz (u,), koji slabo— u L>°(Q) konvergira k limesu u, pokazuje
oscilaciju u €2 ukoliko pripadna Youngova mjera v zadovoljava

vx =# 5u(x)
na skupu pozitivne mjere.

Niz (uy), koji konvergira k u slabo u L?(Q) pokazuje koncentracijski efekt u €2, ako
postoji njegov podniz (oznacimo ga na isti nacin), tako da vrijedi

[n|® — ful® +7

slabo—« u smislu Rasonovih mjera, pri ¢emu mjera 7 nema gustoc¢u s obzirom na Lebesgu-

eovu mjeru. .

Imajuéi na umu gornju definiciju i Teorem 2 mozemo re¢i da niz funkcija konvergira
jako u LP(Q) ukoliko ne oscilira na 2. Zbog toga u daljnjem nazivamo oscilatornima one
nizove koji konvergiraju slabo, ali ne i jako.

U sluc¢aju niza vektorskih funkcija moze se dogoditi da samo neke komponente konver-
giraju jako, dok preostale konvergiraju slabo. U tom sluc¢aju o strukturi pripadne Youngove
mjere govori sljedeci teorem

Teorem 3. Neka je u, := (ul,u?) : Q@ — R x R'? ograni¢en niz u LP(Q; R™ x R"?),
takav da (ul) konvergira jako k uy u LP(Q). Neka je v Youngova mjera pridruZena nizu
(up). Tada vrijedi

Ux = 0yix) W7 (58X €Q),
pri ¢emu je T Youngova mjera pridruzena nizu (u2).

Dokaz. Neka su ¢! : Q — R"™ i ¢? : Q — R" neprekinute i ograni¢ene funkcije, takve
da vrijedi
Yloul — ylou, u LP(Q),

proul — v, u LP(Q).
Za svaki izmjeriv skup E C () tada vrijedi
(! oup)(W? oup) — (¥!owppy, u LY(E),

pa stoga vrijedi

/ / VE D)V (A2) dux (A1, Ag)dx
E JR"1xR™
- / / SH DDA (A2) (8,1 (A1) B (Ao )
EFJR"TIxR™

Kako su 9!, 42 i E proizvoljni, slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

3. Karakterizcija L’-—Youngovih mjera

Teorem egzistencije Youngovih mjera daje da svaki niz izmjerivih funkcija odreduje
neku parametriziranu mjeru. Ukoliko taj niz zadovoljava (vrlo slab) uvjet ograni¢enosti (1),
tada je pripadna parametrizirana mjera ujedno i vjerojatnosna, dakle, Youngova mjera. U
praksi najces¢i oblik ogranicenosti je ona u Lebesgueovim prostorima, stoga je od interesa
znati karakterizirati Youngove mjere generirane nizovima u LP(2). O tome govori sljedeci
teorem.
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Teorem 4. Neka je v € L3°(Q; M(R")), te neka je 1 < p < oco. Tada je v € YP({2; R")
ako i samo ako v € Y(; R") i vrijedi
(a) fQ er ‘A|p dVX(A)dX <00, zapcE [17 OO>7
(b) 3K € K(R")) supprx € K ss8.x€, zap=o0. .

Kako su slucajevi p = coip € [1,00) bitno razli¢iti, dani su odvojeni dokazi u sljedeca
dva pododjeljka.

3.1. Dokaz u slucéaju p = oo

Za omeden niz u L*°(Q2) pripadna Youngova mjera ocito zadovoljava tvrdnju (b).
Dokazimo obrat.

Promatrajmo prostor M(Q x K) svih Radonovih mjera na Q x K, pri ¢emu pret-
postavljamo da je skup €2 ogranicen a K kompaktan (Sto ima za posljedicu da je produkt
Q x K kompaktan skup u R¢ x R"). Dual prostora M(Q x K) je (separabilan prostor)
C(Q x K) uz supremum normu. Stoga se slaba—* topologija u M (2 x K) moze okarak-
terizirati konvergencijom nizova. Razmotrimo skup

A= {Tu e M(Q x K) : (Tu, 1) :/¢(x,u<x))dx, beCQxK), u;Q—>K},

te neka je Radonova mjera 7 € M(Q x K) definirana s

(1, //z/;xxdux)

Familija v = (vx)xeq je izabrana tako da bude zadovoljeno supprx € K (s.s. x € Q).
Korak 1. Zatvarac skupa A u slaboj—* topologiji, u oznaci A, je konveksan skup.

Doista, uzmimo t € (0,1), te neka su u;, ¢ = 1,2 izmjerive funkcije koje poprimaju
vrijednosti u skupu K. Zeljeli bismo zakljuciti da vrijedi

tTul + (1 — t)TUQ I~ A

Oznac¢imo s x; karakteristicnu funkciju skupa (0,¢) u (0, 1), prosirenu po periodi¢nosti na
¢itav realni pravac. Za proizvoljnu tocku a € R?% ozna¢imo

Xk(x) = xe(kx-a).

Lako se pokaze da u tom slucaju vrijedi xy — ¢ slabo— u L%°(Q2). Razmotrimo niz
funkcija definiran s

u (%) = (0)un () + (1= xi(x) uz(x) .

Tvrdimo da vrijedi

T — Ty, + (1 — )7y, slabo—* u M(Q x K).

u

Zaista, za svaku neprekinutu funkciju ¢ vrijedi
hm/ Y(x, uf(x)) dx = hm/ Y(x, Xk (x)ur(x) + (1 — xx(x))uz(x)) dx

= lim / N ()06, (3)) + (1 — xu())(x, ua(x)) dx
<t7‘ul (1-— t)Tu2,¢>.
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Korak 2. Vrijedi 7 € A.

Da bismo to dokazali koristimo Hahn-Banachov teorem. Pretpostavimo da je T
linearan funkcional reprezentiran odredenom funkcijom v € C(Q x K), takav da za sve
izmjerive funkcije u : Q@ — K vrijedi (7, %) > 0, odnosno

/ Y(x,u(x))dx > 0.
Q

Uzmimo posebno

u(x) = m}in V(x,A),

Kako vrijedi ¥(x, A) > (%, u(x)), zbog nenegativnosti mjere 7 slijedi

/ (x,A)dr(b,A) > (x, u(x)) dr(x, A)
Ox K

Ox K

_ / D(x, u(x)) dx > 0.
Q

Korak 3. Zbog koraka 2 mozemo naéi niz izmjerivih funkcija (uy,) takvih da vrijedi

li7£n/9w(x,un(x))dx:/Q/Kw(x,)\)dyx()\)dx7

za sve neprekinute funkcije ). Posebno, ukoliko je ¢ : K — R neprekinuta, niz (¢ o uy,)
(eventualno njegov podniz) ¢ée konvergirati slabo— u smislu mjera k ¢,,. Zbog jedinstvenos-
ti limesa vrijedit ¢e

pou, — ¢, slabo— u L>(Q),

stoga je v doista Youngova mjera pridruzena nizu (uy).

3.2. Dokaz u slucaju 1 < p < o

Dokaz provodimo u pet koraka. Prva cetiri koraka dokazuju nuznost, dok posljednji,
peti korak, dokazuje dovoljnost. Prije nego sto prijedemo na dokaz, definirajmo funkcijski
prostor C,(R"):

Cp(R") := {p € C(R") : 9(A) = o(|A]"), pri [A] — oo}

[z razmatranja nakon osnovnog teorema o Youngovim mjerama slijedi da svaki omeden
niz u LP(Q; R") sadrzi podniz (kojeg oznac¢ujemo na isti nacin) te v € YP(2; R"), tako da
vrijedi 1

L ()
(Ve e Cp(RY))  poun—"0y.

Ovaj rezultat je zapravo posljedica de La Vallée-Poussinovog kriterija slabe konvergencije
u LY(Q).
Korak 1. (Konstrukcija aproksimirajucdeg niza 1.°°~Youngovih mjera)

za n € N oznac¢imo s B,, zatvorenu kugnu u R” polumjera n, te definirajmo rezaju¢u
funkciju p, : R" — R formulom

1, za | Al < n,
pn(A) =< 1+n—|Al, zan<|A <n+1,
0, za |[A| >n+1,
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te funkciju s, : @ — R

)= [ (1= pu(N) ().
Definirajmo parametriziranu mjeru v" kao

vx 1= p'vx + sp(x)dp -

Lako se vidi da je za svako n € N i skoro svaki x € €2, v} vjerojatnosna mjera s nosacem
sadrzanim u By, 1, te da je preslikavanje x +— v slabo—x izmjerivo, stoga je v" € Y(2; R").
Korak 2. (Konvergencija v™ ka v ) Zeljeli bismo pokazati da za svaku funkciju ¢ € C,(R")
vrijedi

Yun — ¢, slabo u L1(Q).

Za proizvoljnu funkciju ¢ € L*°(€) ra¢unajmo
|(pu(x) = o (x)) Y (x)]

< 6005, (0060] + [00) [ A1 = ) i
< [@(0)sn(x)(x)] + |1h(x)] . (N[ drx(X)
=Th(x) + T2(x).

Bududi da za svaki A € R" vrijedi

lim(1 = pn(X)) =0,

iz, teprema o dominiranoj konvergenciji slijedi lim,, s,(x) = 0 (s.s. x € ). Stoga vrijedi
THx) — 0 (s.s. x € Q). Takoder vrijedi

lim le(A)]dvx(A) =0 (ss.x€Q),
" JR"\Bp

bududéi da vrijedi |p,| < 0o (s.8. X € Q) te jer je ispunjeno
o0
ﬂ (RT \ Bn) =0.
n=1

Time smo pokazali da takoder T)}(x) — 0 (s.s. x € ). Oznacimo li

C(x) = / AP dug(A)
mozemo naciniti preciznije ocjene

Ta(x) < lp(O)llv(x)l,

T <09 [ Il ()
< ol (swp 55 1+ 060,
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Stoga vrijedi nejednakost

(0 (%) = pun (x)) ()] < [(x)] (sup )

AcRr 14 [A[P

) 2+ C(x)).
Odatle, koriste¢i Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji slijedi
lim(ipy, — gun, ) = 0.
Zbog proizvoljnosti 1 € L>(Q) slijedi
©un — ¢, slabo u LY(9Q).

Korak 3. Kako je nosena na ogranicenom skupu B, 41, Youngova mjera v" pripada skupu
V> (£;R"), stoga postoji niz (u}); takav da

poup — @yun  slabo— u L(Q) , pri k — 0.

Zbog ogranicenosti skupa € gornja kompozicija konvergira slabo i u L(€) k istom limesu.

Korak 4. Dokazali smo da vrijedi

lim hglgo oul =, slabo u L'(Q).
n

Odaberimo odgovaraju¢u mrezu (uZi))\ A tako da vrijedi
€

iiHA”O o uZ’;\ = ¢, slabo u LY(Q).
€

Za svaki n € N ¢vrst, vrijedi

lim/ ]uZ(X)|de:// AP 22 (A)dx
k- Jao QJRT

S// IAP vx(X)dx

Q Bn+1

S// AP vx(A)dx = [|C| 1) < oo
QJR"

Zbog toga mozemo, bez smanjenja opcenitosti, pretpostaviti da je niz (u}); sadrzan un-

utar kugle u L?(Q2; R"), polumjera ||C||i/1129) + 1, neovisno o n € N. Posebno, ¢itava mreza

(uZi)/\ A je ograni¢ena u LP(Q; R"). Kako smo lokalizirali mrezu u ograni:éenom skupu
€

u LP(©; R"), prirodan prostor integranada L*°(2) ® C,(R") mozemo zamijeniti prostorom
L1(€; Co(R")). To nam omogucéuje éinjenica da oba prostora imaju isti zatvarac u prirod-
nom prostoru integranada

Vi={h: QxR —R:(Jac Ll(Q)) (FbeR) |h(x,A)| <a(x)+ AP},

s topologijom generiranom familijom polunormi (r,) definiranom na sljede¢i nacin:

rn(h) == sup

[ullpp<n

/Q h(x, u(x)) dx] -
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Buduéi da je prostor L'(Q; Co(R")) separabilan, mozemo uzeti A = N.
Korak 5. (Obrnuta implikacija) Uzmimo omeden niz (ug) u LP(2; R"), te neka je v pri-
padna Youngova mjera. Zbog slabe poluneprekinutosti odozdo preslikavanja

V|—>// AP dvx(N)dx
(9] T

/ / IAP dvg(A)dx < liminf/ lug(x)|P dx < 00,
QJRr ko Ja

Sto je i trebalo dokazati.

slijedi

3.3. Karakterizacija LY—Youngovih mjera

Na kraju ovog odjeljka dajmo opcenitiji rezultat karakterizacije Youngovih mjera.
Neka je g : R™ — R™ neopadajuca neprekinuta funkcija, takva da vrijedi lim;_,o g(t) =
oo. Promotrimo skup

(6) V@ R) = {us0 = R [ guGohax< oo}

Bez daljnjih zahtjeva na funkciju g, LI(£2; R") nece biti vektorski prostor. Posebno, za
g(t) := tP, dobijamo uobicajene Lebesgueove prostore. Definirajmo takoder

(7) &9 = {gp € C(R";R) : Allinoo% postoji} :

Prostor £9 je uz normu

2
Ples = |7
I#les H1+g<r-|>

separabilan Banachov prostor. Vrijedi sljedeci

Lo (R")

Teorem 5. Prostor 9 je izomorfan prostoru C(K), s obzirom na supremum normu, pri ¢e-
mu je K kompaktifikacija R" jednom tockom. Njegov dual (£9) strogo sadrzi vjerojatnosne
mjere na R" za koje vrijedi

/ 9D dpi(N) < oo
R?"

"
U slucaju funkcija g, takvih da je g(t) := oo, za t > R, definicija prostora £9 postaje

o ._ rRY. T p(M) .
(8) EX = {cp € C(R";R) : ‘)\‘h_mm ) postop} :

Od posebnog su interesa prostori EP, za p € [1, 00), koji odgovaraju funkcijama g(t) :=
tP.

Od interesa su i neseparabilni prostori
(9) XPi={pe C(Mxa;R): (3C € RT) |p(E)| < C(L+ )}

Moze se pokazati da je EP zatvoren podprostor prostora XP. Njegov dual (XP) se moze
identificirati sa skupom kona¢nih Radonovih mjera 7 na M, 4, takvih da je preslikavanje
E +— |E[P element prostora L' (Mg, 7).

Uz gornje definicije mozemo dokazati i opéenitiji rezultat karakterizacije Youngovih
mjera, za nizove s opéenitijim uvjetima ogranic¢enosti. Na primjer, tvrdnja (a) teorema 4
je poseban slucaj teorema 7.

Prije no sto prijedemo na teorem karakterizacije, iskazimo jednostavniji rezultat za
homogene Youngove mjere.
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Teorem 6. Neka je v vjerojatnosna mjera na R, takva da vrijedi

/Q [ alIN) v < so.

Tada postoji niz funkcija (uy,), takav da je niz (go|uy|) slabo konvergentan u L' () i njemu

pridruzena Youngova mjera je homogena mjera v. .

lako je ovaj teorem zapravo poseban slucaj sljedeceg, pa ga ovdje ispustamo. Za
dokaz vidjeti [Pe97, teorem 7.6].

Teorem 7. Neka je v € Y(; R"), te neka je g : R™ — R™ neprekinuta funkcija, takva
da vrijedi limy_,~ g(t) = oo.. Tada postoji niz izmjerivih funkcija (uy,), takav da je niz
(g o |uy|) slabo konvergentan u L'(Q) i pridruzena Youngova mjera mu je upravo v, ako i
samo ako vrijedi

(10) /Q/Tg(|)\|)dux(}\)dx < o0,

Dokaz. Nuznost je ocita zbog reprezentacije limesa u terminima Youngovih mjera. Po-
kazimo stoga dovoljnost. Mjera v ¢e biti Youngova mjera pridruzena nizu (u,) ukoliko
dokazemo da vrijedi

i | €t () dx = [ €6 [ oN) dnlAix,

zasve £ € I'isve o € S, pri cemu su I' i S prebrojivi gusti podskupovi prostora L' () i
Co(R") redom.
Uvjet (10) ima za posljedicu da za skoro svaki a € Q) vrijedi

/Tg(|)\|)dya()\) < 00.

Neka je N komplement skupa na kojem vrijedi gornje (dakle, u(N) = 0). Iz leme 1.5, uz

p=o00,q=1,te

(a) i= -

rp(a) = —
k k Y

za sve a € 2\ N, imamo

/Qg(x)go,,(x) dx = hlinzi: ou(ag;) /a £(x) dx,

kitegif

zasve £ € ['isve p € S, pri cemu je
Q:U(aki+5kiQ)UNk> /L(Nk) =0.
i

Ovdje su ag; € Q\ N, te skupovi u gornjoj uniji su u parovima disjunktni. Prema troremu

6 mozemo naci niz funkcija (uff) s pridruzenom Youngovom mjerom v, .. Definirajmo

o X — AL
up(x) == uff <TZ) X € ag; + ki€,
1
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pri ¢emu je n = n(k,i) odabran na sljedeéi na¢in: Nacinimo particiju I' x S = U Dy, pri
¢emu je (Dy) rastuéi niz konac¢nih skupova. Za ¢vrste k i i odaberimo n takav da za sve
(&, ) € Dy, vrijedi

1
< —.
— k2

ol [ elans ey (w0)) dy — utan) [ elxyax

apit+egS2

~ v ey -« . . . . k’L
Ovo mozemo naciniti upravo zbog toga sto je mjera vy,; generirana nizom (up?).

Neka su & € I'i ¢ € S. Neka je k > ko, pri cemu je (£, € Dy,. 1z prethodnog tada
slijedi

hm/§ o(ug(x)) dx = hmZ&t,ﬂ/f ay; —1—5;ﬂy)g0( (y)) dy
(11) —in > pulon) [ et

k= ag;tegf2

_ /Q £(x) o () dx.

Iz Chaconove leme slijedi da postoji opadajuci niz izmjerivih skupova €2,,, takvih da za
svaki m vrijedi

g(lug]) — (go|-|)» slabou Ll(Q \ Q) -
Primijenimo li (11) na £ = 1, slijedi

1inr1nli]£n/%g(!uk(x)!)dxz = limlim (/ g(|ug(x )|)dx—/ﬂ\ﬂm 9(\Uk(x)|)dx>
= 11m/ (go|-|)v(x)dx=0,

Sto slijedi iz ¢injenice da je (g o |- |), funkcija iz L1(€).
Q.E.D.

4. Drugi pristup teoriji Youngovih mjera

Cilj ovog odjeljka je pokazati kako se elementi prostora L3°(€2; M(R")) mogu identi-
ficirati s izmjerivim preslikavanjima u odredeni kompaktni metricki prostor. Ovaj pristup
razvio je M. Sicev 1997. godine (v. [Sy96, Sy97]).

Oznacimo sa K. zatvorenu kuglu {v € M(R") : |[v| pymry < ¢}, te neka je {g; i €
N} (pi # 0), prebrojiv gust podskup u Co(R"). Na K. mozemo definirati metriku

(12) = Z

Vrijedi sljede¢a lema

- T?SO'H .
|%Hc Z

Lema 5. Svaki niz (v") u K. sadrzi Cauchyjev podniz.
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Zbog gustoce skupa {p; : i € N} u Co(R"), za svaki ¢ € Cop(R"), mozemo definirati
funkcional [ formulom

l(p) = lm ", ).

Funkcional [ je ocito neprekinut linearan funkcional na Cy(R"), ograni¢en u normi
konstantom c. Prema Rieszovom teoremu reprezentacije, postoji Radonova mjera v, norme
manje ili jednake ¢, takva da vrijedi

(Vo e Co(R")) Up) = (v 9).

No, iz konstrukcije tada slijedi da je lim, p.(v",v) = 0, $to znaci da je (K, pc)
kompaktan metricki prostor. Buduéi da konvergencija p.(v",r) — 0 povlaéi slabu—x
konvergenciju v ka v u M(R"), dokazali smo i slabu— kompaktnost K. u topologiji
prostora M(R").

Ukoliko sa L, (£2; K.) oznacimo familiju svih slabo— izmjerivih preslikavanja v : Q@ —
K., tada se moze pokazati da vrijedi jednakost

U Lo o) = L2 M(R")).
ceR

Do kraja ovog odjeljka poistovje¢ujemo familiju (vx)x € 2 s preslikavanjem v : Q@ —
(K¢, pe), danim sa v(x) := vx. Ova identifikacija nam omogucuje koristenje nekih stan-
dardnih rezultata o izmjerivim preslikavanjima, u prvom redu Luzinovog teorema.

Teorem 8. (Luzinova karakterizacija izmjerivih funkcija) Neka je Q C R? ogra-
nicen izmjeriv skup, a (K., p.) kompaktan metricki prostor. Funkcija & : Q@ — (K¢, pc)
je izmjeriva ako i samo ako za svaki ¢ > 0 postoji kompaktan skup Q. C § takav da je
u(Q\ Q) < e a restrikcija funkcije £ na ). je neprekinuta.

Dokaz. Promotrimo niz kompaktnih skupova §; C €, takvih da vrijedi u(Q\ ;) < 1/4,
takvih da su restrikcije £ na skupove 2; neprekinute. Neka je C' proizvoljan kompaktan
podskup skupa K. Tada su skupovi Q; := {x € Q; : £(x) € C} ocito kompaktni. Buduéi
da je pu(€~1(C)\ Ui€) = 0, slijedi da je £1(C) izmjeriv, §to ima za posljedicu izmjerivost
funkcije &.

Da bismo dokazali obrat, najprije ¢emo pokazati da za proizvoljan § > 0 postoji
kompaktan skup Q5 C Q takav da je pu(Q\ 5) < 0, te da za svako x € € vrijedi
nejednakost

limsup p({(x),{(y)) <9.
YEQs, y—X

Posebno, uzmemo li niz 9,, := 27", slijedi nejednakost

Py 1

n==k

te su restrikcije funkcije § na N>, €5, neprekinute.

Da bismo dokazali tvrdnju, razmotrimo konacan pokriva¢ skupa K kompaktnim
skupovima K, Ka, ..., Ky, s), ¢iji su dijametri manji od 0. Oznacimo s €y skup EHK).
Zatim odaberimo kompaktan skup €y C Qy za koji je pu(Q1 \ Q1) < §/2. Neka je Qp :=
1K) \ Q1, te neka je Qy njegov kompaktan podskup za koji vrijedi p(Qs2 \ Q2) < /4.
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Nastavimo ovaj postupak za i = 3, dots, m(8): za dane Qq,Q, ..., €, neka je Q1 kom-
paktan podskup

Qg =& (K \ J =K\ UK
=1

j=1

za koji vrijedi ju(Qip1 \ Qiy1) < 0/27F1. Definirajmo

U tom slucaju vrijedi
m(0)
plov ] <o,
i=1

pri éemu su € disjunktni kompaktni skupovi. Stoga, za xg € {2, x} € €5 1 X}, — X,
tada je x; € (4, za dovoljno velik k, pa vrijedi p.(§(xx),&(x0)) < 0, Sto smo i htjeli
dokazati.

Q.E.D.

Dokazimo sljede¢u lemu.

Lema 6. Neka je Q C RY ogranicen izmjeriv skup, te neka je vy € K., s.s. x € Q. Familija
(vx)x € Q je slabo— izmjeriva ako i samo ako je preslikavanjev : Q@ — (K., p.) izmjerivo.

Dokaz. Neka je (vx)x € €2 familija u L.(Q; K), te neka je (') gust niz u Co(R"). Za svake
zadane € > 0, ¢+ € N, postoji kompaktan skup €2; C Q) takav da je restrikcija preslikavanja
¢l : Q — R na ; neprekinuta, te vrijedi p(Q\ ;) < /2% Tada je u(Q\ Ni&) < ¢
i restrikcije svih funkcija ¢!, na N;€; su neprekinute. Kako je niz (¢*) gust u Co(R"),
isto vrijedi za proizvoljnu funkciju ¢ € Co(R"). To znaci da je restrikcija preslikavanja
v:Q — (K., pc) na N;€); neprekinuta, stoga ima Luzinovo svojstvo (v. teorem 8), pa je i
izmjerivo.

Obrnuto, neka je v : Q@ — (K, p.) izmjerivo preslikavanje. Tada, prema teoremu 8,
za svaki ¢vrst € > 0 postoji kompaktan podskup . takav da je u(Q2\ Q) < ¢, te da je
restrikcija funkcije v na ). neprekinuta u metrici p.. To, medutim, ima za posljedicu da
je neprekinuta i restrikcija na Q. funkcije ¢,,, za svako ¢ € Co(R"), $to povlaci izmjerivost
na ¢itavom (2. Time je dokaz zavrsen.

Q.E.D.

5. Homogenizacija i lokalizacija Youngovih mjera

U praksi je od interesa danu Youngovu mjeru v zamijeniti odgovaraju¢om homogenom
Youngovom mjerom koja ¢e jos uvijek sadrzavati sve relevantne informacije sadrzane u po-
jedinacnim elementima vx. To vodi na postupak usrednjenja ili homogenizacije Youngove
mjere V.
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Definicija 3. Za danu parametriziranu mjeru p € L°(Q2; M(R")) definiramo usrednjenje
Av(p) formulom

(Vo) (Aviw.e) = o | euxdx.

"

Lako se vidi da je Av(p) € M(£2), norme manje ili jednake [|pt|[1 0 pq(mry)- Time je
definirano preslikavanje Av : L$°(Q; M(R")) — M(Q). Sljedeca propozicija daje svojstvo
neprekinutosti funkcije Av:

Propozicija 4. Neka je QQ C R ogranicen i izmjeriv skup, te neka su v, v? € L,(Q; K.).
Tada vrijedi
(a) Za svako e > 0, postoji 6 = d(c) > 01 Qs C Q takav da vrijedi: Ako za svako x € Qg
vrijedi pe(vi, v2) <61 p(Q\ Qs) < 6p(Q), tada imamo

pC(AV(Vl),AV(Vz)) <e,

pri ¢emu ¢ ne ovisi o €.
(b) Ukoliko niz wy, := p.(V",v) konvergira k nuli u mjeri, pri ¢emu su v", v € L.(Q; K.),
tada vrijedi

vt — v

, slabo —x u L. (Q; K.) .

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz reprezentacijske formule za metriku p. (12). Definiramo li
funkcije 1; formulom
Pi

¢i = 5
H%‘HC

slijedi

1

pelAv(v!), Av(w?) =7 &

1 1
ORY
1 1
<wezl,

1 1
§2C(5+m;§/96

1
< 2¢6 —1—][ —

< 2¢h —i-][ pe(vi, v2) dx < (2¢+ 1)6.
Qs

Vi A dAv(LHYA) = [ () dAV(VQ)()\)‘
RT RT

/ Vi(A) dvi(N)dx — / Yi(X) dv2(A)dx
QJRT QJR"

BN k) — [ o du,%w\ ix
Rr Rr

ViN) dva(N) — [ () duﬁ()\)' dx
Rr Rr

R’r‘

1/’1()‘) d’/}((A) — - @/)Z()\) dl/i()\) D dx

Odatle, odabirom 4, tako da vrijedi (2¢ + 1) < ¢, slijedi tvrdnja. Tvrdnja (b) je izravna
posljedica tvrdnje (a).
Q.E.D.

Lako se dokazuje sljedeca lema.

Lema 7. Youngova mjera v je homogena ako i samo ako vrijedi Av(v) = v.
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Analiza Youngovih mjera

Teorem 9. (homogenizacija Youngovih mjera) Neka su Q2 i D regularne domene u
RY takve da vrijedi u(092) = p(0D) = 0. Neka je u, : Q@ — R niz izmjerivih funkcija
takvih da vrijedi

(30> 0) Agwmmnw<c,

uniformno po n € N, pri éemu je g : [0, 00) — [0, 00) neopadajuca, nenegativna nepreki-
nuta funkcija koja zadovoljava uvjet

i g(0) = .

Neka je v Youngova mjera pridruzena nizu (uy,). Tada postoji niz izmjerivih funkcija
wj : D — R takvih da vrijedi

sup [ g(lu0)) dx < oc

JENJD

i ¢ija je pripadna Youngova mjera Av(v)

Dokaz. Koristimo Vitalijev teorem o pokrivanju. Naime, familija
Aj:={a+eQ:aeD,c€D(aj}

¢ini Vitalijev pokrivac za skup D. Po Korolaru 1 postoji prebrojiva podfamilija u parovima

disjunktnih skupova a;; + €;;€2 koja je takoder Vitalijev pokriva¢, odnosno vrijedi

D= U(az‘j—i-gz‘jQ)UNj ,u(Nj)IO.
=1

Sli¢no kao u prethodnom teoremu racun daje
i . i pai; +€i59)
i=1 s i=1 (&)

I 5\ _ H(D)
= —U a;; +6;;Q0 ] =—=.
() (Z_Ul o ) ()
Definirajmo funkcije w; : D — R s
: (%) =, (22
w]|aij+5ijﬂ<x> = Un ( £ij ) :
Sada zbog disjunktnosti skupova a;; + £;;€2 zamjenom varijabli
X — aj

y = ——, dX:é?%dy
€ij
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Youngove mjere i primjene

S druge strane, za proizvoljne £ € C(D) i ¢ € Co(R™) vrijedi

| ety w—z/ ()€ (x) dx

a;j+e;;Q2
:Z/Qg%w(un(w)f(az‘ﬁ&ﬂ) dy -
i=1

Koristeci klasican teorem srednje vrijednosti za integrale neprekinutih funkcija zakljucuje-
mo da postoje y;; € €2 takvi da vrijedi

/ o(un(y))é(ay +cijy) dy = &(aij + 5ijyij)/ o(un(y)) -
0 Q

Kako je 3772, e,u(Q) = (D), to je izraz

Z el )€ (a; + €i¥i5)
integralna suma za Riemannov integral [, §(x)dx. Stoga je

lim /D o(w;(x))E(x) dx— / £(x)dx lim / o(un(y))

j—0o0 j—o0

/5 dx//mmdux

Posljednja jednakost slijedi iz osnovnog teorema o Youngovim mjerama i ¢injenice da je
xa € LY(Q).
Dakle, definiramo li 7 € M(2) s v := Av(v), tada vrijedi

(VE€CD)) (Ve € Co()  lim [ o(w;(x))§(x)dx = (7, ¢) /DS(X) dx

J—>00 D

i tvrdnja slijedi zbog homogenosti 7 i gustoée C(D) u L'(D).
Q.E.D.

Sljededi rezultat kompaktnosti za parametrizirane mjere u bitnom koristi operaciju
homogenizacije (za dokaz vidjeti [Sy97])

Teorem 10. (teorem kompaktnosti ) Neka je Q@ C R? ogranicen izmjeriv skup, te
neks je (V™) niz u L,(Q; K.). Tada postoji podniz (kojeg éemo oznaciti na isti nacni) i
v € L.(Q; K.), tako da vrijedi

n

V" — v, slabo—x u L.(Q; K,).

Postupak lokalizacije omogu¢uje nam da ustanovimo svojstva pojedinacnih eleme-
nata parametrizirane mjere. Ovaj se rezultat u bitnom oslanja na Radon—Nikodymov i
Lebesgueov teorem o deriviranju.
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Teorem 11. (lokalizacija Youngovih mjera) Neka su Q i D regularne domene u R¢
takve da vrijedi u(02) = u(0D) = 0. Neka je uy, : Q — R niz izmjerivih funkcija takvih
da vrijedi

(3C > 0) /Qg<|un(x)\dx <cC

uniformno po n € N, pri ¢emu je g : [0,00) — [0, 00) neopadajuca, nenegativna neprek-
inuta funkcija koja zadovoljava uvjet

lim g¢(t) = oo .

t— 00

Neka je v Youngova mjera pridruzena nizu uy,. Tada za skoro svaki a € () postoji niz
ud : D — R izmjerivih funkcija takvih da je

sup [ gffun () dx < o0
Q

neN

i da je Youngova mjera pridruzena nizu (u2) upravo homogena Youngova mjera vy.

Dokaz. Zbog neprekinutosti ulaganja L}(Q) < M), pretpostavke teorema i Banach-
Alaogluovog teorema postoji podniz niza (u,) (koji isto ozna¢imo) takav da vrijedi

goup| ———1,

gdje je T nenegativna ogranicena Radonova mjera na 2. Stoga vrijedi

(V& € Cp(R2)) hm 5( )g(|un(x |dx-/§ )dr(x

Uoc¢imo da iz definicije prostora Cy(€2) slijedi da za ¢vrste a € Qi p > 0 mozemo nadi
€a,p € Co(2) takvu da je

0< Xa+pD(X) < fa,p(x) < Xa+2pD(X) .

Nakon mnozenja s g(|uy|), integriranja po €2 imamo

lim sup / §(X)XarpD (X / €ap(x)dpu(x) < lim sup / §(X)Xar2pp(X)dx .

Jj—o0 Jj—o0

Lako se provjeri da vrijedi

1 D
lim sup — o / Xa+pD(X)d7T(x) = p(D) lim sup r(atpD) = u(D)D,T
Q

p—0 p—0 ,U(a + pD)

te je stoga (isp. [EG])

1
lim limsup — [ £(x)Xatpn(X)dx < p(D)D,7 < 00 (ss a € ().
Q

p—0 j—o0 P

Definirajmo funkcije 22 : D — R s 2% (x) := up(a + px). Uz standardnu zamjenu

]7P
)

varijabli za proizvoljne & € L®(D), ¢ € Co(€2) imamo

[ e nemix = = [ olunlx xa+st(
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Youngove mjere i primjene

Uz standardnu notaciju, osnovni teorem o Youngovim mjerama daje
voell@) | el dy — [ pulyvl)dy.

te odabirom ¥(y) = Xat,p(¥)§(¥?) slijedi

i o [ @)t (Yo0) dv = 5 [ atianme (Y21 ) ay,

Sto nakon ponovne zamjene varijabli daje

lim lim p(25,(x)E(x)dx = lim [ py(a+ px)E(x)dx.
p—0j—00 Jp ’ »—0 Jp

Direktna posljedica Lebesgue—Besicovitchevog teorema o deriviranju (v. [F]) je sljedeca
konvergencija za lokalno integrabilne funkcije f

hm/]fa—l—py f(a)|dy =0.

Odmabh slijedi

W elx(D) i [ pula+ pinixidx = oula) /D n(x) dx.

a potom, koristei da je f := ¢, € L*°(Q) takoder slabi— limes pripadnog niza i gusto¢u
L>®(D) u LY(D), i

lim lim [ (22 (x))€(x) dx = u(a) /D £(x) dx

p—0 Jj Jp

Na ovom mjestu primijetimo da je Cy(2) zapravo zatvara¢ prostora C.(€2) u L*—normi,
te je kao takav separabilan. Kako je i L'(Q) separabilan, to uzastopnim provodenjem
Cantorovog dijagonalnog postupka redom zaklju¢ujemo: uz u3 := z: 1 najprije je

lim / x) dx = ¢y (a / §(x
iin [ () dx = ula) [ elx)dx

uniformno po ¢ iz prebrojivog gustog skupa u L'(Q) i ¢ iz prebrojivog gustog skupa u
Co(€2). Nadalje, primjenom uobicajenog argumenta gustoce vidimo da vrijedi

a onda i

(V€ CQ)(VE € LHQ) lim /D (13 (x))E() dx = gy (a) /D £(x) dx

n

u smislu uniformnog limesa po £ i ¢, stoga slijedi tvrdnja teorema.
Q.E.D.

Od interesa su netrivijalni primjeri Youngovih mjera pridruzenih danom nizu funkcija.
Riemann—Lebesgueova lema i njezina posljedica McShaneov teorem su medu najzanimljivi-
jim primjerima, gdje se pripadna Youngova mjera moze eksplicitno odrediti.
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Analiza Youngovih mjera

Teorem 12. (McShane) Neka je Q2 = H;i:1<ai, bi), u e LP(Q), 1 < p < oco. Prosirimo u
po periodi¢nosti na cijeli R?, te deﬁmrajmo un(x) = u(nx).

(a) Ako jel < p < oo, tada u, — fQ x) dx slabo u LP((2).

(b) Ako je p = oo, tada u, — u s]abo—* u LOO(Q)
Dokaz. Cilj nam je pokazati da vrijede pretpostavke teorema 1.10 , iz ¢ega odmah slijedi
tvrdnja teorema.

Korak 1. Rac¢unajmo LP normu ¢lanova niza (uy,)

/|un |pdx—/|unx |pdx—— |pdx—/|u )P dx,

pri cemu posljednja jednakost vrijedi zbog perlodlcnostl funkcije u. Odavdje slijedi jed-
nakost normi |[upl|ppq) = [[ullip@)- U slucaju p = oo tvrdnja je trivijalna.

Korak 2. Neka je D C Q hiperkub. Tada za proizvoljan € > 0 postoje a, 3 € R, takvi da,
uz oznaku a + Q) = Hglzl(ai + Bia;, a; + Bib;), vrijedi
(D) = e+ B < e

Stoga mozemo pisati:

/uum—mez/ (f(mx) — Fx = - (F(y) — P dy

D a+5Q " Jna+nBQ
_ L )~ Dy + — (f(y) = F)dy
n? Jnatinslo 1 Jnat(ns-(ns))0
) gy L) .
o IO = Dy S [ (10 = Pray
S (F(y) = F)dy,

nd na+(nB—|np])Q

pri ¢emu | | oznacava funkciju najvece cijelo. Odatle slijedi

1 _
<—@/ () — Fldy
" Jpat-(nB—|nB))Q

< | )= flay,

(fa(x) = f)dx
D

Sto tezi k nuli pri n — oo.

Korak 3. Neka je zadan 6 > 0. Definiramo funkciju g5 formulom

(w0}, () >0
%“”‘{—mmm—ﬂmh 7)< 0 .

te funkciju hs(x) := f(x) — gs(x). Kako svaku izmjerivu funkciju mozemo odozdo aproksi-
mirati rastu¢im nizom jednostavnih funkcija, to vrijedi

(Ve > 0) (35 > 0) /Q haolPax < ©

Prosirujuéi gs i hs po periodi¢nosti s Q na R%, kao u prvom koraku dokaza, imamo:

/\h(g(x)\pdx:/ s (nx) [P dx < = .
Q Q 2
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Youngove mjere i primjene

Zato slijedi

19
J1seorax< [ nstoopix+ [ ot ix < )+ .

Stoga, ako odaberemo A(e) := 555, dobivamo

/ Fa(x)Pdx < e,
FE

¢ime je dokaz dovrsen.

Q.E.D.

Riemann-Lebesgueova lema je izravna posljedica teorema o homogenizaciji Youngovih
mjera.

Teorem 13. (Riemann-Lebesgueova lema) Neka su Q i D regularne domene u R?
takve da vrijedi p1(0Q2) = p(0D) = 0 i neka je f € LP(?). Tada postoji niz (f;) cije je
pripadna Youngova mjera homogena i (za neprekinutu i ogranicenu ) definirana s

Dokaz. Uz oznake kao u teoremu 11 definiramo f; : D — R s

x—aij

fj(X) ;:f( ) , anZ-qusijQ.

Eij

te tvrdnja slijedi iz teorema 11.
Q.E.D.

Posebno, uzimjaudi uj(x) := f(j(x —a;)) zax € a; + %Q, gdje je

Q:g<m+%0

Vitalijev pokriva¢ za €2, imamo upravo McShaneovu lemu.
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Youngove mjere i primjene
1. Uvod

Gradijentne Youngove mjere su, pojednostavljeno receno, Youngove mjere generi-
rane gradijentima nizova izmjerivih funkcija. One se prirodno pojavljuju u varijacijskom
racunu, gdje je odgovarajuc¢i minimizacijski niz za danu zadac¢u obi¢no ograni¢en u nekom
Soboljevljevom prostoru. Stoga pripadni niz gradijenata odreduje p—Youngovu mjeru.

U daljnjem je Q otvorena i ograni¢ena domena, takva da je u(9€2) = 0.

Definicija 1. Youngova mjera v je gradijentna p—Youngova mjera ukoliko postoji niz (uy,)
u WHP(Q; R") koji konvergira slabo u WP(Q; R") (odnosno slabo—* u slucaju p = 00),

takav da je niz (|Vu,|P) ekviintegrabilan (odnosno da je <||VUn||Loo(Q;R7‘)> ekviogranicen

za p = 00), te da (Vu,) odreduje v.
Ukoliko u,, — ug u WHP(Q; R"), onda vrijedi

Vo (x) = / Sdug (), (s x€Q).
erd

Funkcija ug se zove pridruzena deformacija. U daljnjem s M,(A) oznacujemo skup svih
homogenih gradijentnih p—Youngovih mjera s centrom mase u A € M,y 4.

S v * A oznacavamo mjeru dobivenu tako da se centar mase mjere v zamjeni u A.
Vrijedi sljedeca
Lema 1. Neka je v gradijentna p—Youngova mjera odredena nizom (Vuy,,), s centrom mase
uB € M, 4. Tada je mjera v * A generirana nizom (Vuy, +Ia_B), pri cemu zaY € M, 4

vrijedi Iy (x) := Yx. .

2. Homogenizacija i lokalizacija

U ovom odjeljku su dani temeljni rezultati o lokalizaciji i homogenizaciji Youngovih
mjera generiranih nizovima gradijenata (isp. teoremi I1.9 i I1.11).

Podsjetimo, usrednjenje ili homogenizacija Youngove mjere v dana je djelovanjem na
test funkcije na sljedeéi nacin:

1 1
(Av(p), ¢) == m/gw(X) dx = m/g/y(k) dvx(A)dx.

Sljedeci teorem je inacica rezultata o lokalizaciji za gradijentne p—Youngove mjere
(v. teorem 9).

Teorem 1. Neka je (uy) niz funkcija iz W'P(Q; R"), takvih da
(1) (3Y € Myyg) (Y €N)  up — by € WP (Q;R').

Neka je v Youngova mjera generirana nizom (Vuy,). Tada postoji niz (wy,), koji je ogranicen
u WhP(Q; R") i zadovoljava rubni uvjet (1), takav da mu je pripadna Youngova mjera
Av(v).

"

Dokaz ovog teorema je potpuno analogan dokazu teorema II.9. Koristec¢i Vitalijev
teorem o pokrivanju, na¢inimo dekompoziciju skupa (2

Q= J@in +emCIQUN,, p(ng)=0.

7
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Gradijentne Youngove mjere

Mozemo naéi niz funkcija (w,) u WHP(Q; R") tako da za x € a;, + £, vrijedi

) Vun(x) = Vu, (X - a) .

Ein

Ovo mozemo ispuniti ako, za X € a;, + €;,€2, definiramo

€in
Medutim, ovako definiran w, ne mora biti u W?(€2; R"). Naime, za dovoljno veliki p,
wy, mora biti neprekinuta. Jedini poznati nacin za osiguravanje neprekinutosti funkcije w,,
jest da funkciji u,, nametnemo afin rubni uvjet. Neka je Y € M4, te neka je u, — ly €
Wé’p(Q; R"), tada je funkcija

(3) wy(x) = { Ein (x;im> , X € ajn + €infl,
ly , inace ,

bududéi da je neprekinuta, dobro definirana funkcija u W (€; R"). Funkcija w,, zadovoljava
wy — by € WyP((;R"),
a njen gradijent uvjet (2). Ovim je ova skica dokaza dovrsena.

Slijedi verzija Riemann—Lebesgueove leme.

Teorem 2. Neka su i D domene u R?, te neka jeu € WHP(D; R") takva da vrijedi u —
v € Wé’p(D; R"). Tada postoji niz (wy,) ogranicen u W'P(Q; R"), wy, —ly € Wé’p(Q; R"),
takav da niz gradijenata (Vw,,) odreduje homogenu Youngovu mjeru v danu sa

p . 1
(Vo€ X)) (1ng) = —m /D o(Vu(x)) dx.

Podsjetimo, prostor X? je definiran u (I1.9). Dokaz se i u ovom sluc¢aju svodi na
jednostavnu primjenu Vitalijevog teorema o pokrivanju. Naime, za n € N neka je

1
{ain +einD :gin < _}
n
Vitalijev pokriva¢ skupa (2. Drugim rijecima

0= U(am + EinD) U Ny, ﬂ(nn) =0,
7

pri ¢emu su podskupovi a;, + €;, D u parovima disjunktni. Preostaje definirati niz w, s
(3) i lema je dokazana.

Razmotrimo na kraju ovog odjeljka postupak lokalizacie za gradijentne p—Youngove
mjere. Vrijedi sljedeéi teorem lokalizacije:

Teorem 3. Neka je (u,) ogranicen niz u W'P(Q;R"), te neka je v Youngova mjera
pridruzena nizu gradijenata (Vu,). Za a € € definirajmo

F(a) := / Edva(E),
M, x4

te ua = lp(). Za skoro svaki a € () postoji niz (wj) ogranicen u WLP(Q; R, takav da
vrijedi

(VneN) w?—u, e WP R,
te da niz gradijenata (Vw?2) odreduje homogenu Youngovu mjeru vy.

47



Youngove mjere i primjene

Kako je dokaz ovog teorema takoder analogan ve¢ nacinjenom dokazu u odjeljku 1.5,
ovdje je dana samo skica. Naime, jedino Sto treba naciniti jest definirati novi niz funkcija
koji ¢e generirati Youngovu mjeru v,. U ovom sluéaju trebali bismo imati (p > 0)

Vu2

np(X) = Vuy(a+ px) .

Kao i u dokazu teorema 11, pokaze se da je niz (uf‘m) ogranicen u LP(Q2; M,.«4) po oba
indeksa, za skoro svaki a € ). Takoder se analogno pokaze da, ukoliko je v gradijentna
Youngova mjera koja odgovara nizu u,,, niz gradijenata (ug p) generira homogenu Youngovu
mjeru Va.

Da bismo dobili trazeni niz (u% p), definirajmo

F(x) = / = vy (2) |
Mr><d

1
Ca = m/gua(x) dx .

Sada mozemo definirati funkcije uy, formulom

1
u?zp(x) = ;(Un(a + pX) - Manp) )

pri cemu je konstanta May,, odabrana tako da vrijedi

/ Up,(x) dx = Ca .
Q

Koristec¢i Poincaréovu nejednakost lako se dokaze da je niz (u%p) doista ogranicen u
WLP(Q; R™), neovisno o n i p, za skoro svaki a € (2.

Posljednji korak u dokazu je konstruirati niz w,,, koji zadovoljava afini rubni uvjet i
definira lokaliziranu, homogenu Youngovu mjeru v, u skoro svakoj tocki a. Za to ¢e nam
trebati sljedeca lema:

Lema 2. Neka je niz (v,) ogranicen u WHP(Q; R"), takava da niz gradijenata (Vuy,)
generira Youngovu mjeru v, te neka je u pripadna pridruZzena deformacija.
Tada postoji niz (uy) ogranicen u WHP(Q; R"), takav da (Vu,) generira istu Youngovu
mjeru, te vrijedi
(VYneN) u, —uec WyP(;R").
Ukoliko je za p < oo niz (|Vu,|P) ekviintegrabilan, tada je i (|Vuy|P) takav.
Dokaz. Neka je m; niz rezajucéih funkcija koje zadovoljavaju
(a) mr = 1 na 09,
(b) mr =0mna Q= {x € Q:d(x,00) > 1},
(c) |Vng| < % za neku pozitivnu konstantu C'.
Promotrimo funkcije w,,; definirane formulom

Wi (x) = N (x)u(x) + (1 — Nk (x))vn(x) .
Ocito za sve n i k vrijedi wy, —u € Wé’p(Q; R"), te vrijedi

Vg (x) = 11(x) Vu(x) + (1 = 1k)x)) Von (x) + (u(x) = va(x)) @ Vig(x)
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Gradijentne Youngove mjere

Kako je niz (vy) ograni¢en u Wl’p(Q;Rr), mozemo pretpostaviti da v, — u jako
u LP(; R"). Stoga mozemo odabrati podniz (v,, ) tako da posljednji ¢lan u gornjoj jed-
nakosti konvergira k nuli, slabo u L' (€2; M,..4). Prvi ¢lan je ocito slabo konvergentan, dok
je drugi ogranicen ili slabo konvergentan u L!(Q; M,4). Definiramo li niz funkcija (uz,) sa

Uk = Wnyk

tada je (|Vug|P) te up —u € W(l)’p(Q; R").
Kratak racun daje

pi{x € Q: Vo, (x) # Vwp, p(x)} = p{x € Q:n, <1} — 0,pri k — 0.

No tada i niz (Vuy) odreduje Youngovu mjeru v, pa je lema dokazana.
Q.E.D.

3. Kvazikonveksnost

Kvazikonveksnost je vazno svojstvo u varijacijskom racunu. Naime, pokazuje se da
je u vektorskom slucaju konveksnost jak uvjet, te da je dovoljan uvjet za nizovnu slabu
poluneprekinutost odozdo upravo kvazikonveksnost. U sljede¢em ¢emo odjeljku vidjeti
kako je kvazikonveksnost prirodno utkana u strukturu gradijentnih p—Youngovih mjera,
stoga su one pravo sredstvo za proucavanje vektorskog slucaja u varijacijskom rac¢unu.

Mi cemo koristiti definiciju kvazikonveksnosti u smislu Morreya:

Definicija 2. Za funkciju ¢ : M,.4g — R kazemo da je kvazikonveksna ukoliko za svaku
funkciju u € Wé’oo(Q; R") i svaku matricu Y € M,.»q vrijedi

(4) P(Y) < —— /Q oY + Vu(x)) dx.

Tipican primjer kvazikonveksne funkcije je determinanta.

Lema 3. Neka je d = r = 2, te neka je u € WH(Q, R?) takva da vrijedi u — ly €
Wy (Q, R2). Tada vrijedi

/ det (Vu(x)) dx = p(Q2) det Y .
Q

Dokaz. Neka je ¢ € C°(€2; R?), te promotrimo funkciju v := ¢ + ly. Tvrdimo da vrijedi

/ det (Vo(x)) dx = () det (Y).
Q
Tocnije, vrijedi
det (Vv) = det (Y + Vo) = det (Y) + det (V) —adj (Y)" - V.

Drugi i tre¢i ¢lan u gornjoj jednakosti pri integriranju iS¢ezavaju zbog teorema o
divergenciji, pa tvrdnja leme u ovom slucaju slijedi. Tvrdnja leme u opéem slucaju slijedi
zbog gustoce i neprekinutosti determinante u jakoj topologiji prostora WLOO(Q, R?)

Q.E.D.
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Za neprekinutu funkciju ¢ : M, g — R mozemo definirati njenu kvazikonveksifikaci-
ju formulom

1

Qe(Y) := Q) inf {/Q Y(Vu(x))dx :u € WHO(Q;R") ju — Iy € W(l)’OO(Q; RT)} :

Vrijedi sljede¢a lema:

Lema 4. Funkcija ¢ : M,.«; — R je kvazikonveksna ako i samo ako vrijedi ¢ = Q. .

Pojam kvazikonveksifikacije ne ovisi o izboru skupa €. O tome govori sljede¢a lema
(za dokaz vidjeti [Pe97]).

Lema 5. Neka su i€ dva otvorena i ograni¢ena podskupa R?, takva da vrijedi j(09) =
wu(0QY) = 0, te neka je p : Mg — R zadana funkcija. Tada, za svaku matricu Y € M,.yq,
su infimumi

i W) dx s u € WES(Q R, — Looyy. R
it [ (v w e WH@RY 0ty e WiR @R

1
— inf{ Y(Vu(x))dx :u € WHO(QRY) u—ly € W(l)’OO(Q’; RT)} ,
(SY') o

medusobno jednaki.

Analogno se definira i pojam p—kvazikonveksnosti:

Definicija 3. Funkcija ¢ : M, g — R je p—kvazikonveksna ukoliko za svaku funkciju

u € Wé’p (Q;R") i svaku matricu Y € M, 4 vrijedi nejednakost (4). .

Slicno kao i konveksifikacija definira se i p—kvazikonveksifikacija formulom

QPp(Y) := inf {/Qw(Vu(x)) dx:ue WHP(Q;R") ,u — Iy € Wé’p(Q; RT)} :

Q)

I u ovom slucaju se moze dokazati analogon leme 5, drugim rije¢ima, p—kvazikonvek-
sifikacija ne ovisi o izboru ogranicenog i otvorenog skupa 2 iz gornje definicije.
Lako se vidi da za 1 < p < g < oo vrijede nejednakosti

QP < QU < Qp.
Sljedeca lema daje vezu izmedu kvazikonveksnosti i p—kvazikonveksnosti.

Lema 6. Neka je ¢ : M,..4 — R neprekinuta funkcija, takva da
(5) c<p(E)<CA+I[EP),

za neke pozitivne konstante ¢ i C. Tada je ¢ kvazikonveksna ako i samo ako je p—
kvazikonveksna.
Dokaz. Kako je skup €2 ogranicen, p—kvazikonveksnost ¢e ocito povlaciti kvazikonveksnost.
Preostaje pokazati obrat.

Pretpostavimo da je funkcija ¢ kvazikonveksna. Neka je Y € M, 4, te neka je
v € WhP(Q; R"), takva da je u — ly € WyP(Q; R"),

Promotrimo niz (u,) u W (Q; R") koji konvergira jako k funkciji u u WP(Q; R"),
te vrijedi u,, — ly € W(l)’OO(Q; R").
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Iz gornje ocjene slijedi
C(|VunP +1) — o(Vuy) >0,

stoga po Fatouovoj lemi slijedi
/(C’|Vu(x)]p +1) — o(Vu)x)) dx < 1iminf/(C|Vun(x)]p +1) — o(Vuy)x)) dx.
Q n Q

Stoga vrijedi

limnsup/QgO(Vun(x))dxg/Qgp(Vu(x)) dx

pa kako je ¢ kvazikonveksna vrijedi

PY) < [ plTux) dx,
odnosno funkcija ¢ je p—kvazikonveksna.
Q.E.D.

U daljnjem nec¢emo razlikovati pojmove kvazikonveksnosti i p—kvazikonveksnosti, veé¢
¢emo eksplicitno pretpostavljati (5) gdje god to bude potrebno.
Od interesa je sljedeca lema (za dokaz vidjeti [Pe97, lema 8.12]):

Lema 7. Neka je ¢ : M, «q — R U {00} odozgo poluneprekinuta funkcija. Tada vrijedi

Qy = sup{¥ : ¥ < v, je kvazikonveksna}

Na kraju ovog odjeljka definirajmo skup My formulom
My = {y € M(Myyq) 1 v = Av(dyy), u € WP RT), u—ly € WEP(Q R’”)} :

pri cemu je Y € M,.4 proizvoljna matrica. Ocito vrijedi My C (EP)’. U dokazu teorema
karakterizacije gradijentnih p—Youngovih mjera trebat ¢e nam sljedec¢a lema:

Lema 8. Skup M~ je konveksan.

Dokaz. Neka su u; € WUP(Q;R"), (i = 1,2) funkcije koje zadovoljavaju u; — ly €
Wé’p(Q;RT), te neka su v; := Av(dy,,). Uzmimo A € (0,1), te neka je D C Q regu-
laran otvoren podskup takav da je p(2) = Au(D). Promotrimo sljedeée prebrojive familije
podskupova D i Q\ D:

A={ap+eQ:a,€D, e, >0, a,+e,Q2C D, ke N},
B:={bp+pQ:br €Q\D, pp >0, bp+pQCOQ\ D, keN}.
Tada vrijedi

D={J@+aQUN, u(N)=0,
keN

Q\D = J(bp+pmQUN', uN)=0.
keN
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Youngove mjere i primjene
Definirajmo funkciju v formulom

X—ag

8]#11( = > +ly(ag), x€ay+ep),
u(x) == PEU2 (x;:k) +ly(bg), x€Dbg+ p2,
ly (x), inace .

Tada vrijedi v — ly € Wé’p(Q; R") te

Vuy <x_ak> , X Ea+ e,

Sada, za ¢ € £P, imamo

/QSO(VU(X))dx: > <€g/QSO(Vu1(X))dx+pg/QSO(VUZ(X))CZX)

k
:)\/ng(Vul(x))dx—l—(l—)\)/ng(Vug(x))dx
= (A1 + (1= N, ).

Posebno zakljuéujemo kako je u € WHP(Q; R™) i Avy + (1 — Mg € My
Q.E.D.

4. Karakterizacija gradijentnih p—Youngovih mjera

Sredisnji rezultat ovog odjeljka je sljede¢i teorem koji karakterizira gradijentne p—
Youngove mjere:

Teorem 4. Neka jev = (vx)xeq slabo— izmjeriva familija pozitivnih vjerojatnosnih mjera
koja je noSena na prostoru matrica M,.«4. Familija v je gradijentna p—Youngova mjera ako
i samo ako vrijedi: u slucaju p € (1,00)

(a) Vu(x) = erxd Edvk(E), (s.s. x €Q), za neku funkciju u € WHP(Q; R").
(b) Za svaku funkciju ¢ € EP, koja je kvazikonveksna i ogranicena odozdo, vrijedi

/ 0(B)dvg(E) > p(Vu) (ss.x€Q),
M, xa

(c) Jo Ju,, , IEP dvx(E)dx < oo
U slucaju p = oo vrijedi (a), te

(b’) Za svaku kvazikonveksnu i ogranicenu odozdo funkciju ¢ vrijedi

/ P(B)dvk(B) > ¢(Vu) (ss.x€Q),
M, «d

(¢’) Postoji K € K(M;xq), takav da je supprx C K, (s.s. x € Q).
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Zbog opseznosti 1 specifi¢nosti tehnika koje se koriste, dokaz ovog teorema proveden
je u sljedec¢a dva pododjeljka. Valja napomenuti kako, iako to nije receno u iskazu, teorem
daje dovoljne uvjete i u slucaju p = 1, iako to nije dokazom obuhvaéeno.

4.1. Dokaz nuznosti

Podsjetimo, dokazujemo sljedece

Teorem 5. Neka je (up) niz u W'P(Q;R"), p € (1,00], te neka je v Youngova mjera
pridruzena nizu gradijenata (Vuy). Za p € (1,00) tada vrijede tvrdnje (a), (b) i (c¢), dok
u slucaju p = oo vrijede tvrdnje (a), (b’) i (¢’) teorema 4. .
Prije nego sto prijedemo na dokaz gornjeg, podsjetimo na definiciju maksimalnog

operatora. Za f € LL (R?) stavimo

1
M) = sup ) /mx,r) &)l dy-

Za ¢ € C(R?) definiramo operator M* formulom
M p(x) == M(lp(x)]) + M(|Ve(x)]) .
Lako se vidi da je M*p € C(R%), te da vrijedi ocjena
(6) HM*@HLP(Rd) < C(dap)”SDHWLP(Rd) , pe(l,00].
Takoder se moze dokazati i sljedec¢a nejednakost:

C(d,p)

:U/{X < Rd : M*@(X) 2 >‘} S AP ||(’0||€N1»P(Rd) , PE [17 OO> '

Vrijedi sljedeca lema

Lema 9. Neka je ¢ € CgO(Rd), te neka je A > 0. Definirajmo skup
H .= {x e R%: M*p(x) < \}.

Tada vrijedi nejednakost

(Vx.y € B \w(ﬁ:;(y)! <o,

pri ¢emu konstanta C' ovisi samo o dimenziji prostora d. .

Lema 10. Neka je (v,) ogranicen niz u WHP(€; R"). Tada postoji niz Lipschitzovih
funkcija (uy) takav da je niz (|Vuy|P) ekviintegrabilan, te da nizovi (Vuy,) i (Vuy,) odrediju
istu Youngovu mjeru.

Dokaz. Dokaz provodimo u dva koraka.

Korak 1. Pretpostavimo da je (vy,) niz u C3°(R%), te razmotrimo niz (M*v,,). Zbog ocjene
(6) slijedi da je taj niz ogranicen i u LP(RY), te neka je p pridruzena Youngova mjera.
Razmotrimo niz rezajucih operatora (7}) iz primjera I.1. Kako je za ¢vrsti k niz (T M*vy,)
ogranicen u L®(RY), vrijedi

limlim/ | T M v, (x)|P dx = lim/ / | T(N)|P dpsc (XN)dx
k. n JRd k Jrd Jm

= [ [ AP dusnax,
R? JR
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Youngove mjere i primjene

pri ¢emu smo u rac¢unanju posljednjeg limesa koristili teorem o monotonoj konvergenciji.
Primijetimo da je funkcija g, definirana formulom

o) i= | AP dis)
R
element prostora L'(R?). Nadalje, mozemo naéi podniz, takav da vrijedi

lim/ |Tan*vn(X)]pdx:/ g(x) dx.
n Rd Rd

S druge pak strane, Youngova mjera pridruzena nizu (Ty, M*Vuy,), je takoder p (v. primjer
I.1), stoga prema lemi I1.4 zaklju¢ujemo da vrijedi

| T}, M*Vv,|P — g, slabo u LY(RY).
Definirajmo niz skupova
Ay = {x e R M*v,(x) > kn} .
Kako je niz (M*v,) ogranicen u LP(R?), slijedi da u(A,) — 0. Odaberimo niz Lips-
chitzovih funkcija (u,), takav da izvan skupova A, vrijedi u, = v,. Tada prema lemi 9
vrijedi
(VneN) |Vuy| <C(d)ky, .

Kako u(A,) — 0, to iz leme I1.3 slijedi da oba niza odreduju istu Youngovu mjeru.
Nejednakost |V, | < M*v, povlaéi ocjenu

|vun|p < C(d>p|Tan*vn|pa

pa tvrdnja leme slijedi iz ¢injenice da je desna strana gornje nejednakosti ekviintegrabilna.
Korak 2. Pretpostavimo da v, — u, u WHP(Q;R"), za neko u € W'P(Q; R"). Stovise,
zbog leme 2, mozemo pretpostaviti da je v, — u € W(l)’p (;R"). Definirajmo funkcije
wy, 1= vp — u, te ih progirimo nulom na ¢itav R?. Zbog gustoé¢e, mozemo naéi niz (1y) u
C°(; R"), takav da vrijedi

Hﬁ)n - wn‘|wl7p(Q;Rr) —> 0 .

Primijenimo prvi korak na niz (w,). Time smo dobili niz (u,), takav da je niz funkcija
(|Vu,|P) ekviintegrabilan, te da je ispunjeno

p{x € Q: Vo, (x) # Vi,(x)} — 0.

Stoga, opet koristeéi lemu I1.3, zakljuc¢ujemo kako su Youngove mjere (restrikcija) nizova
(Vwy), (V) 1 (Vi) iste. Definirajmo na koncu niz funkcija

Up = Uplo + u,

¢ime je lema dokazana.

Q.E.D.
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Prijedimo na dokaz teorema. Tvrdnja (a) je ocita posljedica reprezentacijske formule
za slabe limese uz pomo¢ Youngovih mjera.
Prema propoziciji I1.3 slijedi

/ / 2P dvk (B)dx < liminf/ o(Vu)dx < oo,
M; x4 n Q

¢ime je dokazana i tvrdnja (c). U slucéaju p = oo, tvrdnja (¢’) je trivijalno ispunjena,
jer je (uy) niz ogranicen u WH°(€Q; R"), pa stoga pripadna Youngova mjera mora imati
kompaktan nosac¢, uniformno po x € €.

Dokazimo (b). Neka je x € Q) proizvoljna tocka, te ozna¢imo v := vy, Y := Vu(x).
Prema teoremu 3, za skoro svaki x € (), postoji niz (v,) koji slabo konvergira ka ly u
WLP(Q; RT) te vrijedi uy, — ly € Wé’p(Q; R") za sve n € N. Stovise, Youngova mjera
pridruzena nizu (Vu,) je homogena mjera v.

Neka je ¢ € &P kvazikonveksna funkcija koja je ogranicena odozdo. Poteskoca je u
tome $to niz (¢(Vwuy,)) nije nizovno slabo kompaktan. Koristeéi leme 2 1 10, neka je (uy,)
niz u WHP(Q; R") koji generira Youngovu mjeru v, takav da je u, — ly € Wé’p(Q; R"), te
da je (|Vuy,|P) ekviintegrabilan. Zbog kvazikonveksnosti funkcije ¢ tada vrijedi

u@)p(Y) <lim [ o(Vudx= [ p@dn(@),

¢ime je dokazana tvrdnja (b).

Slu¢aj p = oo je ponovo jednostavniji. Neka je (v,) zadani ograni¢en niz u prostoru
W1Lo(Q; R"), te neka je ¢ kvazikonveksna, stoga i neprekinuta, funkcija. Kako je niz (Vuy,)
ogranicen u L°°(Q; M,4), (pod)niz (¢(Vuvy)) je slabo konvergentan u L1(€2), stoga vrijedi

lim /Q o(Von(x)) dx = () /M o(Z) dv(E).

S druge strane, zbog kvazikonveksnosti funkcije ¢ slijedi

(VneN) uQp(Y) < /Q (V) dx

Stoga, kombiniraju¢i prethodna dva izraza, slijedi nejednakost
o)< [ e@duE).
erd

sto je upravo tvrdnja (b’), pa je time teorem 5 u cijelosti dokazan.
Valja napomenuti kako je teorem 5 istinit i u slucaju p = 1, uz dodatnu pretpostavku
u, — u slabo u WH(Q; R"), te uz nesto izmijenjen dokaz.

4.2. Dokaz dovoljnosti

Dokazujemo sljedeci teorem:

Teorem 6. Neka jev := (vx)xeq slabo— izmjeriva familija vjerojatnosnih mjera na M, 4,
takva da vrijedi (a), (b) i (c) iz teorema 4 u slucaju p € (1,00), odnosno (a), (b’) i (c’)
u slucaju p = oo. Tada postoji niz funkcija (u,) u WP(Q; R"), takav da je niz (|Vuy,|P)

slabo konvergentan u L1 (€; M,.».q), te da (|Vuy,|) odreduje Youngovu mjeru v. .
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Dokazimo najprije gornji teorem u slu¢aju homogene Youngove mjere v.

Propozicija 1. Neka je 7 € (EP) vjerojatnosna mjera za koju vrijedi

(7) (Vo e&) Qu(Y)< /M o(Z) dr(2),

Y = / BEdr(B),
M, x4

a Qp(Y) kvazikonveksifikacija funkcije ¢ u Y. Tada je 7 homogena gradijentna p—
Youngova mjera.

pri cemu je

Dokaz. U dokazu koristimo Hahn-Banachov teorem. Neka je T linearan funkcional na
(EP) u slaboj— topologiji, koji je nenegativan na (konveksnom skupu) My. Tada postoji
Y € EP takav da vrijedi

(Vv eMy) 0= (Tv)=(ww)= |  v(E)d(E).

Posebno, za v := Av(dyy,), pri cemu je u € WHP(Q; R, u — ly € Wé’p(Q; R"), imamo

0< /Q W(Vu(x)) dx,

stoga je Q(Y) > 0. Iz (7) slijedi

0<Qu(Y) < . (&) dr(E) = (T, 7).

Stoga je 7 € Cl My, pri cemu je zatvaraC nacinjen u slaboj— topologiji. Kako je &P
separabilan, ograniceni skupovi u njgovu dualu su u slaboj— topologiji metrizabilni, pa je
konvergencija opisana nizovima. Prema tome, u svakoj ogranicanoj okolini 7 postoji niz

ur) u WHP(Q; R™), takav da je ug, — ly € WP Q;R"), te vrijedi
0

(8) (Vo € £7) Y(E) dr(E) = lim /Q (Vi () dx.

erd

Neka je v gradijentna p—Youngova mjera pridruzena nizu (Vug). Kako se (8) ne mijenja u
procesu homogenizacije, mozemo pretpostaviti da je ¥ homogena mjera. No tada slijedi

(Vo € CoMyxa)) (¢, 7) = (),

Sto ima za posljedicu 7 = v.

Q.E.D.
Lema 11. Neka je ¢ € EP takva da je ¢y > C. Tada je Qi € EP, te vrijedi Q¢ > C.
Dokaz. Pretpostavimo najprije da je C' = 0. Neka je

V(E)

PN 0 > 0.
=E—0 1+ |2]P
Ukoliko je o = 0, tada takoder trivijalno vrijedi
lim —Q¢(D) =0.

= —0l+ B[P
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Pretpostavimo stoga da je a > 0, te neka je 0 < ¢ < a. Tada postoji M., takav da je za
[E| > M-
V(&) = (a—e)[E[f + (a—¢).

S druge pak strane, za |E| < M., mozemo pisati ¥(E) > —C;, C: > 0, pa imamo
(VE € Myxa) $(E) 2 (a—e)(|E] — MZ) - C-.

—

Kako je desna strana u gornjoj nejednakosti konveksna funkcija u varijabli E, koristeé¢i
lemu PE-8.12, zakljucujemo

(VEEMua) QU(E) > (a—e)(EP - M) - C..

Konaé¢no, prijelaskom na limes slijedi

a < liminf Q?/f—(f) < liminf L:,'_) = .
E—o0 1 + |BP 7 ||l —0 1+ |EP

U slucaju C' # 0 primijenimo gornje na funkeiju ¢ := ¢ — C.
Q.E.D.

Koristeci gornju lemu mozemo dokazati sljede¢i dovoljan uvjet za homogene Youngove
mjere:

Teorem 7. Vjerojatnosna mjera 7 € (EP)" je homogena gradijentna p—Youngova mjera
ukoliko, za svaku kvazikonveksnu i ogranicenu odozdo funkciju ¢ € EP, vrijedi

© </MTXdEdT(E)> < /erd e(E)dr(8).

Dokaz. Neka je ¢ € EP. Definirajmo

Up = maX{d)’ an} = 7#X{Xesz(x)Zan} + AnX{xeQh(x)<an}

pri ¢emu je (o) niz brojeva koji zadovoljava o,, — —oo. Lako se vidi da je (¢,) niz u
&P te da monotono konvergira ka 1. Prema prethodnoj lemi, i (Q,) je niz u EP. Kako
je, za svaki n, funkcija Q, kvazikonveksna, vrijedi

QU(Y) < Qun(Y) < QYn(E) dr(E) < Un(8) dr(E) .

1\/Lr‘><d Mr><d

No tada, koriste¢i teorem o monotonoj konvergenciji imamo

Un(8) dr(E) — Y(E) dr(E),
LY P M; x4

pa tvrdnja teorema slijedi iz propozicije 1.
Q.E.D.
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Prijedimo sada na dokaz teorema 6. Dokaz provodimo o dva koraka.
Korak 1. Pretpostavimo da je funkcija u € WIP(Q; R") iz (a) i (b) jednaka nuli. Dovoljno
je naéi niz u WHP(€; R") koji zadovoljava svojstvo

hm/f ©(Vug(x dx-/§ / ©(B) dvk(B)dx ,
My x4

zasve £ € I'ip € S, pri cemu su ' i 9, slicno kao i ranije, prebrojivi gusti podskupovi
prostora L1(Q) i Co(M,wq). Zbog leme 10, niz (|Vug|P) je ekviintegrabilan.
Sada primjenjujemo lemu 1.5 za p = 0o i ¢ = 1 na funkcije u S uzimajudi
1
T = —,
Tk

te nalazimo a}:C eQ\Ni 5}; < %, takve da, za svako £ € I'i ¢ € S, vrijedi

€0t =i 3 ) | €

Mozemo pretpostaviti da a}’; ¢ N, u(N) = 0. Prema (b) i teoremu 7, Vai je homogena
gradijentna p—Youngova mjera, te postoji niz (uﬁl) , takav da
n
u’ll?L’i NN 0’

te vrijedi
VE e L™ lm Vu’“ dx = ¢, (al x) dx
(V¢ 1 /5 (x )) ( k)/ﬁ( )

Stovise, lema 2 nam omoguéuje da pretpostavimo da za svako n vrijedi uff € W(l)’p (;R").
Definirajmo niz u; formulom

i ki (x—ay i 4 iQ
uk(x) — ) Eun 3 yZa X €ap il
0 , inace,

pricemu za ¢vrste k, i biramo n = n(k, ) dovoljno velik tako da za svako (&, ¢) € Dy, vrijedi

62)d/ﬂf (a), +eky) ¢ (V%’i’i(Y)) dy — ¢v (aj,) /  E(x)dx

a}€+s}€Q k2

Ovdje smo iskoristili rastav I' x S = Uy Dy, pri cemu su Dy konacni i vrijedi Dy, C Dy 1.
Imajuéi u vidu prethodno, za svako (&, ) € T' x S vrijedi

hm/ Ex)p(Vug(x)) dx = liinz (82)d/96 (afC + 52y) ® (Vuﬁvi<y)> dy
= héﬂZ@,, (ai) / - &(x)dx

3 1
ak+5kQ

_ /Q £(x) 00 () dx.
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Korak 2. Neka je zadana familija v koja zadovoljava (a), (b) i (¢). Definiramo li familiju
Radonovih mjera © formulom

(I, ) = (v, (- = Vu(x)))

lako se vidi da v odgovara slucaju iz prvog koraka. Naime, uvijek mozemo odabrati
kvazikonveksnu funkciju iz (b) tako da vrijedi ¢(0) = 0.

Stoga postoji niz (v, ) koji generira & kao gradijentnu p—Youngovu mjeru, takav da je
niz (|Vo,|P) ekviintegrabilan. Tvrdimo da niz u,, := v, + u generira v. Ako to pokazemo,
dokazali smo teorem. .

Neka je ¢ : 2 x M,..4 — R Carathéodoryjeva funkcija, te definirajmo v formulom

U(x,8) = Y(x, B+ Vu(x)).

Funkcija U je ocito takoder Carathéodoryjeva, te vrijedi

1iTIL11/g;77/}(X, Vun(x))dX:lagLn/sz(x, Voup(x)) dx

:/Q/sz;(x,awx(a)dx
:/Q/Mwmx,a—vu(x))dyx(s)dx

:/Q/er(lzp(x,a)dyx(E)dx

Zbog proizvoljnosti funkcije ¢ slijedi da je Youngova mjera pridruzena nizu (Vu,) upravo
V.

U slucaju p = oo dokaz je u osnovi slican, no zahtijeva dodatne tehnikalije pa je stoga
ovdje ispusten.
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IV. Kompaktnost kompenzacijom



Youngove mjere i primjene

1. Uvod

Kompaktnost kompenzacijom je metoda koja omogucuje da u odredenim slucajevima
prelazimo na limes u bilinearnim velicinama samo uz pretpostavku slabe konvergencije.
Kompenzacija je u tome §to, iako promatrani nizovi konvergiraju slabo, njihov produkt
(u slucaju div—rot leme), odnosno neka druga bilinearna kombinacija konvergira slabo k
odgovarajuc¢em produktu slabih limesa.

Teoriju kompenzirane kompaktnosti razvili su F. Murat i L. Tartar i prvi rezultat
tog tipa je div-rot lema koju su dokazali 1974. godine tijekom njihovih nastojanja da
ujedine sve slucajeve u kojima se H-limesi (v. odjeljak V.III) mogu eksplicitno izrac¢unati.
Zanimljivo je da je nazivu kompenzirana kompaktnost kumovao J. L. Lions 1976. godine.

Teorem 1. (div-rot lema) Neka je Q C R ogranicen i otvoren skup, te neka su (D")
i (E™) ograniceni nizovi u L?(Q; R?) takvi da je ispunjeno

(a) (divD") lezi u pretkompaktnom skupu u H=(Q)

(b) (rotE™) lezi u pretkompaktnom skupu u H=1(Q; R%).

Neka, nadalje, vrijede konvergencije

D" D,
E' ~E,

u L2(Q; R?). Tada slijedi
D"-E" —D-E

slabo— u smislu Radonovih mjera. .

Bududi da je ovaj rezultat jednostavna posljedica iduceg teorema (v. primjer 1), dokaz
ovdje ispustamo. U sljede¢em poglavlju dokazan je slican rezultat u slucaju derivacija
drugog reda (v. lema V.5).

2. Teorem kompenzirane kompaktnosti

Sredisnji rezultat ovog odjeljka je kvadratiéni teorem kompenzirane kompaktnosti,
kojemu je div—rot lema jednostavna posljedica. U daljnjem Al ..., A% su realne matrice
tipa m X r. Definirajmo skupove

d
V= {(A,g) eR" x §¢° 1. (ZA’“&) )\:O} :

k=1
d
A= {A eR: (35 € Sd—1> (ZA’fgk> A= o} .
k=1

Teorem 2. Neka je QO C R% otvoren ogranicen skup, te neka je Q kvadratiéna forma na
R" za koju vrijedi
(VA eA) QA)>0.

Ukoliko vrijedi
u, — u slabo u L2 (Q;R"),
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te ukoliko je
d
k=1

sadrzano u (jako) pretkompaktnom skupu u H=1(2), onda za svaki podniz postoji Rado-
nova mjera v € M(Q), tako da

Qou,, — v slabox u M(Q).

Nadalje, vrijedi nejednakost
v>Qou naf
u smislu Radonovih mjera.

Dokaz. Odaberimo test funkciju ¢ € CL(Q2) te definirajmo niz

Ukoliko pokazemo da vrijedi

(1) lim inf Q(vn(x))dx >0,
n Rd

teorem ce slijediti.
Doista, neka je B simetri¢na bilinearna forma na R" pridruzena (). Vrijedi

Q(va(x)) dx = / 0% (x)(Q(un(x)) = 2B (un (%), u(x)) + Qu(x))) dx
Rd Rd

pa je desna strana, po pretpostavljenom, nenegativna, Sto je upravo tvrdnja teorema.
Funkcije v, su definirane na R? i zadovoljavaju

supp v, C supp ¢,
vp — 0 slabo u L?(R% R"),
(2) d
ZAkﬁkvn — 0 jakou Hfl(Rd; R™).
k=1

Uzimanjem Fourierove transformacije te koristenjem Plancherelovog teorema, (2)2 i (2)3
prelazi u
Fv, — 0 slabo u L*(Q;R"),
d
1
—— Y A& Fv, — 0 jako u L*(R%GR™).
k=1
Prema tome, nejednakost (1) je ekvivalentna s
3) liminf [ Q(Fva(€))de >0,
n Rd

pri ¢emu je () proSirena do Hermitske forme na C”.
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Kako je niz (v,) omeden u u LY(Q; R"), to je (Fv,) omeden i u prostoru L>°(R%; R"),
te
Fvn (&) — 0

skoro svuda. Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo
Fvn(§) — 0 jakou

Da bismo pokazali (3) rastavimo integral na dva integrala: po jedini¢noj kugli u RY i
njenom komplementu. Integral po kugli ocito tezi k nuli, zbog konvergencije u L120C (R4, CN).
Za ocjenu integrala po komplementu iskoristimo sljedece:

(Ve>0)(3C >0)(Ywe C)(¥ne st

@ o oS |
ReQ(w) > —elw? — '3 AFmyw
k=1 2
Uvrstavanjem
w:i=Fv,(§) i n —é,
13
te uocavajuéi da vrijedi
€] 1
> - 7za >1,
e =2 *

zakljucujemo da

n

lim inf / Re Q(Fv,(€))dé > —eM?,
K(0,1)c

pri cemu je M gornja ograda za HVnHL?(Q;RT)- Prijelaskom na limes pri ¢ — 0 dobivamo
tvrdnju (3), odnosno (1).
Preostaje jos pokazati (4). U suprotnom

(Jeo > 0) (Vn € N) (3w, € C" x C") (an" c sd—1>

2
d
ReQ(w,) < —eo|wp|*> = C ZAkn};‘wn
k=1 2
Zbog homogenosti mozemo uzeti da je |w,| = 1. Zbog omedenosti forme @) tada nuzno

slijedi
d
> Afw,g — 0.
k=1

Kako su wy, i 1, ograniceni nizovi, to postoji gomiliSte wg 1 19 za koje vrijedi

d
> Afwogl =0,
k=1

pa je ReQ(wp) < —eg. Medutim, gornje povlaci da je wg = A+iA, odakle zabog Q(A) > 0
slijedi
ReQ(A+iA) >0,
sto je u kontradikciji s pretpostavkom.
Q.E.D.
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Korolar 1. Neka je () realna kvadraticna forma na R" takva da je Q(A) = {0}. Ako
vrijedi
up, — u slabo u L2 (Q;R"),

te ukoliko je
d
> Aoy
k=1
sadrzano u (jako) pretkompaktnom skupu u H=1(2), onda je ispunjeno

QounéQoua

slabo— u smislu Radonovih mjera.

Dokaz. Primjenom teorema 2 na —(@) i @ slijedi rezultat.
Q.E.D.

Primjer 1. Uzmemo li r :=2d, uy := Fx 1 ugy := Dy, zak=1,...,d, slijedi
A={(E,D)ecR‘xRY:E-D =0},

stoga kvadratna forma Q(u) := E - D zadovoljava pretpostavke korolara, dok je zakljucak

u stvari div-rot lema. .

3. Primjena Youngovih mjera na skalarne zakone sacuvanja

Sredisnji rezultat koji dokazujemo u ovom odjeljku je sljedeéi teorem.

Teorem 3. Neka je ug € WH™°(R). Tada Cauchyjeva zadaca

{ Owu+ Oy f(u) =0
u(0, ) = up

(Z)

ima slabo rjesenje u € LS (CI€2). .

U dokazu ovog teorema koristit ¢emo metodu iSc¢ezavajuce viskoznosti. Naime, nacinit
¢emo parabolicku aproksimaciju polazne zadace:

-1
(Zn) { Ogup + awf(un) = nax;run

un(0,-) = ug.

Za ovu je pak zadacéu poznat klasican rezultat egzistencije (v. [Ol]). Zeljeli bismo pri-
jeci na limes pri n — oo, te na taj nacin dobiti rjesenje zadace (Z). Jedini problematican
¢lan u gornjoj jednadzbi je nelinearna kompozicija f owu, i tu Youngove mjere ulaze u igru.
Dokazimo jednostavnu lemu koja ¢e nam biti potrebna.

Lema 1. Neka je (u"), niz u L°(Q) takav da u, —— u. Tada w, — u jako u LP(Q) za
p < 00, ako i samo ako je vy = dy(y).-
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. . .. - *
Dokaz. Dokazimo najprije nuznost. Iz w, —— u u L%(f)) prema osnovnom teoremu

o Youngovim mjerama slijedi da postoji podniz (u"*); i familija vjerojatnostnih mjera
(V) zeq takva da

OkLu: A) dvz(A),
Fout == fu = [ FO)dn()

za svaku neprekinutu funkciju f : R — R. Buduéi da v — u u LP(Q2), to postoji podniz
(u"); takav da v — u(ss.x € Q), pai fou™ — fou (ss. x € Q). Prijelaskom na

zajednicki podniz dobivamo
fou= / fdv.,
Q
odnosno v = J,.

Dokazimo obrat. Jednakost v = ¢, povlaci da za svaki p € (1, 00) imamo
(u™)P _* (u)P

i u" —— u. Buduéi da je Q skup konacne mjere, (u”) je sadrzan u LP(Q) i omeden u
njemu. Dakle, zbog refleksivnosti prostora LP(2), (u") ima slabo konvergentan podniz u
LP(Q), a iz jedintvenosti limesa slijedi da slabo konvegira k u. No, uzmemo li za f = |- |?,
imajudéi u vidu da je na skupu omedene mjere konstanta 1 integrabilna funkcija, dobivamo

| eorax— [ o ix.

odnosno i norme konvergiraju, sto povla¢i da u"™ — u u LP(Q).
Q.E.D.
3.1. Uvjet entropije

U ovom odjeljku dokazujemo sljedeci teorem.

Teorem 4. Neka je Q C R? ogranicen i otvoren skup, te f € C'(R). Nadalje, ncka je
(up) niz funkcija u L*>°(Q) takav da vrijedi

Up —— u,
te neka za svaku konveksnu funkciju ® : R — R vrijedi da su
(E) Oy(P o up) + 0x(Y ouy)
sadrzani u kompaktnom skupu u H=1(Q2), pri écemu Y zadovoljava Y' = f'®'. Tada vrijedi

() foun —— fou uL®(Q)

(6) floup——=fou ulP(Q),

za svaki p < 0o.Ukoliko f ni na kojem intervalu nije afina, onda Stovise vrijedi i
(7) up——u  u LP(Q),

za svaki p < 00.
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Funkciju & iz iskaza teorema zovemo entropija, dok Y nazivamo tokom entropije.

Dokaz.  Teorem dokazujemo u dva koraka.
Korak 1: Dokazujemo (5). Odaberimo ¢vrstu konveksnu funkciju ®, te uvedimo oznake

up = ivy, =
u L>®(Q; R?). Postoje podnizovi takvi da

* —v . * w

i promatrajmo nizove

u L*°(Q). Prema uvjetu entropije (E) slijedi
divv,, = dywy, + 02
lezi u kompaktnom podskupu H™1(€2), a uzmemo li za ® funkciju ®(z) = z isto slijedi i za
rot u, = Oy, + Opvy, .
Primjenom div—rot leme zakljucujemo da vrijedi jednakost
UnZn — UplWy —— UZ — VW

u smislu distribucija. S druge pak strane produkt uy, - v, je ogranic¢en niz u L*°(€2) pa ima
slabo * konvergentan podniz, odakle zbog jedinstvenosti limesa slijedi

odnosno
(8) w,Y (un) — f(tn)®(un) —— uz — vw.

Primjenom osnovnog teorema o Youngovim mjerama skoro svuda imamo

u(t,x) = (Vpa, IR)

v(t,z) = (Ve [)
9) w(t,z) = Vg, D)

2(t,x) = (e, Y) .

Uz gornji zapis zaklju¢ujemo da za svaku konveksnu funkciju @ i Y takvu da je Y/ = f'®’
vrijedi
(10) <Vt,3,’7 1RY - fCI)> = <Vt,;r7 1R> <Vt,x, Y> - <7/t,m7 f><Vt,xa (I)> .

Ovo se ¢esto naziva Murat—Tartarova jednakost za entropije. Odaberimo ¢vrst par (¢, z),
te ovog puta uzmino posebnu konveksnu funkciju ®(\) := |\ — u|. Sada, za opéenitu f
imamo da je

69



Youngove mjere i primjene
Uvrstavanjem u (10) slijedi
(v = f(u){w, A —uf) =0,
odakle zaklju¢ujemo da je
v=f(u) ili (v, |\—ul|)=0.

Druga moguénost vodi na v = §,, odnosno ponovo na v = f(u), ¢ime je dokazano (5).

Korak 2. Dokazujemo da je nosa¢ mjere v, sadrzan u intervalu na kojem je f afina.
Radi jednostavnosti ra¢unanja, pretpostavimo da u tocki (¢, x) vrijedi

u(t,z) = f(u(t,z)) =0.
Tada (10) prelazi u
(i, 1Y — f®) =0,

za svaku konveksnu funkciju ®. Koristeéi (9) mozemo zapisati

<I/, 1R> =0
(v, f)y=0.

Odaberimo « i 8 tako da je conv(suppv) = [, 5]. Tada (11); povlaci da je o < 0 < 5.
Ukoliko bi jedna od vrijednosti « ili § bila jednaka nuli, tada bi i druga vrijednost bila
nula. To bi povlacilo da je v = 4, Sto je trivijalan slucaj, stoga pretpostavljamo da je
a < 0 < . Definirajmo pomo¢ne funkcije g i A formulama:

(11)

A
4(N) = / £du(e)
(12) 0

A
h(\) = / £(6) du(e)

i prosirimo ih nulom izvan |« B]. Prosirenjem dobivamo neprekinutu funkciju, zbog odabira
intervala i (11). Takoder iz (11) i definicije ¢g vidimo da je za A € («, 5) ispunjeno

g(A) <0.
Iz (12) vidimo i da je
") = A
(13) g/( ) = Av
WA = f(Av,
pa slijedi
<g/7Y> - <h/> CI>> =0,

odnosno

—(g,Y"y + (h,®') = 0.
Uvrstimo 1i Y = f’®" dobivamo:

(—gf'+1,®)=0.
To vrijedi za svaku konveksnu funkciju ¢, odnosno
(—gf' +h,p)=0
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vrijedi za svaku rastucu funkciju ¢. Stoga zakljucujemo da to vrijedi i za razliku neopada-
juéih funkcija, i dalje, za sve glatke funkcije ¢. Tako smo dobili da je

(14) h(A) = f'(N)g(N) =0,
a (13) daje da vrijedi jednakost
fNG(A) = AR (A) = 0.

Jedno i drugo povlaci
(f(Ng(A) — k(X)) =0,

sto zajedno s ¢injenicom da je g = h = 0 izvan [«, 5] daje

FN)g(A) = h(A) =0,

Posljednje, zajedno s (14) i ¢injenicom da je g < 0 na {«, 8) daje f(A) —Af'(A) = 0, odakle
slijedi da na istom intervalu vrijedi

fA) = e,

pa je tvrdnja (6) trivijalno ispunjena.
Ako nema intervala na kojem je f afina onda je suppr C {a}, pa tvrdnja slijedi iz

Leme 1.
Q.E.D.

3.2. Dokaz osnovnog teorema

Promotrimo parabolicku aproksimaciju Cauchyjeve zadace

{ Opun + amf(“n) = %axxun
u(0,-) = ug .

Standardni rezultat za parabolicku jednadzbu gornjeg tipa [Ol] je egzistencija klasi¢nog
rjeSenja u, takvog da za svaki ograniceni skup 2 C Ra' x R vrijedi da su u, i %(%un
ograniceni u L>°(€2).

Zbog ogranic¢enosti postoji slabo * konvergentan podniz. Oznac¢imo takav podniz na
isti nacin wu,, LN

Cilj nam je pokazati da je tada gomiliste u trazeno slabo rjesenje. Dovoljno je pokazati
da vrijedi (E), jer tada tvrdnja izlazi iz teorema 4.

Neka je @ : R — R konveksna funkcije, a funkcija Y takva da vrijedi Y/ = f/'@’.
Rac¢unamo:

O (P o up) + 0p(Y ouy) = (O 0 up)dpupy + 0 (Y 0 uy)0puy,
((I)/ 0 ) (Opun + Oz (f 0 up))
( )

! 1
P O Un ﬁaxzun

= %&m((b o Up) — %((I)" 0 1y ) (Dptin)? .

Uocimo najprije da je 0y(® o uy) + 0,(Y o uy) sadrzano u ograni¢enom podskupu prostora

W-Loo ().
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Nadalje tvrdimo da je 20,,(® o u,) sadrzano u kompaktnom skupu u H71(£2). Do-
voljno je vidjeti da ||+ 0 (® o up)|g-1 — 0 kad n — co. Dakle,

H%GM(CI) o Up)|lg-1 = sup / %&m(q) o uy ) dtdz
peH}(Q) 1/Q
lellg1 <1

= sup /%(’%(@oun)@x@dtdx
Q

peHj(Q)
<V 0wl |/ 3000

</ic

Pomnozimo li parabolicku aproksimaciju diferencijalne jednadzbe s u,, i integriramo

sup  [|0z12
L2 peHj(Q)

po €2, kra¢i racun daje ogranicenost niza \/%axun u prostoru L2(€2), stoga imamo gornju
jednoliku ocjenu.

Tvrdimo, k tome, i da su (9" o u,) sadrzani u ograni¢enom skupu u M(). Ovo je
ocito zbog konveksnosti od ¢ i ¢injenice da je %((‘)pgun)2 L! funkcija.

Tvrdnja teorema sada slijedi iz
Lema 2. (Murat) Neka je (¢g") niz koji je sadrzan u (A+ B)NC, gdje je: A kompaktan
u HY(Q), B ograniéen u M(Q2) i C ogranicen u W~1°°(Q).

Tada je (g") sadrzan u kompaktnom podskupu H=1(Q).

Dokaz. Promotrimo Dirichletovu zadac¢u

(15)

Za p > d(= 2) kompaktnost ulaganja Wé’p(Q) — Co(2) (v. [Br, teorem IX.16])
povlaci da je ulaganje M(Q) — W=14(Q) za ¢ < % < 2 takoder kompaktno.
Po pretpostavci ¢" mozemo zapisati na sljede¢i nacin

9" =91+ 93,
pri ¢emu je g € Ai g € B. Neka su v} i v2 rjesenja rubne zadade (15) s g7, odnosno
g5, na desnoj strani. Zbog linearnosti slijedi da za rjesenje zadace vrijedi v, = vl 402, pri
¢emu je, zbog elipticke regularnosti (v. [GT]):

v} sadrzan u kompaktnom podskupu W(l)’z(Q) =H{(Q)

v2 sadrzan u kompaktnom podskupu W(l)’q(Q)

Buduéi da je takoder g" € W~1°(Q), to zakljucujemo da je i v, sadrzano u ograni-
¢enom podskupu Wé’r(Q) za T < 00. Intepolacijom (v. [RS]) za 2 — r zaklju¢ujemo da je
vy, sadrzan u kompaktnom podskupu Hj(€), §to povlaci i da je g" sadrzan u kompaktnom
podskupu H™1(0Q).

Q.E.D.
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1. Nepostizanje ekstrema u varijacijskom racunu

Temelna zadaca varijacijskog racuna jest medu svim funkcijama iz danog Banachovog
prostora, koje zadovoljavaju dani rubni uvjet, nac¢i one koje minimiziraju zadani funkcional.
Preciznije, na¢i u € E tako da je ispunjeno

I(u) =inf{I(u) : u € E',u = up na Q},

pri ¢cemu je funkcional I zadan formulom
I(u) := / f(x,u(x), Vu(x)) dx .
Q

Ovdje je Q C R otvoren skup, u : Q@ — R", Vu € M, 4 (prostor svih realnih d x r
matrica), f: Q x R" X M,y — R neprekinuta (odnosno Carathéodoryjeva) funkcija, ug
je dana funkcija a £ Banachov prostor.

Definicija 1. Funkcional je I (nizovno) slabo poluneprekinut odozdo ukoliko za svaki
niz (uy,), takav da u, — u slabo u F, vrijedi

lim inf 7 (uy,) > I(u).

"
Analogno se drfinira i (nizovna) slaba— poluneprekinutost odozdo.

Svojstvo slabe poluneprekinutosti odozdo je jedno od fundamentalnih svojstava ko-
je osigurava postojanje rjesenja varijacijske zadace. Klasican rezultat je sljedeci teorem

(v. [Dal)

Teorem 1. Neka je F refleksivan Banachov prostor te neka je funkcional I : E — R
slabo poluneprekinut odozdo. Ukoliko je I koercitivan, to jest, ukoliko vrijedi
I(u)

lim —~— >a >0,
lull g [|ull g

tada zadaca
inf{/(u) : v € E}
ima barem jedno rjesenje. .

Pokazuje se da je u skalarnom slucaju (d = 1 ili r = 1) konveksnost integranda f
dovoljan uvjet za postizanje slabe poluneprekinutosti odozda funkcionala I. U vektorskom
slucaju (d,r > 1), pravi uvjet je kvazikonveksnost.

U slucaju nekonveksnog integranda, stoga, promatrana varijacijska zada¢a nema rje-
Senja i u tom slucaju provodimo relaksaciju zadace. Zadatak ovog poglavlja je pokazati
kako se Youngove mjere koriste u razmatranju dvaju temeljnih pitanja varijacijskog racuna:
slabe poluneprekinutosti odozdo promatranog funkcionala i relaksacije.

Zapocnimo razmatranja jednostavnim primjerom varijacijske zadace koja ne dopusta
rjeSenje u klasi¢nom smislu, ve¢ je minimizator dan Youngovom mjerom.

Primjer 1. Promotrimo funkcional
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na prostoru Wé’4((0, 1)). Tada vrijedi inf I(u) = 0, medutim ne postoji u € Wé’4(<0, 1))
takva da je I(u) = 0.

Doista, neka je u € \7\7(1]’4(<07 1)) takva da je I(u) = 0. Tada imamo (u2—1)2+u? = 0,
odakle slijedi u2 = 1 i u = 0, §to je nemoguée. Pokazimo da je inf I(u) = 0. Definirajmo
funkciju ug : [0,1] — R kao

l—z, z€]|

i prosirimo je po periodic¢nosti na cijeli R s osnovnim periodom 7' = 1. Za n € N stavimo

1
u"(z) = 4—nu0(4”a:) .
Tada funkcija «™ ima period 4% i vrijedi
n 1
(1) I(u")<2— —0, kadn-—o0.

47’L
Ocito postoji K > 0 sa svojstvom ||u”HL4(071) < K. Stoga je neki njegov podniz slabo kon-
vergentan u L*((0,1)), pa primjenom osnovnog teorema o Youngovim mjerama zakljucuje-
mo da postoji podniz (ozna¢imo ga ponovo s (u")), i postoji familija vjerojatnosnih mjera
v = (Vz)ge(o,1y takva da I(u") — (vz,v).

Lako se vidi da funkcije " imaju derivaciju 1 ili —1 svuda osim u tockama skupa
{# :m € N}. Stoga (ul})2 — £1  (ss z € [0,1]), odakle slijedi

1
(@ = 02— 0= suppw, € {1.-1).
0

a jedine takve mjere su oblika A(x)d_1+ (1 —A(x))d1, gdje je A proizvoljna funkcija. Znamo
da vrijedi

o(z) = (v, id) = / rdva(7) = A(@)(—1) + (1 — A@))(1) = 1 — 2A(x)

R

S druge strane, teorem o Youngovim mjerama daje

u"(z) = /01; W ()T — /OxU(T)dT ~0

ako uvazimo relaciju (1), sto dalje povlaci

0=1-Aa)=A=Aa) =5

Budué¢i da svaki minimizirajué¢i niz generira Youngovu mjeru, to je v, = %(5,1 + %51, i

tvrdnja je dokazana. .

Dakle, optimalna funkcija koja rjesava zadacu iz prethodnog rprimjera je Radonova
mjera %(51 +0_1) koja poprima vrijednost +1 s vjerojatnoséu %, —1 s vjerojatnoséu %, dok
su joj derivacije +1.

Zanimljivo je napomenuti da su funkcije u™ sumandi reda funkcija > o u™(x), koji
na R konvergira ka Van der Waerdenovoj funkciji, koja je primjer funkcije neprekinute u
svakoj tocki, ali koja nema derivaciju nigdje na R.
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Primjer 2. Nekaje Q:=1[0,L] x [0,1] i J: Wé’4(Q) — R funkcional definiran s
J(u) := /(ui + (ul = 1)%) dady .
Q

Tada je ponovo inf J(u) = 0, ali ne postoji ug € W(l)’4(Q) takav da je J(ug) = 0. .

Sljedece dvije leme ilustriraju prednosti Youngovih mjera. Na primjer, moguénost
dobivanja rezultata poluneprekinutosti odozdo ne samo za integrande oblika [ f(Vu(x))dx
vel 1 za integrande oblika [ f(x,u(x), Vu(x)) dx.

Lema 1. Neka je Q C R? izmjeriv skup kona¢ne mjere i neka niz uy, : Q@ — R” generira
Youngovu mjeru (vx)4cq, te neka vrijede pretpostavke teorema II.1. Neka je f : QxR —
R" Carathéodoryjeva funkcija i neka je (f~(-,uy) slabo predkompaktan u L'(Q). Tada
vrijedi

liminf/gf(x,uk(x))dXE/Q - f(x,A) dvx(N)dx .

k—so00

Ako je, stovise, niz funkcija x + | f|(x, uy(x)) slabo predkompaktan u L'(Q), tada vrijedi

Ferug) —2 D,

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je f > 0. Pretpostavimo da takoder vrijedi
(FR>0) f(x,A\)=0 (ss.x€Q).

Prema Scorza-Dragonijevom teoremu (inacica Luzinovog teorema) postoji rastuci niz kom-
paktnih skupova Q; takvih da vrijedi Q; C Q, p(Q\Q;) — 01 fxq;xrr —> R je
neprekinuta. Definirajmo funkcije F' : @ — Co(R") s Fj(x) := xq,(x)f(x,). 1z dokaza
teorema II.1 znamo da vrijedi

*
Oy, ——V

te je stoga, zbog nenegativnosti funkcije f,

liminf/gf(x, up(x))dx > lim QXQj (x) f(x,up(x)) dx

k—>00 k—c0

= lim /<5uk(x)aFj(X)> dx
Q

k—o0

= /(Vx,Fj(x)> dx = / f(x,A) dvx(N)dx .
Q Q; JRr
odnosno, primjenom teorema o monotonoj konvergenciji,

lim inf /Q %, up(x)) dx > /Q [ x AN dx.

k—o0

Neka je (1;) monoton niz C2°(R") koji po tockama konvergira k 1. Za proizvoljnu funkciju
f = 0 definiramo niz f; := fr;. Tada po pokazanom, primjenom teorema o monotonoj
konvergenciji i na niz f; vrijedi tvrdnja teorema. Isti argumenti daju tvrdnju i za funkciju
f koja je ogranicena odozdo. Za opcenite f i M > 0 definirajmo

hi(x) == f(x,ug(x)) = by (x) = hy (x),  far(x) == max(f(x, ), —M).
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Tada slijedi

(Ve>0)(3M >0) sup/ hy (x)dx < e .
keN Jhy =M

S druge strane, uvrstavanjem se lako provjeri da vrijedi
max(hyl (x) =y (x), =M) < by (%) = by (%), - <y (%)

odnosno
o (% g, (%)) = hy (%)X - < (%) < F (% uk (%) -

Sada je

lim inf/ f(x,ug(x)) dx > lim inf/ far(x,ug(x)) dx — sup/ hy (x) dx
0 Q hy =M

k—>00 k—>00 LeN

> lim inf/ f(x, ug(x))dx — €
Q

k—00

> / Far (%, N (N)dx —
QJRr

pa tvrdnja slijedi zbog proizvoljnosti £ > 0.
Q.E.D.

Neka je sada f : Q x R" x M,4 — R nenegativna Carathéodoryjeva funkcija.
Upravo pokazan rezultat mozemo primijeniti na problem karakterizacije takvih funkcija f
za koje je preslikavanje I : WHP(€; R") definirano s

I(u) ::/Qf(x,u(x),Vu(x))dx

nizovno slabo poluneprekinuto odozdo.
Zaista, ako definiramo niz funkcija v; := Vuj, pri cemu

uj — u slabo u WHP(Q; R"),

prijelaskom na podniz slijedi u; — u skoro svuda na 2. Stoga vrijedi

lin%inf/gf(x, u;j(x), Vuj(x)) dx > /Q/Rdmexn f(x,u; A) dy(x) (1) @ dvg(X) dx
:/Qf(x,u(x),)\)dyx()\)dx.

Dakle dokaz slabe poluneprekinutosti funkcionala I svodi se na provjeru nejednakosti
| s do(A) > o(Vul) = gl(oxid).
rxd

uz g(A) := f(x,u(x),A), pri ¢emu su prva i druga varijabla ¢vrste.
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2. Varijacijska zadaca vezana uz model crno—bijelog tiska

Promotrimo klasu izmjerivih funkcija & na ograni¢enom otvorenom skupu 2 C R% s
vrijednostima u segmentu [0, 1]. Zanima nas aproksimacija dane funkcije u € U funkcijama
v iz klase:

={veld v(x)e{0,1} (ssxeQ)},

u smislu minimizacije funkcionala (ovdje u, kao i ranije, oznacava Lebesgueovu mjeru na

RY)

! 1
@ = [ o0 [ aa Lot )] axar

pri ¢emu je g : [0,1] — R ogranic¢ena funkcija koja zadovoljava

(3) (Vre(0,1]) ¢g(r)>0.

Ova je varijacijska zadaca usko vezana uz crno—bijeli tisak na digitalnim printerima.
Naime, zamislimo li da €2 predstavlja pravokutnik na papiru, na kojemu printamo sliku,
te neka je A € [0, 1] ton u skali sivog, tako da 0 odgovara ¢istoj bijeloj boji, a 1 to crnoj.
U ovom ¢e modelu polazna slika biti predstavljena funkcijom u € U, koju zelimo sto pre-
ciznije prikazati crnim mrljama tinte ili bijelim prazninama na papiru, dakle, aproksimirati
funkcijom v € V. Najdublji integral u (2) predstavlja lokalno srednje odstupanje v od w.
Ovu je zadacu predlozio Ball u [BJ94].

Preciznije, proucavamo minimizacijsku zadac¢u za J na V. RjeSenje ove zadac¢e dano
je sljededim teoremom (v. [AB97]):

Teorem 2. Uz gornje oznake vrijede sljedece tvrdnje:
(a) inf{J(v) :v eV} =0.

(b) Svaki minimizirajuci niz funkcionala J odreduje jedinstvenu Youngovu mjeru
vx = (1 —u(x))dp + u(x)d s.s. x € Q.

(¢) Minimum se postize ako i samo ako vrijedi u € V. .

Tvrdnja (c) implicira da se za v € U \ V minimum ne postize u V. Naime, svaki mini-
mizacijski niz odreduje mikrostrukturu: u nastojanju da zadovolji zahtjev na o poprimanju
vrijednosti u skupu {0, 1}, funkcije sve brze fluktuiraju izmedu mikroskopskih podrucja. S
druge strane, ova zadaca ima jedinstveno rjesenje u Sirem smislu. To je upravo Youngova

mjera v.

2.1. Dokaz tvrdnji (b) i (c)
Uz pretpostavku da vrijedi (a), dokazat ¢emo najprije tvrdnje (c) i (b). Za danu
funkciju w € L>(Q), definiramo preslikavanje F, : Q x (0,1] — R formulom

1
<4) Fw(x, T) . fK(x,T)ﬂQ w(Y) Iy = U(K(Xv T) N Q) /K(X,T)OQ w(Y) -

Funkcija F, zadovoljava sljedec¢e svojstvo neprekinutosti:

78



Varijacijske zadace i poluneprekinutost
Lema 2. Za svaku funkciju w € L>({2) preslikavanje Iy, je neprekinuto na €2 x (0, 1].
Stovise, vrijedi
lim F,(x,r) =w(x) (ssx€).
r—0

Dokaz. Za (x,r) 1 (x/,7') iz Q x (0, 1] promotrimo razliku

FuxM—Fufw@—f wwww—f’ wly) dy
K(x,r)NQ K(x/,r")NQ

1
- M<K<X’ T> A Q) </K(X,T)ﬁQ w(y> 5 - A(x’,r’)ﬂﬂ w(y) dy)
1

i (M(K(x NN pKE, ) ﬂQ)) /K(mew(y') dy .

Uzmemo li apsolutnu vrijednost u gornjoj jednakosti, slijedi

x. 1) — < 7 [|wl] g0 (A) w B p(K( ) NQ)
5 Bl ) = B 1) < 2 R + e |1 mwxmmaw
2]l (A)

— uK(xr)nQ)

pri ¢emu A oznacava simetricnu razliku skupova K(x,r) N Q i K(x/,7') N1 Q. Buduéi da
p(A) tezi k nuli kako se (x/, ') priblizava (x,r), slijedi neprekinutost preslikavanja F,.
Uoc¢imo li da za dovoljno malen polumjer r vrijedi K(x,r) C €, druga je tvrdn-
ja leme zapravo reformulacija Lebesgue—Besicovitchevog teorema o diferenciranju (vidjeti
npr. Evans & Gariepi [EG, teorem 1.7.1]).
Q.E.D.

Napomena 1. Zapravo vrijedi i viSe: Za svako rg > 0 funkcija F}, je u stvari uniformno
neprekinuta na €2 x [rg, 1]. Ta ¢injenica je jednostavna posljedica leme 4 (vidjeti odjeljak

3). "

Dokazimo najprije tvrdnju (¢). Za w € V, minimum o¢ito mozemo postiéi tako da
uzmemo v := u. Cilj je dokazati obrat.

Buduéi da je minimum funkcionala J jednak nuli (Sto ¢e biti dokazano u daljnjem tek-
stu), pretpostavimo da vrijedi J(v) = 0. Stoga pretpostavka (3), zajedno s neprekinutoséu
preslikavanja F),_,,, vodi na zakljucak

(VxeQ)(Vre(0,1]) Fy_u(x,7)=0.
Iskoristimo li drugi dio Leme 2, slijedi

0= lim F,_,(x,7) =v(x) —u(x) (ssx€Q).

r—0

Stoga vrijedi v = u skoro svuda na (), prema tome, ukoliko se minimum postize za neku
funkciju v € V, « nuzno mora biti u danoj klasi V, ¢ime je dokazana tvrdnja (c).

Neka je v := (vx)xeq Youngova mjera pridruzena minimizirajuéem nizu (vy,). Prema
teoremu II.1, postoji podniz (v, ), takav da

*

(6) (VfeC(0,1])) foun, — fu.
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k P .
Posebno, v,, — v, pri ¢cemu je

1
(7) v(x) ::/0 Advk(N) (ssx € Q).

Buduéi da je (vy) niz u V, za svaku funkciju f in C.([0,1]) konvergencija u (6) povlaci
(vx, ) =0 (ss x € Q). Odatle slijedi da supprx C {0, 1} s.s. x € Q. Odatle zaklju¢ujemo
da je Youngova mjera v oblika

vx = (1 —w(x))dp + w(x)01 (ss x € Q) ,

za neku funkciju w € L*(Q) . Kako je J(v) = 0, a dokazali smo da za takav v vrijedi v = u
skoro svuda na €, iz (7) slijedi zeljena formula za Youngovu mjeru v, ¢ime smo dokazali
tvrdnju (b).

2.2. Konstrukcija minimizacijskog niza

Konstruirajmo najprije niz funkcija v, € V, koje su na sve manjim kockama jednake
srednjoj vrijednosti funkcije u. Da bismo to postigli, na¢inimo dekompoziciju skupa €2 na
prebrojivu disjunktnu uniju kocaka, po uzoru na Rudina [R].

Zaaec RYir >0 skup

Qa,r):={xeR%:d' <2l <d'+r1<i<d}

¢emo zvati kocka s vrhom u a. Za svaki n € N neka je P, skup svih tocaka iz R ¢ije
su koordinate cjelobrojni visekratnici 27". Oznac¢imo s Q, familiju svih 27" kocaka s
vrhovima u tockama iz Py, te s Q uniju svih Q,,. Vrijedi sljedeca lema (id., p. 50):

Lema 3. Svaki neprazan otvoren skup Q C R je prebrojiva unija disjunktnih elemenata

iz Q.

"
Prijedimo na konstrukciju minimiziraju¢eg niza. Polaze¢i od dekompozicije dane
prethodnom lemom (korak 0), induktivno definiramo niz (v, ), profinjujuéi dekompozicije
na sljedeci nacin:

U n-tom koraku, raspolavljanjem stranica, podijelimo sve 9~ ("=1)_kocke na 27"
kocke. Na taj smo nacin skup 2 prikazali kao disjunktnu uniju

o= Ua”,

keN

pri ¢emu za svaki £ € N, ngn) € Un>n9Qm. Nadalje, za svaki k neka je []in) izmjeriv
podskup skupa Q,(Cn), takav da vrijedi

n(B7) = miu ()
()

gdje m;, " oznacava srednju vrijednost funkcije u na kocki Q,({:n). Dobar izbor skupova [ ,in)

su kocke trazenih dimenzija sa srediStima u tockama iz ngn). Definirajmo
Q= U I ]gn) ,
keN
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te v, 1= Xxq,,, ¢ime smo dovrsili konstrukeiju.
Iz gornje konstrukcije niza (vy,), jednostavnim ra¢unom slijedi da (neovisno o n € N)
vrijedi
() = [ uly)dy = mua (@,

pri cemu m,, o oznacava srednju vrijednost funkcije v na skupu 2. Imajuéi u vidu moti-
vaciju danu u uvodu, imamo jednostavnu interpretaciju gornje jednakosti: Ukupna kolic¢ina
tinte potrebne za reprezentaciju polazne slike je u svakom koraku proporcionalna njenoj
srednjoj tamnoci.

Da bismo dokazali kako je konstruirani niz (v, ) doista minimizirajuéi niz za funkcional
J koristit ¢e nam sljedeca

Lema 4. Zar € (0,1] i m € N skupovi
E, ={xeQ:pKkxr)nQ) <27}
su zatvoreni. Nadalje, familija (E),) je opadajuca s obzirom na oba indeksa. Stovige,

(8) (Vro€(0,1)) (3mo e N)(Vr >ro)(Ym >mg) E,;,, =0.

Dokaz. Svaki od skupova E) je zatvoren kao praslika segmenta [0,27] s obzirom na
neprekinuto preslikavanje x — u(K(x, ) N §2). Tvrdnja o momotonosti je ocita.

Metodom kontradikcije, lako se vidi da vrijedi NenEr, = 0. Stoga, za svako rg €
(0, 1] imamo opadajuéi niz kompaktnih skupova koji imaju prazan presjek. Prema tome,
pocevse od nekog mjesta, taj se niz nuzno sastoji od praznih skupova. Kombinirajuci ovu
¢injenicu s monotonosti u r slijedi (8).

Q.E.D.

Napomena 2.  Primijetimo da lema 4 daje uniformnu ograni¢enost funkcije (x,7)

w(K(x,7) N Q)1 s 2™ za neki prirodan broj m, na skupu 2 x [rg, 1]. .

Za dano € > 0 moramo naéi n € N takav da vrijedi J(v,) < . Rastavimo taj integral
na dva dijela

J(U ) =11+ I
/ /’ ][ u(y))dy‘dxdr
Q K(x,r)NQ2
/ /’ ][ u(y))dy‘ dx dr .
Q K(x,r)NQ
Uzmemo li rg := m, imamo sljedeéu ocjenu: I} < e/2 (ovdje smo pretpostavili da

vrijedi € < 2||g||{ 00 (S2), buduéi da ¢e e biti po volji malen).
Za dani prirodan broj n € N, razmotrimo particiju skupa {2 na kocke opisanu ranije,
te oznac¢imo s @, (x, ) uniju svih takvih kocaka sadrzanih u K(x, 7)NQ. Oznaé¢imo, nadalje

Ry(x,7) = (K(x,7) N Q) \ Qn(x,7).

Ocito je da, povetavajuéi n, R, (x, ) mozemo naciniti uniformno maleno u mjeri, preciznije,
manje od proizvoljnog, unaprijed zadanog 6 > 0. Kako je skup R, (x,r) sadrzan u K(x,7)\
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Qn(x,7), lako se vidi da je svaki n > d(d + logy(64/0)) povoljan izbor (64 ovdje oznacava
volumen jedini¢ne kugle u R%).
Iz konstrukeije niza (vy,) slijedi

! 1
I, < /TO g<r)/QM(K(X,r) A0 /Rn(x,r) lon(y) — u(y)| dy dx dr .

Zbog gornje napomene zakljucujemo da postoji m € N takav da

1 < om

>
WKx,r)ng) =% =t

stoga vrijedi
I < (1 —10)2™ () gl -

Uzmemo li proizvoljan n koji zadovoljava

042|900 () —
n2d<d+m+1+l% 2(2ll gl pe(2) g)) |

3

jednostavan racun daje ocjenu

€
2mH2(1 —ro) ()9l

sto daje zeljeni zakljucak J(v,) < €, ¢ime je teorem 1 dokazan.

o<

Napomena 3. Pretpostavimo da je rub skupa 2 mjere nula. Prema Lebesgueovom
toeremu, karakteristicna funkcija skupa 2 je Riemann integrabilna. U tom slucaju um-
jesto dekompozicije na kubove (koja je u duhu Lebesgueove teorije), mozemo ocijeniti o
uocavajuéi da je funkcija |Fy,—,| uniformno neprekinuta na € x [rg, 1], za svaki r¢ € (0, 1].

Za takvu funkciju Riemannov i Lebesgueov integral se podudaraju, a ovaj prvi se
moze aproksimirati Riemannovom sumom. Preciznije, za dani ¢/ > 0, postoji § > 0 takav
da je Riemannova suma &'—blizu vrijednosti integrala.

To vrijedi za svaki v € V. Stoga je dovoljno uzeti onu funkciju za koju je, na mrezi
finijoj od ¢, odgovaraju¢a Riemannova suma jednaka nuli. Da bismo to postigli, odaberimo
mrezu {(x;,7j) : 1 < j < n}, te definirajmo B; := K(xj,7;) N €. Za svaki od atoma
Ey, ..., En, (i.e. nepraznih podskupova oblika M7_1A;, pri cemu su A; jednak B ili Q\B;j)
definiramo v kao karakteristicnu funkciju nekog izmjerivog skupa E},, tako da vrijedi

/Ek”"(”dy:/];k“(y”y'

Ocito je Fy—y(xj,7j) =0 za 1 < j <n, pa je pripadna Riemannova suma jednaka nuli.

Napomena 4. Primijetimo da se funkcija F,, definirana s (4) moze zapisati kao

Fu(x,7) = (w,e) = / w(y)e(y) dy

Q

pri cemu je e € L'(Q) jedini¢an vektor, definiran s
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Za prebrojiv gust podskup G := {(x;,7;) : j € N} skupa € x (0, 1] mozemo dobiti niz (e;)
kojemu je linearna ljuska gusta u L' (€2).

Slaba—* topologija na zatvorenoj jedinicnoj kugli Kyeo(0)(0,1) u L(€) je ekviva-
lentna topologiji generiranoj sljede¢om ogranicenom metrikom The weak * topology on
the closed unit ball Koo ()[0, 1] in L>°(€2) is equivalent to the topology generated by the
following bounded metric (dokaz ove cinjenice slijedi Dunford & Schwartz [DS, teorem
V.5.1]):

1
d(u,v) = §|<v—u,ej)| :

10~

J
Kako proizvoljna funkcija v € U moze biti aproksimirana funkcijama iz V u slaboj—x
topologiji prostora L>°(Q2), slijedi jo$ jedna konstrukcija minimizirajuéeg niza, koristeéi
Riemannove sume na slican naé¢in kao u prethodnoj napomeni (naravno, uz istu dodatnu
pretpostavku o rubu skupa ).
Preciznije, za danu d—mrezu koja sesastoji iz tocaka gustog skupa G, s najveéim
indeksom 7, mozemo nadi funkciju v € V tako da vrijedi

€
d(v,u) < o
To nam posebno daje
(ngn) FU,U<X]‘,T]‘):|<U—U,€]‘>|<€-

Stoga je Riemannova suma ogranicena s [|g||ec(q)x(€?), ¢ime smo nacinili jo$ jednu kon-

strukciju minimizirajué¢eg niza. .
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3. Primjena u homogenizaciji i optimalnom dizajnu

U ovom odjeljku proucavamo ponasanje tanke elasticne ploce koja je simetricna s
obzirom na sredisnji prerez. Pri tome uvazavamo Kirchhoffov model savijanja ploca pod
vertikalnim teretom f, po kojemu pomak u zadovoljava elipticku jednadzbu ¢etvrtog reda
(9). U slucaju ploce koja je uévrséena na rubu, zanima nas minimizacija rada vanjske
sile f na ploéu. Ta zadaca nema klasicnog rjesenja (v. [KV]), stoga je provedena njena
relaksacija. Munoz i Pedregal [MP] su dokazali teorem relaksacije za ovu zadaéu u sluc¢aju
ortotropskih materijala, to jest materijala s netrivijalnim koeficijentima Mji11, Magoo i

Mi122 = Mao11 Mi212 = Ma112 = Mai21 .

Ovdje je dano poopcenje tog rezultata na opéenite materijale (isp. [AB99, AB99al). U
tu svrhu je razvijena je metoda homogenizacije i H—konvergencije za elipticke jednadzbe
cetvrtog reda po uzoru na Tartarov pristup jednadzbi drugog reda (v. [T]). Primjeri zadaca
optimalnog dizajna za hiperbolicke zadace u slucaju mjesavine dvaju ili vise materijala
mogu se naé¢i u [ABV, AV].

3.1. Postavljanje zadace

Neka je Q podruéje u R%. Zanima nas homogena Dirichletova rubna zadaca za jed-

nadzbu:

9) divdiv(MVVu) = f,

pri cemu je M(x) tenzor cetvrtog ranga, sa simetrijom M = Mjiy = M (tocnije,
M(x) mozemo shvatiti kao linearan operator na prostoru simetri¢nih 2 x 2 realnih matrica;
M ima ukupno 9 razli¢itih komponenti).

Mnozenjem jednadzbe funkcijom v i integriranjem po 2, zbog rubnog uvjeta parci-
jalnom integracijom lako slijedi varijacijski oblik. Toc¢nije, pokazat ¢emo da je sljedeca
varijacijska zadaca dobro postavljena:

Naéi u € H3(Q) takav da vrijedi

(10) (Vv € H2(Q)) / MVVu - VVodx = (f,v),
Q

ako je f € H72(Q), a M iz skupa Ms(a, 5; Q) definiranog kao skup svih tenzorskih funkcija
M € L*>°(Q; L(Sym; Sym)), takvih da vrijede ocjene
1
(VS € Sym) M(x)S-S>aS-S&M1(x)S-S> Bs-s (ss x) .
Zaista, ako definiramo bilinearnu formu

a(u,v) := / MVVu - VVudx ,
Q

lako se vidi da je elipticna s konstantom « i omedena s konstantom 3, ako na H%(Q) gledamo
normu [|[VVullp2.n,,,) (ta je norma ekvivalentna standardnoj po prvoj Poincaréovoj
nejednakosti [W, Theorem 7.6], koja vrijedi uz dopunsku pretpostavku da je 2 omeden
skup)

3.2. Rezultat kompenzirane kompaktnosti

U izgradnji teorije homogenizacije za operatore drugog reda kljuénu ulogu igra div—rot
lema [T]. U nasem slucaju, tu ¢e ulogu odigrati sljedeéi rezultat kompenzirane kompakt-
nosti:
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Lema 5. Neka su zadani nizovi
HY ()

loc

w' — ™

Y

L%OC(Q;M2><2)

D" D~

takvi da je niz (divdivD") sadrzan u pretkompaktnom skupu u Hg%(@)
Tada vrijedi

slabo % u smislu Radonovih mjera (vague), pri ¢emu je E™ := VVw" (analogno i za oo
namjesto n ).

Dokaz. Po pretpostavkama, postoji podniz (divdiv D) koji konvergira k divdiv D> jako
u prostoru Hiﬁ(ﬁ) (limes mozemo identificirati u prostoru distribucija). S druge strane,
za @ € C(Q), niz (pw™) konvergira slabo k @w> u prostoru H2(Q). Stoga vrijedi:
(divdivD"™ pw") —— (divdiv D>, pw™) = / D . VV (pw™)dx .
Q

S druge strane, parcijalnom integracijom c¢lana na lijevoj strani, te raspisivanjem derivacije
produkta, dobivamo:

/ D" . VV (puw"*) dx = / D" - (VV)w"* dx + 2/ D" . Vo @ Vw" dx
Q Q Q
+/ D" . oVVw"™ dx .
Q

Koristec¢i kompaktnost ulaganja dobivamo da

2 n2
ank Lloc(QfR ) VU)OO
7 )
nt LIQOC(Q) o0
w'k w

?

pa u prva dva clana zdesna u prethodnoj jednakosti mozemo prijec¢i na limes.
Usporedivanjem dobivamo i da treé¢i ¢lan konvergira, i to k limesu:

/ D> - VV(pow™) dx — / D% - (VVp)w™ dx — 2/ D - Ve ®@ Vw™ dx
Q Q Q
= / D> . pVVw™dx .
Q
Zbog jedinstvenosti limesa, tvrdnja vrijedi bez obzira na podniz; uz ranije oznake:
/ eE" - D" dx —— / eE> - D> dx |
Q Q

Sto je upravo tvrdnja leme.
Q.E.D.

3.3. Inacica H—konvergencije

Niz tenzorskih funkcija (M™) u My(«, ;) H-konvergira k M> € My (a, B; ) ako
vrijedi:
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Za svaki f € H™2(Q) niz rjesenja (u,) zadaéa

Nadi u,, € H3(Q) takav da vrijedi

(11) (Vv e H%(Q)) / M"VVu, - VVvdx = (f,v) ,
Q

konvergira k uo, slabo u H3((2), dok niz (M"VVu,) konvergira slabo k M®*VVus, u
prostoru L2(£2; Sym).

Uocimo da je pritom us nuzno rjesenje (11) s oo namjesto n; takoder, ako je niz (M™)
sadrzan u Ma (v, 5;€2), to ne znaci da je i limes u tom skupu, nego definicija trazi da se
to unaprijed zna. Prvi korak u smjeru da se oslabe uvjeti gornje definicije, odnosno da se
pokaze analogon teorema kompaktnosti za H-konvergenciju u slucaju eliptickih jednadzbi
drugog reda, je pokazati teorem G-konvergencije.

Za ranije definiranu bilinearnu formu a postoji operator A € £L(H3(Q); H=2(02)) defini-
ran formulom:

(12) Au = divdiv(MVVu) ,
koji reprezentira danu formu u smislu da vrijedi:
(Vu,v € HA(Q)) a(u,v) = g-2(q\ Au,v>H3(Q) .

Kako je forma a omedena i koercitivna, to vrijedi i da je operator A neprekinut i invert-
ibilan, kao i da je A~! takoder neprekinut. Stoga mozemo primijeniti standardne rezul-
tate za G-konvergenciju operatora, koji nam daju odgovaraju¢u kompaktnost (Stovise, za
simetricne M” imamo i kompaktnost uz iste konstante). Naravno, preostaje za pokazati
da je i operator koji je G-limes operatora oblika (12) istog oblika.

Lema 6. [ZKON] Neka je V realan, refleksivan i separabilan Banachov prostor. Ako

je operator A € L(V;V') koercitivan (tj. (3a>0)(Vu € V) (Au,u) > oz||uH%/), onda
jednadzba Au = f ima jedinstveno rjesenje u € V za svaki f € V', te vrijedi:

_ 1
lully = 1A flly < I1flly- -

"
Neka je zadan niz (M") tenzorskih funkcija iz 9Ma(a, B;2); definirajmo operatore
Ay H3(Q) — H™%(Q) formulom (12). Za njih vrijede jednolike ocjene

Al <81 (YueH(Q) (Anu,u) > aflullyzq) -

Cilj nam je pokazati kompaktnost skupa Ma(a, B;€2); u prvom koraku pored G-konver-
gencije (gdje slijedimo [T], odnosno [ZKON]) pokazujemo i apstraktnu konvergenciju niza
M"VVu,. Tek ¢emo u sljede¢em koraku identificirati taj limes.

Lema 7. Postoji podniz (M™) gornjeg niza, te operatori Aoo € L(H3(Q);H2(Q2)) i R €
L(H2(Q); L2(Q; Sym)) takvi da

Ap,—E 5 A

(tj. da Agkl — A3} slabo u smislu operatora), te da za proizvoljan f € H=2(Q) vrijedi

2 -Svm
L*(;Sy )Rf,

M V'V uy,
pri ¢emu je (uy, ) niz rjesenja zadaca (11), uz zadani f.
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Dokaz. Konstrukcija se provodi tako da u prvom koraku dijagonalnim postupkom konstru-
iramo operator Ay, dok u drugom koraku ponavljamo dijagonalni postupak kako bismo
konstruirali i operator R. Ova konstrukcija ukazuje na ¢injenicu (lako se moze naéi i
primjer) da istom operatoru A (G-limesu) mogu biti pridruzeni razli¢iti operatori R.

Tocnije, neka je G = {f1, f2,...} prebrojiv gust podskup prostora H=2(Q2). Operatore
A 1 R konstruiramo tako da su definirani i zadovoljavaju trazena svojstva na G; potom
preostaje za pokazati da se mogu prosiriti do neprekinutih linearnih operatora na H‘z(Q).

Po prethodnoj je lemi ||A; ]| < é, pa je niz (A, 1 f) omeden u prostoru HZ(12), te ima
slabo konvergentan podniz i pripadno gomiliste koje oznac¢imo s B f;. Postupak ponovimo
s dobivenim podnizom za fy i dobiveno gomiliste oznac¢imo s B fa, potom ponavljamo za
f3 ... Na kraju, dijagonalnim postupkom izabiremo podniz (A,,) polaznog niza takav da
je

(Ym € N) nllfm Bfm.

Time je definirana funkcija B : G — H%(Q), koja je omedena s é Zaista:

(AL = all A I

odakle prijelaskom na limes po [ slijedi:
IBFINA = {f, Bf) > aliminf ||, P = ol B

Funkciju B mozemo progiriti po linearnosti na linearnu ljusku skupa G (prosirenje je do-
bro definirano jer su A ! linearni) do linearnog operatora omedenog istom konstantom é
Sada primjenom teorema o prosirenju omedenog linearnog operatora na zatvara¢ konacno
dobivamo operator B € L£L(H™2(Q); H3(Q2)). Lako se pokazuje da je B koercitivan s kon-
stantom 5%, stoga i invertibilan. Oznacimo A, := B~!. Ako je (un,) niz rjesenja zadaca

(11), onda vrijedi )

Up, Uso = Bf .

Preostaje konstruirati operator R.
Polazimo od niza (M™VVu,,), koji je omeden u prostoru L(€2; Sym). Dijagonalnim
postupkom kao u prvom dijelu dokaza dolazimo do podniza (M") takvog da za f € G
vrijedi )
L*(9;Sym)

M": NV uy,, Rf,

gdje je up, rjeSenje zadace (11) uz taj f.
Pokazimo da je R : G — L?(Q; Sym) omeden. Uocimo najprije da je MV Vu,, =
M”kVV(Agkl ), pa je stoga i
H Mnkvvunk ||L2(Q;Sym) < ﬁHVV(A;klf) ||L2(Q;Sym)
_ -1

B
< a”fHH*?(Q)

Uzimanjem limesa inferiora po k dobivamo da je ||R| < 2. Progirenje do operatora na

H~2(Q) provodimo posve analogno kao i za B. *
Q.E.D.
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Teorem 3. Neka je (M™) niz u Msa(a, §;2). Tada postoji podniz (M") i tenzor M> €
Ma(a, 5;2) takvi da
M"x

M.

"

U dokazu Teorema 1 valja pokazati dvije stvari:

a) Operator Ay je istog oblika kao i operatori A, (isp. Lema 7), u smislu da postoji
tenzor M takav da je Ayu = divdivM>*VVu,
b) Tenzor M je element prostora s (a, f; ).

Prva se tvrdnja moze jednostavno dokazati koristeéi postupak titraju¢ih probnih
funkcija. Ta se metoda sastoji u tome da se konstruira niz funkcija (v,) u H2(Q) takav da
vrijedi

o B@
oo, Hd@)
(13) divdiv (M") VVu,——— 9o,

(MM)TVV0, ey

Odaberimo podrucje Q' koje sadrzi zatvarac skupa Q. Za x € '\ Q definirajmo
prosirenje tenzora M"(x) := al. Za danu funkciju g € H=2(€Y') definirajmo (v,) kao niz
rjeSenja rubnih zadaca

divdiv(M")"VVuv =g
{ v E H(Q)(Q’)
Kako je niz (M™)7 u prostoru Ms(c, B; '), to je gornja zadaca dobro postavljena. Posebno,
zakljuéujemo da je niz rjesenja (vy,) ogranicen u H3(Q), pa dakle i u H3(Q), §to znaci da
sadrzi podniz koji zadovoljava (13). Konaé¢no, kako je pripadni operator A (isp. lema
7) izomorfizam prostora H3(Q') i H™2(Y), birajuéi povoljnu funkciju g mozemo dobiti
proizvoljan vs, € H3(Q) i obrnuto.

Pretpostavimo da imamo niz titrajucih test funkcija. Tada, koriste¢i Lemu 1, mozemo

prije¢i na limes u obije strane jednakosti

M"VVu, - VVuv, = VVu, - (M")"VVu,,
Sto daje sljedec¢u jednakost:
Cuno - VV Vs = VVUs - W,

pri cemu je C'= B7!R (isp. lema 7). Odaberemo li posebno ves(x) := 322, na Q, imamo
jednakost N

drugim rije¢ima, postoji tenzor M takav da vrijedi Cus = M*®VVuy.

Primijetimo da iz gornjeg postupka slijedi da je M>® € L2(Q; £(Sym, Sym)). Kako
zelimo zakljuciti da vrijedi M element prostora Ma(«, 5;€2), moramo dokazati precizniji
rezultat M>° € L*°(€; £(Sym, Sym)). U tom ¢e nam pomoc¢i sljedeca jednostavna lema.

Lema 8. Pretpostavimo da je M® € L?(Q; £L(Sym,Sym)), te neka je operator C' €
L(H3(Q), L2(2; Sym)) dan formulom Cv := M*V Vv, takav da vrijedi

1O 220 L2 (@i8ym) <7V
Tada je M € L>(Q; L(Sym, Sym)) i vrijedi

IM*(%)|£(Sym,8ym) <7 ssx € (.
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3.4. Efektivna svojstva ploce izgradene od slojevitih materijala

U ovom odjeljku primjenjujemo ranija razmatranja na homogenizaciju rubne zadace
za jednadzbu ploce. Promatrat ¢emo poseban slucaj slojevito izgradene ploce, u smislu
da karakteristike materijala (tenzor M) ovise samo o varijabli x;. U provedbi procesa
homogenizacije, vaznu ¢e ulogu odigrati sljedeca definicija:

Kazemo da niz (u,) u L2(Q) ne titra u varijabli 1 ukoliko vrijedi

(a) wn — us u L2(9),
(b) Za svaki niz funkcija (f,,) iz prostora L°°, koje ovise samo o varijabli x;, takav da f,
slabo * konvergira k foo, vrijedi frt, — footloo u L2(9).

Sljedeca je lema jednostavna posljedica Leme 1 i gornje definicije.

Lema 9. Neka je (D") niz u L?(Q; R%) koji slabo konvergira k D*>. Ukoliko je (div div D")

sadrzan u pretkompaktnom skupu u Hl;g(Q), onda DYy ne titra u xy.

Dokaz. Uocimo da je E" := f,e; ® e; gradijent gradijenta neke skalarne funkcije (koja

ovisi samo o x1); pa stoga tvrdnja slijedi neposredno iz Leme 5.
Q.E.D.

Teorem 4. Neka je Q C R? otvoren skup, te neka je (M™) niz tenzora u Ms(a, 5; )
takav da za svakin tenzor M™ ovisi samo o varijabli x1. Tada M™ H-konvergira k tenzoru
M®> ako i samo ako vrijede sljedece konvergencije komponenti

1 L (Q)x 1
n o0 ’
M1y M1
n o0
M9 L=+ M7y
n [e’e) ?
M, M7
n o0
Miigo L@ MiTog
n o0 ’
My MY,
n o0
My, =@+ M5y,
n [e'e) ?
M1, M
n o0
(14) My 1= M35y,
n o0 ’
My M7,
n n o0 o0
M M9 Mg L)« Moo M5 Mo
1212 i 12127 o
1111 1111
n n o0 o0
M My M9y L¥(Q) Moo M5 M1ty
1222 W 1222 e ;
1111 1111
n n [ee] o0
M M1 M9 L)« Moo M35 Mo
2212 A 2127 e
1111 1111
n n o0 (e8]
M M1 M99 L®(Q)x oS M35, MiT59
2222 7 3 rm 2222 7 T aroo
1111 1111

Posebno, ukoliko vrijedi (14) te ukoliko je uy, za svaki n € N U {oo}, rjesenje zadace (11)
koje odgovara tenzoru M", tada u, — us, u H3(2).

Dokaz. Dokazujemo samo nuznost. Pretpostavimo da niz M" H-konvergira k tenzoru
M>. Neka je f € H2(Q) proizvoljna, a (u,) pripadni niz rjeSenja zadacéa (1). Zbog
H-konvergencije vrijedi
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Zan € N U {oo} uvedimo oznake

(15) E" .= VVu, i D" .= M"E".

Kako je divdivD" = f, to prema Lemi 2, DT, ne oscilira u z1. S druge strane, definirajmo

D" s o

. 0, zar=75=1

D=9 n . .

gZ] , 1nace,
pri ¢emu su g[‘j funkcije ovisne samo o varijabli 1. Pretpostavimo da za svaki par indeksa
(4,5) funkeija gf; konvergira k g7* slabo * u L*°. Bududi da je divdiv D" = 0, to prema
Lemi 1 slijedi D" - E" — D> .E> u D'. S druge strane, kako je niz (D" - E") ogranicen i
u L2(Q), to zbog jedinstvenosti limesa imamo i slabu konvergenciju ka istom limesu i u tom
prostoru. Pogodnim odabiranjem funkcija gz’f‘j stoga zakljucujemo da za svaki par indeksa
(4,5) # (1,1) komponenta EJ; ne titra u z;.
Ovo nam omoguéuje da iz matrica E" i D" izdvojimo dobre (netitrajuce) i lose

(titrajuce) komponente:

DYy, zai=j=1 ElYy, zai=j=1
G;.;.;:{l,}_ﬂ i O;;.::{a},ﬂ |
E;j, inace Dy;, inace
Iz (15) slijedi

o"=K"G"

pri cemu je K™ := ¥(M"). Kradi racun daje da su komponente tenzora K" dane s pomoc¢u
izraza na lijevim stranama konvergencija u iskazu teorema. S druge strane, iz ¢injenice da
M" pripada prostoru Ma (v, B; ) zakljucujemo da je o« < M7y1; < B (ss x € ), §to ima
za posljedicu da je niz (K™) omeden u L>(€2; £(Sym; Sym)), dakle ima gomiliste u slaboj
* topologiji.

Buduéi da (G™) ne oscilira u x1, a (K™) ovisi samo o varijabli xj, prijelaskom na
podniz dobivamo

0> = K*G™.

Odatle zakljucujemo da je K := ¥(M®), odnosno
L>(Q)

U (M™) — PU(M™),
sto je i trebalo dokazati. Kako ovo vrijedi za svako gomiliste niza K", zaklju¢ujemo da
gornja konvergencija vrijedi i za ¢itav niz (¥(M™)).

Q.E.D.

Obrat prethodnog teorema jednostavna je posljedica sljedeceg rezultata.

Teorem 5. Uz oznake uvedene u dokazu Teorema 4, pretpostavimo da niz (u,) konvergira
slabo u H(Q) k funkciji us, te da je niz (divdivD") sadrzan u pretkompaktnom skupu u
HIBZ(Q), te neka vrijedi

T(M™) — T(M™) 1 L®(Q; £(Sym, Sym)) .

Tada vrijedi L2 (QR?)

D" D
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Kako se u dokazau gornjeg teorema koriste iste tehnike kao i u prethodnom dokazu,
ovdje ga ispustamo.

3.5. Relaksacija

U ovom odjeljku proucavamo ponasanje tanke elasti¢ne ploce, koja je simetricna s
obzirom na sredisnji prerez. Oznacimo li sredisnju ravninu plioce s  (za koju pretpostav-
ljamo da je ograni¢eno podrucje u R?, mozemo opisati plo¢u kao skup

{(z1,29,23) € R3: (z1,20) € Q & |a3| < h(x1,20)}.

Ogranicavamo se Kirchhoffov model savijanja ploca pod transverzalnim teretom, prema
kojemu vertikalni pomak u zadovoljava elipticku jednadzbu cetvrtog reda

(16) divdiv(MVVu) = f u Q,

pri cemu je f € L?(2) vertikalni teret, dok je M tenzorska funkcija dana s
2
(17) M(x) := gh3(x)B.

Ovdje je B konstantan tenzor cetvrtog reda i nosi karakteristike materijala od kojeg je
ploca nacinjena. Za tenzor B (pa stoga i M) pretpostavljamo veé¢ spomenutu simetriju
(18) Bijri = Bjiti = Bijik -

Radi jednostavnosti razmatranja proucavat ¢emo plocu s uc¢vrséenim rubom

(19) u=Vau=0 on 09,

drugim rije¢ima, rjesenje u trazimo u prostoru H3(€2).

Da bismo osigurali dobru postavljenost zadace (19,17), pretpostavljamo da je M el-
ement skupa Mz (a, 5;2). Doista, u tom slucaju se lako vidi da je pripadna bilinearna
forma eliptiéna na H2(€2) x H3(Q2), stoga po Lax—Milgramovoj lemi utvrdujemo egzisten-
ciju i jedinstvenost rjesenja gornje zadace.

Rad vanjskih sila definiramo formulom

L= /Q F)u(x) dx = /Q M(x) V'Vt - VVa dx.

Za dan teret f, funkcional L mozemo shvatiti kao funkciju (polu)debljine ploce h. On
predstavlja krutost (ili fleksibilnost) ploce optereéenu s f, stoga se ¢ini prirodnim izucavati
zadacu minimizacije funkcionala L na skupu svih dopustivih ploca s a zadanim volumenom.

U skladu s ve¢ iznesenim rezultatima ia homogenizacije, skoncentrirat ¢emo se na
slucaj kad funkcija h ovisi samo o varijabli z1, pri ¢emu x; pripada intervalu I, projekciji
skupa 2 na x1—0s. za danu najmanju i najveéu dopustenu debljinu ploc¢e Amin, Amax te
volumen V', definiramo skup dopustivih funkcija

H::{heLO@(I;Q):/Qh:V},

pri ¢emu @) oznacava segment [Amin, Amax|. Naravno, gornje vrijednosti moraju biti zadane
na konzistentan nacin

0 < Aminit(2) <V < hpaxpt() < 0.
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Poznato je da zadac¢a minimizacije funkcionala L na skupu H opéenito nema rjesenja
zbog oscilacija minimizirajuéih nizova (v. [KV]). zbog toga je nuzno naciniti relaksaciju
uvodenjem poopéenih poludebljina. Slijedeéi ideje iz [MP] definiramo skup H kao skup
svih Youngovih mjera pridruzenih nizovima u H:

H = {1/ = (Vg)zer : SUPP Uy € @ (ss x),/j/@)\dux()\)dx = V} :

Da bismo definirali progorenje funkcionala L na skup H koristimo teorem 4. Naime, neka
je (hp) minimizirajuéi niz za L u ‘H. Prema (17), nekonstantni ¢lanovi na lijevoj strani u
(14) mogu se zapisati na sljedeci naé¢in:

1 _ 3 -3
My, 2Bun "
Mio1z — % = ;hi (B1212 - Bméifillz)
Mz = % = ;hi (31222 - Blgif?zz)
Mo = % = ;hi (32212 - Bzgfilm)
M — % = ;h% (32222 - %) :

Gornji slabi limesi se mogu izraziti kao momenti reda £3 Youngove mjere v odredene
nizom (hy,). Stoga, koriste¢i

m(x) := A3 dvy (M),
cHz) = -3 Vg ,
(x) /)\ dvg ()

umjesto A3, odnosno h~3, mozemo definirati komponente tenzora M>, ¢ime je ispunjena
pretpostavka (14). Teorem 4 tada daje da niz rjesenja (uy,) zadaéa (16,19) za tenzore M™
konvergiraju slabo k rjeSenju us za tenzor M.

Definirajmo trazeno prosirenje L formulom

Lw):= | fudx,

pri ¢emu je u rjesenje rubne zadaée (16,19) s tenzorom M koji ovisi o v preko funkcija m
ic, slijedi rezultat

Teorem 6. Par (L,H) je relaksacija za (L, H).
Dokaz. Primijetimo da za h € H vrijedi

vi=§,€H & L(h)=L(v).

Stoga je ispunjeno

inf L(v) < inf L(h).
veEH heH
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S druge strane, za svaki v € H mozemo nadéi niz (h,) u H koji odreduje Youngovu
mjeru v stoga, koristeci teorem 4, zakljucujemo slabu konvergenciju niza rjesenja zadace
(16,19) ka odgovarajuéem limesu, te vrijedi

(20) L(v) = lim L(hy,) -

Proizvoljnost parametrizirane mjere v € H povlaci jednakost dvaju infimuma.
Postojanje minimizatota za (L,H) je evidentno. Naime, svaki minimizirajuéi niz za
L u H generira Youngovu mnjeru v koja je dopistiva za L, pa tvrdnja slijedi iz (20).
Q.E.D.

Imajudi u vidu gornji rezultat, rezultat optimalne relaksacije u [MP] dokazuje se i u
sluc¢aju opc¢enitog materijala na potpuno isti nacin.
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4. Nelokalne varijacijske zadace

Promatramo funkcional oblika
(21) I(u) := /Q 0 F(x1,x2,u(x1), u(x2), Vu(x1), Vu(xz)) dx1dxa
X

gdje funkcija u : 2 — R' pripada odgovaraju¢em Soboljevljevom prostoru, a gustoca
energije
F:Ox QxR ' xR"x Mg X M,ws— R

je Carathéodoryjeva funkcija, neprekinuta u varijablama u i Vu, a izmjeriva u x; i xa.
Skup Q C R je regularna glatka domena.

Osnovna je zadaca ovog odjeljka pokazati kako nelokalna priroda varijacijskih zadaca
koje dolaze od funkcionala oblika (21) utje¢e na temeljna pitanja varijacijskog racuna:
nizovne slabe poluneprekinutosti odozdo i relaksacije.

Propozicija 1. Neka je A = (A, op)caxq) slabo— izmjeriva familija vjerojatnosnih
mjera s nosacem u R?. A je Youngova mjera pridruzena nizu f,(z1, 2) := (ul,(21), u},(x2)),
pri ¢emu je (uy) niz ogranicen u WHP (), ako i samo ako vrijedi

(22) A(m,xz) = Vz, @ Vay

za neku Youngovu mjeru v € YP(; R).
Dokaz. Testirajmo A na funkcijama oblika ¢ := p! K p? i 6 = 0; K 6,

| stenaten) ([ 00500 80002 ) dii

= lim 01(x1)02(x2)p(fr(x1, x2)) dz1dxsy

o JaxQ
= lim 01(21)02(z2) 0" (u), (1)) 0* (uly (x2)) drds
o JaxQ

=lim ([ O1(z1)¢" (uy,(21)) day O (2)¢” (up, (22)) dixa
Q Q

— (/Q 91(x1)9011/(:c1)d$1> </Q 02(:152)90,2/(352)@2)

N /QXQ 61(561)62(1.2) (/Rg 901()\1)%020‘2) d(Vm ® Vm)(}\l, )\2)> dSClde

Q.E.D.

Kao u ranije, za svaku funkciju (x1, 2, A1, A\2) — f(21, 22, A1, A2), koja je izmjeriva u
varijablama x1 i x2, a neprekinuta u Ay i A9 vrijedi

lim f(w1,$2,%($1),u%(932))difldffz=/ f(@1,m2, A1, A2) dvg, (A1) dve, (A2)
nJaxQ QxQ JR2

kad god je niz funkcija fp,(x1, 25) := f(x1, 22, u,(x1), u,(x2)) slabo konvergentan u prostoru
LY(Q2 x Q).

U daljnjem oznacimo s A skup svih Youngovih mjera A koje zadovoljavaju (22).
Jednostavnosti radi identificirat ¢emo Youngovu mjeru A s v, te ¢emo (nekorektno) pisati

veA.
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4.1. Slaba polineprekinutost odozdo

Promotrimo homogeni funkcional

(23) I(u) == W (z1),u (12)) dryday,

QxQ
pri cemu je  C R otvoren interval, u € WP(Q) takva da je u — ug € Wé’p(Q) za neku
¢vrstu funkeiju ug za koju vrijedi I(ug) < oco. Za funkciju W éemo pretpostaviti da je
neprekinuta i ograni¢ena odozdo.

Sljedeca propozicija daje nuzan i dovoljan uvjet za nizovnu slabu poluneprekinutost
odozdo funkcionala I na WHP(Q).

Teorem 7. Funkcional I je nizovno slabo poluneprekinut odozdo na W?(Q) (slabo— u
slucaju p = 0o) ako i samo ako za svako v € A vrijedi sljede¢a Jensenova nejednakost

/ WA, As) dvey (A )i, (Ao) darydacs
aOxQ JR2

> /QXQW(/R)\dyxl()\),/R/\dum()\Q da1dzs .

Dokaz. Neka je v € A. Tada, prema teoremu o karakterizaciji LP—Youngovih mjera moze-
mo nnizaéi niz (u),), koji je ogranicen u LP(Q) takav da niz (z1,z2) — (ul,(z1),u),(x2))
odreduje Youngovu mjeru A. Niz (z1,x2) — W(ul (z1),u,,(x2)) je (do na podniz) slabo
konvergentan u L!(Q x ), pa imamo reprezentaciju

(24)

lim/ W()\l,)\g) dl/xl (Al)deQ()\Q)dxld.fEQ 2
noJax0 JR2

/QxQW (/deyxl()\)’/R)\de()\)) drydzs .

Ukoliko u,, — u slabo u WP(Q) (slabo—* u sluéaju p = 00), slijedi

u’(an):/R)\dux()\).

(25)

Tada, zbog (25) i slabe poluneprekinutosti odozdo, slijedi Jensenova nejednakost.

Obrnuto, pretpostavimo da funkcija W zadovoljava Jensenovu nejednakost, te neka
u, — u slabo u WHP(Q) (slabo—* u sluéaju p = o). Kako je funkcija W ogranic¢ena
odozdo (v. propozicija 1.3), vrijedi

lim W (ul,(21), u,(x2)) doydry
mJOaxQ

> / W (A1, A2) dvg, (A1) dvg, (N2)dz1dzs
OxQ JR2

> /QXQW(/R/\dyxl()\),/R/\dny()\)) da1das

= W (z1),u (12)) dryday .
QxQ

Q.E.D.
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Jensenova nejednakost (24) nije lokalan uvjet zbog interakcije izmedu vy, 1 v4,. Da
bismo postigli (24) dovoljnjo je pretpostaviti da nejednakost vrijedi na razini podintegralnih
funkcija skoro svuda, $to je ekvivalentno zahtjevu

W (A1, A2) dvy(A1)dra(Ne) > W (/R)\dul()\),/RAdug()\)) :

za svaki par vjerojatnosnih Radonovih mjera (v1,12). Ovo je svojstvo pak ekvovalentno
separatnoj konveksnosti funkcije W. S druge strane, ovo svojstvo ne uvazava Cinjenicu da
u (24) kombinacije vy, ® Vg, Vg @ Vgy, Vay @ Vg, 1 Vg, ® Vg, uvijek dolaze zajedno. Na
primjer, uzmemo li funkciju

R?2

WAL A2) == A — A3,

tada je pripadni infimum funkcionala I, zbog antisimetrije funkcije W, jednak nuli, stoga
je slaba poluneprekinutost odozdo trivijalno ispunjena. S druge strane, funkcija W nije
separatno konveksna.

Drugi dovoljan uvjet, koji uzima u obzir antisimetri¢ni slucaj, je separatna konvek-
snost funkcije W (A1, Aa) := W (A1, A2) + W (g, A1), no ni taj uvjet nije nuzan.

Izvedimo sada jednostavniji nuzan uvjet za postizanje nizovne slabe poluneprekinu-
tosti odozdo. Uzmimo najprije v, = v, za sve x € Q (drugim rije¢ima, Youngova mjera v
je homogena). U tom se slu¢aju Jensenova nejednakost svodi na

WA, o) dv(M)dv(Ag) > W </R)\du(/\),/R)\du()\)> ,

sto je ekvivalentno tome da za svaki par (A1, A2) € Q x Q vrijedi

A+ A2 A+ Ao
4
W( 2 ’ 2

R2

) SW(AL AL + WAL A2) + W (A2, A1) + W (A2, A2) .

Analogno se mogu dobiti nejednakosti i u slucaju kas Youngova mjera poprima konac¢no
mnogo vrijednosti. Kako da se svaka Youngova mjera moze aproksimirati takvim mjerama,
vrijedi sljedeci

Teorem 8. Neka su 2 i W kao ranije. Pripadni funkcional I je nizovno slabo polunepre-
kinut odozdo na W'P(Q x Q) (odnosno slabo—* u slucaju p = 0o) ako i samo ako za svako

n € N i za svaki izbor brojeva A1, o, ..., Ao, vrijedi
A Aoi A A
(26) 4ZW( 2i- 12+ 2 A2j— 1+ 29) ZWA“A
i,j=1 i,j=1

Korolar 1. Funkcional I je nizovno slabo neprekinut na W'?(Q x Q) (odnosno slabo—*

u slucaju p = 00) ako i samo ako u (26) vrijedi jednakost. .

Na kraju ovog odjeljka razmotrimo ukratko slucaj nehomogenog funkcionala

(27) I(u) :== W (xq, x2,u (21),u (12)) dryday,
QxQ

na WHP(Q), p € [1,00). Da bismo osigurali ograni¢enost minimizirajuéih nizova, zahtije-
vamo sljedeci uvjet koercitivnosti

(28) Cmax{|)\1|p, |)\2|p} + C(l‘l,xz) S W(l‘l,xz, )\1, )\2) y

pri ¢emu je C' > 0, te ¢ € LY(Q x Q). Potpuno analogno kao i u slu¢aju homogenog
funkcionala dokazuje se kriterij nizovne slabe poluneprekinutosti odozdo
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Teorem 9. Funkcional I dan s (27) je nizovno slabo poluneprekinut odozdo na W1 ()
(slabo— u slucaju p = c0) ako i samo ako za svako v € A vrijedi Jensenova nejednakost

/ W([El, 9, )\1, )\2) dl/a;1 (Al)dl/m ()\2) dl‘ld:vg
OxQ JR2

2/ W(QJ1,£L‘2,/ )\duxl()\),/ )\dum()\)> dxidzs .
OQxQ R R
"

Ovaj uvjet, medutim, nije ekvivalentan tomu da imamo Jensenovu nejednakost (24)
u skoro svakoj tocki (x1,z2) € Q x Q. Razlog je ponovo u nelokalnosti zadace koja vezuje
varijable x1 i x2, te nehomogenosti funkcije WW. Jednostavno se dokazuje sljedeca

(29)

Lema 10. Ukoliko je funkcija W(x1,x2,-,-) separatno konveksna za skoro svaku tocku

(x1,22) € Q x Q, onda vrijedi Jensenova nejednakost (29). .

Naravno, ovaj uvjet niposto nije dovoljan, sto pokazuju jednostavni primjeri. Opce-
nitiji dovoljan uvjet (koji se takoder lako dokazuje) jest separatna konveksnost funkcije

W(x1, z2, A1, A2) := W(x1, x2, A1, A2) + W (x2, 21, A2, A1) .

Na zalost, nije jos poznat jednostavniji nuzan i/ili dovoljan uvjet koji bi odgovarao uvjetu
(26).
Imajuéi u vidu prethodno, slijedi teorem egzistencije

Teorem 10. Uz pretpostavke (28) i (29) postoji rjesenje minimizacijske zadace
m = inf {I(u) u € WHYP(Q),u—up € W(l)’p(Q)} ,

pri ¢emu je funkcional I dan s (27), te vrijedi I(ugp) < oo.

4.2. Relaksacija

U slucaju kada jezgra W ne zadovoljava Jensenovu nejednakost (24), nuzno je naciniti
relaksaciju. Zelja nam je dobiti novi varijacijski princip, takav da je infimum o¢uvan, a da
nova (relaksirana ) zadaca dopusta minimizator. Upravo je relaksacija mjesto na kojemu je
razlika izmedu lokalnih i nelokalnih zadaca najizrazenija. Naime, za lokalne je funkcionale
uobic¢ajeno zamijeniti funkciju W njezinom konveksifikacijom W*. Nova zadac¢a ima dva
fundamentalna svojstva: infimum ostaje isti, te postoji tocka minimuma.

U nelokalnom slu¢aju, nazalost, ne postoji adekvatna zamjena za konveksifikaciju
funkcije W. Naime, ne postoji nacin da se definira odgovarajuca konveksifikacija i novo
varijacijsko nacelo koje ¢e zadovoljavati gornja dva svojstva. Pokazuje se da, zbog interak-
cije varijabli x1 i x2, nije moguce po tockama definirati W*.

Jedini poznat nacin za opisivanje relaksacije u ovom slucaju jest koristenje Youngovih
mjera i poopéenih funkcionala na njima. Preciznije, neka je Q := (0,1), te neka je V' :=
{u € WP(Q) : u(0) = 0,u(1) = a}. Promotrimo zadaéu

(P) m = inf W (1, w9, (21), 4 (22)) dzidas .
ueV JaxQ

Ukoliko zadaca (P) nema rjeSenja, kod minimizirajuéih ¢e nizova doéi do oscilacija i,
op¢enito, njihovi limesi nec¢e biti minimumi. Medutim, mi znamo da svaki takav niz
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odreduje Youngovu mjeru v € YP(Q;R), pa je prirodno pokusati traziti minimum up-
ravo medu Youngovim mjerama. Oznac¢imo s A skup svih Youngovih mjera v takvih da

vrijedi
//|/\|pd1/$()\)dx<oo & ///\dym(/\)dx:a.
QJR QJR

Za v € A definirajmo funkcional
I(v) = / W (21, 29, M, A2) A, (M) dvg, (No)dardas
Ox0 JR2

te promotrimo zadacu

(P) m = ViIglitj(V).

Primijetimo da je za svako dopustivo rjesenje u zadace (P), Youngova mjera v := 0,

dopustivo rjesenje zadace (P). Vrijedi i obratno, za svako v € A vrijedi

i (z) = /R Ndvg())

za neku funkciju u koja je dopustiva za (P).
Da bismo dokazali teorem relaksacije u ovom slucaju, treba nam i sljede¢e ocjene za

W
(30) W(:)Zl,:L‘Q, A, /\2) < M(|)\1|p + |)\2|p) + w(l’l,l’g) ,
pri éemu je M > 0, te w € L1(Q x Q).

Teorem 11. Pretpostavimo da funkcija W zadovoljava uvjet koercitivnosti (28) i ograni-
cenosti odozgo (30). Tada je m = m, te postoji vy € A takvo da vrijedi

me(V()).

Dokaz. Neka je v = (0y/(y))zeq za funkciju u, dopustivu za (P). Ranije smo napomenuli
kako je v tada ocito dopustiva za (]5), drugim rijecima v € A. Stoga vrijedi

m<m.
S druge pak strane, za svako v € A mozemo naéi niz (u,) u WHP(Q) koji odreduje

v, takav da je niz (|ul,|P) ekviintegrabilan u Q. To i (30) daju da je niz funkcija

(21, 22) = W (21, 22, up (21), up (22))
ekviintegrabilan, pa vrijedi 3

m <lim I (uy,) = I(v).
n

Odatle, uzimanjem infimuma na desnoj strani po v € A slijedi

m<m,

drugim rije¢ima infimumi obiju zadaca su jednaki. Preostaje pokazati da se u (P) infimum
doista dostize. To je medutim jednostavno, imajuc¢i u vidu osnovni teorem o Youngovim
mjerama. Naime, neka je (uy) bilo koji minimizirajuéi niz za funkcional I, te neka je vy
Youngova mjera koju on odreduje. Tada, zbog Jensenove nejednakosti, vrijedi

m = lim1(u,) > I(vy) > m=m,
n

¢ime je dovrsen dokaz teorema.

Q.E.D.
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Napomena 5. Umjesto funkcionala I, mogli smo razmatrati funkcional I, definiran na
istom skupu dopustivih funkcija kao i I na sljede¢i nacin

I(u) == inf{f(u) v e A (r) = /R)\dym()\)} .

Lako je pokazati da je odgovaraju¢i minimum za I takoder m, te da se infimum dostize.
U lokalnom slu¢aju funkcional I se moze reprezentirati odgovaraju¢om konveksifikacijom

funkcije W, sto u nelokalnom slucaju, kao Sto je napomenuto ranije, to nije moguce. .

Vazna posljedica nepostojanja odgovarajuce konveksifikacije funkcije W u nelokalnom
slucaju je ¢injenica da ne postoji nacin za odredivanje nosaca minimizatora v za funkcional
I. Naime, u lokalnim varijacijskim zada¢ama je nosa¢ poopéenog rjesenja uvijek sadrzan
u skupu gdje se W i W* podudaraju. Ta ¢injenica znatno otezava proucavanje nelokalnih
zadaca, cak i u slucaju prividno jednostavnih funkcionala.

Primjer 3. Neka je a € <—L L> Razmotrimo homogeni funkcional I odreden

V2’ V2

funkcijom
WAL X)) = (A2 + 23 —1)2.

Tada je m = 0, a minimizator za [ je homogena Youngova mjera

1 2 1-— 2
V:+—a\/_5L+—a\/_5_i‘
2 V2 2 V2

U slucaju kad je |a| > \/LE’ tada se ¢ini da je rjeSenje linearna funkcija, Sto nije lako

dokazati. .
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Sazetak

Youngove (opéenitije, parametrizirane) mjere su sredstvo za izucCavanje slabe kon-
vergencije i njenog ponasanja s obzirom na nelinearne funkcionale. Naime, pokazuje se
da svaki niz izmjerivih funkcija generira parametriziranu mjeru. Stovise, uz odgovarajuée
pretpostavke, slabi limes kompozicije promatranog niza s nelinearnim funkcijama se moze
prikazati kao integral s obzirom na pripadnu parametriziranu mjeru.

Ukoliko pak niz zadovoljava izvjestan uvjet ograni¢enosti, pripadna familija mjera se
sastoji iz vjerojatnosnih mjera i u tom sluc¢aju je nazivamo Youngovom mjerom. Youngove
mjere je uveo L. C. Young tridesetih godina radi boljeg razumijevanja oscilatorne prirode
minimiziraju¢ih nizova u varijacijskom racunu, prije svega u zadac¢ama za koje ne postoji
minimizator u klasi¢cnom smislu.

Ovaj rad se sastoji iz dva dijela. Prvi dio je tehnicke prirode i zapoc¢inje pregledom
funkcijskih prostora vezanih uz Youngove mjere, kao i nizom rezultata o slaboj konvergen-
ciji u prostoru Ll(Q). Naime, kako reprezentacija slabih limesa u terminima Youngovih
mjera zahtijeva slabu konvergenciju promatranog niza, vazno je znati koliko je ona daleko
od uniformnih ocjena u L!(Q2). Ovo razmatranje vodi na nagrizajucu konvergenciju i Cha-
conovu lemu. Pokazuje se da Youngove mjere uvijek osiguravaju nagrizajuéi limes. Stovise,
kad god nagrizajuéu konvergenciju mozemo popraviti do slabe konvergencije u L'(€2), Y-
oungove mjere ¢e reprezenirati slabi limes. Navedeni su i klasi¢ni rezultati karakterizacije
slabe konvergencije u L*(€2) (Dunford-Pettisov i De La Vallée-Poussinov teorem), te veza
nagrizajuce i slabe konvergencije. Poglavlje zavrsava odjeljkom o Vitalijevom teoremu
pokrivanja, koji igra vaznu ulogu u postupcima lokalizacije i homogenizacije Youngovih
mjera.

U drugom se poglavlju detaljno izucavaju Youngove mjere i njihova svojstva. Do-
kazuje se opcenit teorem egzistencije Youngovih mjera, ¢ija vaznost je u tomu sto daje
eksplicitnu karakterizaciju slabih limesa u terminima Youngovih mjera. Na zalost, taj teo-
rem ne osigurava i postojanje slabih limesa; to treba neovisno utvrditi drugim postupcima.

U drugom je odjeljku ovog poglavlja razmatrana spomenuta reprezentacija slabih
limesa s pomoc¢u Youngovih mjera, te veza s jakom konvergencijom. U nastavku je dokazan
teorem karakterizacije Youngovih mjera generiranih nizovima u LP(2), kao i generalizacija
na nizove koji su integrabilni u opéenitijem smislu.

Naveden je i alternativni pristup Youngovim mjerama koji je razvio M. Sicev 1997.
Naime, Youngove mjere se mogu identificirati s izmjerivim preslikavanjima u odredeni
kompaktan metricki prostor. To nam omogucuje da koristimo klasi¢ne rezultate, primjerice
Luzinovo svojstvo, za dokazivanje ¢injenica o Youngovim mjerama. Neki su rezultati u
ovom radu dokazani upravo koristec¢i ovaj pristup.

Poglavlje zavrsava rezultatima o homogenizaciji i lokalizaciji Youngovih mjera. Ovi
postupci imaju za cilj zadanoj Youngovoj mjeri pridruziti homogenu mjeru, koja je jednos-
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tavnije strukture a jo$ uvijek sadrzava relevantne informacije o pripadnom nizu funkcija
kojeg proucavamo.

U varijacijskom ra¢unu su osobito vazni integrandi koji ovise o gradijentu. Stoga je od
interesa izucavati slabu konvergenciju pridruzenu nizovima gradijenata i pripadne Youn-
gove mjere. To je sadrzaj tre¢eg poglavlja. Navedeni su osnovni rezultati o gradijentnim
Youngovim mjerama, u prvom redu teoremi lokalizacije i homogenizacije. Dokazan je i
teorem karakterizacije gradijentnih Youngovih mjera generiranih nizovima u Soboljevlje-
vim prostorima. Teorem daje vezu s kvazikonveksnoséu gradijentnih Youngovih mjera, sto
pokazuje kako su one pogodno sredstvo za izucavanje varijacijskog racuna u vektorskom
slucaju.

Drugi dio rada, izmedu ostalog, sadrzi prikaz autorovih originalnih rezultata. Zapoci-
nje cetvrtim poglavljem o primjeni Youngovih mjera u teoriji kompenzirane kompaktnosti,
koja omogucuje izracunanje limesa nekih bilinearnih veli¢ina uz pretpostavku slabe kon-
vergencije. Dokazan je kvadrati¢ni teorem kompenzirane kompaktnosti kojemu je div—rot
lema (F. Murat & L. Tartar, 1974) jednostavna posljedica. U nastavku je prikazana prim-
jena Youngovih mjera na nelinearne hiperbolicke zakone sacuvanja: Metodom iScezavajuce
viskoznosti dobiven je niz rjesenja parabolickih aproksimacija polazne jednadzbe, dok je
koristenjem Youngovih mjera omogucen prijelaz na limes u nelinearnom clanu.

Posljednje, peto, poglavlje se bavi primjenama Youngovih mjera u varijacijskom
racunu. Na nekoliko primjera pokazano je kao se Youngove mjere koriste pri razmatranju
dvaju osnovnih pitanja varijacijskog racuna: slabe poluneprekinutosti odozdo i relaksacije.

Jedan od originalnih rezultata navedenih u ovom radu je analiza varijacijske zadace
vezane uz model crno—bijelog tiska. Razmatrana je zadac¢a aproksimacije funkcija koje
poprimaju vrijednosti u segmentu [0, 1] funkcijama s vrijednostima u diskretnom skupu
{0,1}. Ta je varijacijska zadaca usko vezana uz crno-bijeli tisak na digitalnim print-
erima. U ovom ¢e modelu polazna slika biti predstavljena funkcijom w : Q@ — [0, 1],
koju zelimo S§to preciznije prikazati crnim mrljama tinte ili bijelim prazninama na pa-
piru, dakle, aproksimirati funkcijom v : @ — {0,1}, u smislu minimizacije odredenog
funkcionala. Zbog oscilacije minimizacijskih nizova, pokazuje se da je Youngova mjer-
a jedinstveni (poopéeni) minimizator promatranoga funkcionala. Tu zadaéu je predlozio
John M. Ball 1994.

Drugi originalan doprinos je primjer primjene Youngovih mjera u teoriji optimalnog
dizajna, gdje je dano poopcenje rezultata Miunoza i Pedregala iz 1998. godine. Naime,
postojeci rezultat relaksacije i optimalne relaksacije za zadac¢u minimizacije promatra-
nog funkcionala, koji je dokazan za klasu ortotropskih materijala, poopcéen je na sluca-
j proizvoljnih materijala. U tu svrhu razvijena je metoda homogenizacije i teorija H-—
konvergencije za linearne elipticke jednadzbe cetvrtog reda po uzoru na Tartarov pristup
jednadzbi drugog reda. Rezultat homogenizacije omogucuje definiranje relaksirane zadace
na skupu dopustivih Youngovih mjera.

Ovo poglavlje zavrsava osvrtom na nelokalne varijacijske zadace. Dokazano je da
je nuzan i dovoljan uvjet za postizanje slabe nizovne poluneprekinutosti odozdo Jenseno-
va nejednakost. Dokazani su i nesto slabiji dovoljni uvjeti poput separatne konveksnosti
integranda. Dokazan je i teorem relaksacije u slucaju integranada koji ne zadovoljavaju
Jensenovu nejednakost. Upravo je relaksacija mjesto na kojemu je razlika izmedu lokalnih
i nelokalnih zadac¢a najizrazenija. Naime, za lokalne je funkcionale uobicajeno zamijeniti
nekonveksni integrand njegovom konveksifikacijom. U nelokalnom sluc¢aju ne postoji adek-
vatna zamjena za konveksifikaciju, stoga je jedini poznat nacin za opisivanje relaksacije u
ovom slucaju koristenje Youngovih mjera i poopéenih funkcionala na njima.
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Summary

The Young measure (or, more generally, parametrised measures) is a tool for study-
ing the notion of weak convergence in L spaces and its behaviour with respect to non-
linear functionals. It is known that every sequence of measurable functions determines a
parametrised measure. Moreover, if this sequence satisfies some additional assumptions,
weak limits of compositions with nonlinear functions can be represented through integrals
with respect to the corresponding Young measure.

Young measures were first introduced by L. C. Young to understand the oscillato-
ry nature of minimising sequences in the calculus of variations, primarily in variational
problems which do not admit a minimiser in the classical sense.

This Thesis consists of two parts. First part is of technical nature, and it starts with
a survey of functional spaces related to Young measures, as well as a number of results on
the weak convergence in L!(€2).

However, as the representation of weak limits in terms of Young measures requires
having weak convergence of the sequence involved, it is important to know how far it is from
having uniform bounds in L!(2). This leads us to the notion of biting convergence and
Chacon’s lemma. It turns out that, whenever this convergence can be improved to weak
convergence, Young measures will represent weak limits. The classical results characterising
of the weak convergence in L!(Q) (Dunford-Pettis and De La Vallée-Poussin theorems)
are presented. The first chapter ends with the Vitali covering theorem, which plays an
important role in the homogenisation and localisation procedures.

The second chapter provides a detailed study of Young measures. A rather general
existence theorem is proved, being important in asserting explicit characterisation of weak
limits in terms of Young measures. Unfortunately, this theorem does not guarantee in any
way that the weak limit actually exists. This has to be shown independently.

Aforementioned characterisation of weak limits is connected to strong convergence
and the characterisation of Young measures generated by sequences in LP(2) is studied,
together with some generalisations.

An alternative approach to Young measures, developed by M. Sychev in 1997 is also
presented. Young measures can be viewed as measurable mappings into certain compact
metric space. This enables us to use classical results as the Luzin property in proving the
facts about Young measures.

This chapter ends with homogenisation and localisation theorems for Young measures.
This procedures enable us to have a homogeneous Young measure that still keeps track of
all relevant properties of the sequence in consideration.

In the calculus of variations the important role is played by integrands which depend
on gradients. Therefore, the study of Young measures generated by a sequence of gradients
is of particular interest. This is the content of the third chapter. Basic results, such
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as theorems of homogenisation and localisation are presented. The characterisation of
gradient Young measures generated by sequences in Sobolev spaces is proved. This theorem
asserts that gradient Young measures and the notion of quasiconvexity are closely related.

The second part of this Thesis contains some applications of Young measures, in-
cluding original contributions of the author. It starts with the chapter dealing with an
application of Young measures in the compensated compactness theory, which enables us
to calculate certain weak limits of bilinear quantities without the assumption of strong con-
vergence. Compensated compactness theorem for quadratic quantities is proved, div—rot
lemma (F. Murat & L. Tartar, 1974) being a straightforward corollary. In the sequel the
application of Young measures to nonlinear hyperbolic conservation laws is presented. By
using the method of vanishing viscosity, a sequence of solutions to the parabolic approxi-
mation of the original problem is obtained, while Young measures took care of the limit in
the nonlinear term.

The last, fifth chapter is devoted to the applications of Young measures in the Calculus
of Variations. In several examples it is shown how Young measues can be used in the
study of two basic questions of the Calculus of Variations: weak lower semicontinuity and
relaxation.

One of the original results given in this Thesis is the study of the variational problem
related to a model of black and white printing. This is basically the problem of approxi-
mating functions with values in segment [0, 1] with functions taking values in the set {0, 1},
and is closely related to the black and white printing on digitalised printers. In this model
the original picture will be represented by a function u : Q@ — [0, 1], which we try to
approximate as well as possible by black dots of ink and white patches of paper, repre-
sented by a function v : Q@ — {0,1}, in the sense of minimising certain functional. It is
proved that Young measure is the unique minimiser in generalised sense. This problem
was suggested by John M. Ball in 1994.

Another original result presented is an application of Young measures in Optimal
design: a generalisation of the result by Miunoz and Pedregal (1998). Their result of re-
laxation and optimal relaxation for the problem of minimising a compliance functional
for plate equation, which they proved for a narrow class of orthotropic materials, is here
extended to the case of general materials. To achieve this, rather general homogenisa-
tion method and theory of H—convergence for linear elliptic equations of the fourth order
has been developed, inspired by Tartar’s approach to second—order equations. Our ho-
mogenisation result allowed us to define relaxed problem on the set of admissible Young
measures.

This chapter ends with a survey on nonlocal variational problems. It is proved that a
version of Jensen’s inequality is necessary and sufficient condition for achieving weak lower
semicontinuity of the functional in consideration. Several weaker sufficient conditions are
also proved. In the case of integrands which do not satisfy Jensen’s inequality the relaxation
is performed. In the nonlocal setting, the relaxation shows the most striking difference with
respect to the local case. It shows that in the nonlocal case it is not possible to define
appropriate convexification of the integrand, therefore the only known to date way for
describing relaxation for nonlocal functionals is the use of Young measures as generalised
minimisers.
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