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Predgovor

U ovom radu mikrostrukturom smatramo bilo koju strukturu na skali izmedu makros-
kopske skale (na kojoj vrsimo opazanja i na kojoj vrijede zakoni mehanike kontinuuma) i
atomske skale. Takve strukture se ¢esto pojavljuju u prirodi, a i kao umjetno proizve-
deni materijali. Mikrostrukture bitno utjecu na makroskopska svojstva materijala ili
mehanickog sustava na nacin da optimiziraju izvjesno svojstvo, primjerice miminiziraju
energiju, maksimiziraju entropiju, daju maksimalnu ¢vrstoéu za zadanu masu i tome s-
liéno.

Matematicka analiza mikrostruktura obi¢no zanemaruje atomsku skalu razmatrajuci
skale na kojima jo$ uvijek vrijede zakoni mehanike kontinuuma. Prijelaz s takvih skala
na makroskopsku skalu u literaturi se provodi raznim postupcima usrednjavanja ili renor-
malizacije. NesSto opcenitiji problem je opisati skale koje su u izvjesnom smislu malene
ili konvergiraju k nuli i odrediti u kakvoj su vezi svojstva na malenoj i makroskopskoj
skali. Znanstvena istrazivanja ovakvih pitanja uglavnom su fokusirana na tri podrucja:
homogenizaciju, varijacijske modele mikrostruktura i optimalni dizajn. Glavni problem u
homogenizaciji je odrediti makroskopsko ponasanje (ili barem neke ocjene na nj) koje je
uzrokovano odredenom mikrostrukturom (na primjer, periodickom smjesom dvaju vodica
topline s is¢ezavajué¢im periodom). Dok varijacijski modeli mikrostruktura modeliraju
sustave koji spontano formiraju mikrostrukturu pretpostavljajué¢i da je takva struktura
formirana kako bi se optimiziralo odredeno svojstvo, optimalni dizajn je podrucje u kome
se pojavljuje problematika prethodnih dvaju podrucja, jer optimalna struktura cesto kore-
spondira odgovaraju¢em homogenizacijskom limesu. Tipi¢ni razlog za pojavu mikrostruk-
ture je nepostojanje optimuma, pa optimizirajuéi nizovi moraju sve finije i finije oscilirati.
Proucavanje optimizirajuc¢ih nizova i njihovih svojstava omoguéeno je najprije uvodenjem
parametriziranih mjera (Youngovih mjera) koje igraju vaznu ulogu u nasim razmatranjima,
a zatim drugih objekata, poput H-mjera ili dvoskalnih Youngovih mjera, koje ¢emo samo
ukratko spomenuti u posljednjem poglavlju ovog rada.

Bavit ¢emo se uglavnom mikrostrukturama koje su nastale kao posljedica faznih
prijelaza u elasticnim kristalima, obi¢no slitinama kao sto su In—Th, Cu—Al-Ni, Ni-Ti.
Spomenuti materijali imaju tehnoloski zanimljiva svojstva koja dovode do pojava kao §to
su pseudoelasti¢nost ili pamcenje.
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I. Formulacija zadac¢a



Varijacijski modeli mikrostruktura
1. Iskaz osnovnih zadacéa

Elasti¢ni kristal modelirat ¢emo kao nelinearan elasticni kontinuum. Referentnu kon-
figuraciju kristala identificiramo s ograni¢enom domenom 2 C R3. Elasti¢na energija
kristala dana je funkcionalom

I(u) == /QW(VU(X))dX,

gdje je u: Q@ — R3 deformacija kristala a funkcija W : M3x3 — R opisuje svojstva ma-
terijala. Zbog zahtjeva invarijantnosti s obzirom na promjenu promatraca, pretpostavljamo
da je W invarijantna na rotacije (isp. [Gu]), odnosno da vrijedi

(VQ € SOB3))(VF € Max3) W(QF) =W(F).

Nadalje, pretpostavljat ¢emo da je temperatura u kristalu konstantna, pa W ne ovisi
o temperaturi. Osnovna pretpostavka varijacijskog modela za mikrostrukture je sljedeca:
Formiranje mikrostruktura korespondira minimizaciji elasticne energije 1.

Renormalizacijom funkcije W mozemo posti¢i da je min W = 0. Tada je

K :=W*"{0}

skup slika deformacija kristala koje po tockama minimiziraju W, i stoga I. Sada ¢emo
precizno formulirati ovu zadaéu u veéoj opcenitosti (namjesto deformacija trodimenzion-
alnog prostora promatrat ¢emo funkcije u : Q@ — R, gdje je Q € R ograni¢ena domena).
Primijetimo da se prostor W5 (Q; R") podudara se s Lipschitzovim preslikavanjima. Za
kompaktan skup K C M,y proucavat ¢emo sljedece zadace:

Zadacda 1. (egzaktna rjesenja) Karakterizirati sva Lipschitzova preslikavanja u koja zado-
voljavaju

Vu(x) e K (ssx € Q).

Zadaca 2. (aproksimativna rjeSenja) Karakterizirati sve nizove (u,) Lipschitzovih pres-
likavanja s jednoliko ograni¢enim Lipschitzovim konstantama takve da vrijedi

d(Vup(x),K) — 0 (ssx € Q) .

Zadadéa 3. (relaksacija skupa K) Odrediti sve skupove K K%P C M, 4 matrica F €
M, «q4 takvih da Zadaca 1 ima rjesenje koje zadovoljava

u(x) = Fx na 09,

odnosno za Zadacéu 2:
(VneN) uy(x)=Fx na 09.

Zadace 1-3 javljaju se i u drugim podruc¢jima matematike, na primjer u teoriji i-
zometrickih imerzija (isp. [Gr 86]). Bitna tehnicka razlika izmedu gometrijskog i naseg
konteksta je u ¢injenici da se u geometriji proucava slucaj povezanog skupa K rjeSenja
klase C!, dok se problemi koje mi prouc¢avamo u ovom radu odnose na slu¢aj skupa K s
barem dvije komponente povezanosti.

Na ovom mjestu ukratko ¢emo opisati medusobni odnos razlicitih aproksimirajuéih
nizova vezanih uz Zadacu 3, Sto je pitanje koje se prirodno postavlja u kontekstu osnovnog
teorema o Youngovim mjerama (vidi poglavlje 3).
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Formulacija zadaéa
2. Konvergencija u mjeri i inacice

Neka su Q C R% i K C R” izmjerivi skupovi, a u, u, : & — R” izmjerive funkcije.
(1) Kazemo da niz (u,) konvergira u mjeri p k funkciji u, §to pisemo u,——u, ako vrijedi

(Ve>0)  lim p{xecQ:up(x) —u(x)[ >} =0.
(2) Kazemo da niz (uy) konvegira u mjeri p ka skupu K, §to pisemo u,——K ako vrijedi
VUerR") KCU = nli_r>noou{x €Q:uy(x) e R"\U}=0.
Nadalje, za zatvoren K C R’ definiramo
CE(R') :={f € C(R";R): (Vx€ K) [(x)=0}.

Neka je Q € R? izmjeriv, K C R" zatvoren, te u, : Q@ — R” niz izmjerivih funkcija.
Promotrimo sljedece tvrdnje:
(a) up—=K,
(b) (7f € CH(R)f(un)-0,
(¢) d(up(x), K) — 0 (ss x € Q).
Postavlja se pitanje jesu li ove tvrdnje ekvivalentne. Primijetimo odmah da iz tvrdnje
(b) slijedi tvrdnja (c). Definirajmo funkciju f(y) := d(y, K). Tada je uvjet f € CK(R")
ispunjen i, budu¢i da iz konvergencije u mjeri u slijedi da postoji podniz koji konvergira
p-skoro svuda k istom limesu, to vrijedi i tvrdnja (c). Doduse, (c) vrijedi samo za podniz,
no to nama nece biti bitno ogranic¢enje jer nas zanima samo egzistencija aproksimirajucih
nizova.
Osnovni rezultat je sljede¢i teorem:
Teorem 1. Neka je Q C R izmjeriv, K C R" zatvoren, te u, : Q — R" niz izmjerivih
funkcija. Tada vrijedi:
(1) tvrdnje (a) i (b) su ekvivalentne
(2) Ako je Q2 konacne myjere, tvrdnje (a), (b) i (c) su ekvivalentne.
Dem. Dokazimo najprije tvrdnju (1). Neka vrijedi uvjet (a) i neka je f € CX(R") proizvolj-
na. Zbog neprekidnosti od f: R" — R vrijedi:

(Ve>0)(Vy e R")(F>0)(VzeR") y—z[<d = [f(y)—[f@)|<e
Posebno, za proizvoljan n € N vrijedi:
(Ve>0)(Vx € Q)(Fs>0)(Vke K) |up(x) —k[<d = [f(up(x))] <e.
Stoga iz | (un(x))| > ¢ imamo
(Vk € K) d(up(x),k) > 6

sto je ekvivalentno s d(uy(x), K) > 0 , odnosno u,(x) € Ks , gdje je Ks :={y € R" :
d(y, K) < 6}, te slijedi

p{x € Q: [f(un(x)| Z e} < pfx € Q2 un(x) € K5} — 0



Varijacijski modeli mikrostruktura

zbog pretpostavke (a), a to smo i trebali pokazati. Dokazimo sada drugu implikaciju. Neka
je U proizvoljna okolina skupa K i neka je € > 0 proizvoljan. Po pretpostavci slijedi

(Fno e N)(Vn >ng) p{xeQ:|flup(x)| >e}l<e

Prema Uryshonovoj lemi, primijenjenoj na disjunktne skupove K i R"\U, postoji neprek-
inuta funkcija f : R* — [0, 1] takva da vrijedi

Tada za funkciju f. := ef vrijedi da u,(x) € U povlaéi f(u,(x)) = €, odnosno da je

p{x € Q:up(x) U < p{x € Q: fo(up(x)) =} =pu{x e Q: fo(up(x)) > e} <e¢

i zaista uni>K.

Prijedimo sada na dokaz tvrdnje (2). Zbog prethodnih rezultata, dovoljno je pokazati
da uz pretpostavku p(£2) < oo tvrdnja (c) povlaéi tvrdnju (a). Da bismo ovo pokazali,
trebat ¢e nam najprije neke pripremne tvrdnje. Primijetimo najprije da euklidski prostor
R" zadovoljava separacijski aksiom T3, te neposredno slijedi ova karakterizacija:

Neka su (up) i K kao u iskazu teorema. Tada u,——K ako i samo ako za svaku
zatvorenu okolinu V' skupa K vrijedi p{x €  : u,(x) € R"\V} — 0.

Nadalje, zelimo pokazati da tvrdnja (a) slijedi ukoliko je konvergencija u (c¢) uniform-
na. Napomenimo da ova ¢injenica vrijedi i ako je u(£2) = oo, no to nam za dokaz ovog
teorema nece trebati. Pretpostavimo, dakle, da je konvergencija u (c) uniformna. Neka
je V. C R" proizvoljna ograni¢ena zatvorena okolina skupa K. Stavimo ¢ := d(R"\V, K).
Tada je € > 0. S druge strane, po nasoj pretpostavci postoji zanemariv skup E C €) takav
da vrijedi

(Vn>0)(Fno e N)(Vn=2no)(Vx € Q\ E) d(up(x),K) <n.
Specijalno, za € := d(R"\V, K) i za dovoljno velik n € N imamo
p{x € Q:up(x) e RNV < p{x € Q:d(up(x),K) > e} < u(E) =0,

i stoga vrijedi (a), stovise (QNRAN\us (V) = 0, osim za konaéno n € N. Sada imamo sve
pripremljeno za dokaz tvrdnje (2). Za x € €2 definirajmo f,,(x) := d(u,(x), K), f(x) := 0.
Neka je U C R" proizvoljna otvorena okolina skupa K i neka je ¢ > 0 proizvoljan. Iz
Egorovljevog teorema slijedi da postoji Q. C € takav da f,|lo. — f|o. uniformno i
p(0\Q:) < 5. Nadalje, po ve¢ pokazanoj tvrdnji, postoji ng € N takav da za n > ng
vrijedi
pix € Qe u(x) € RI\UY < 5.

Stoga slijedi

p{x € Q:up(x) € RN\U}Y = p{x € Q : up(x) € R"\U} + p{x € Q\Q.u,(x) € R"\U}

g £ g
< — O\Q) — 4 - =

i tvrdnja (2) je dokazana.
Q.E.D.



Formulacija zadaéa

Pokazimo primjerom da tvrdnja (2) opéenito ne vrijedi ukoliko je p(€2) = oco. Neka
jer=d=1,Q:=(0,+00) i K := {0}. Definirajmo izmjerive funkcije u, : & — R na
sljedeéi nacin:

1 1
U () = L X(On) + o X(nn+1)-

Tvrdimo da je ispunjen uvjet (c), ali da nije ispunjen uvjet (a). U tu svrhu, neka je z > 0
proizvoljan. Tada postoji n € N takav da m > n povlaci x € (0,m). Za takve m € N
vrijedi

d(um (), K) = |upm(2)| = m — 0,

pa je ispunjen uvjet (c). Neka je sada U := (—1, %) otvorena okolina skupa K u R i neka
je n > 3. Tada vrijedi

iz € Qun(z) € R\UY = pifz > 02 un(2) < —% V un(z) > %}
e > 0 un(x) > %}
= 1w € (0,m)  un(x) > 2} + il € (n, +00)  un(e) > 5)
=z € Om) 5 2 2} e € (0,490 5 5X(naen) 2 5)

=0+(n+1)—n=1,

sto oc¢ito ne ide u nulu kad n — oo; dakle, tvrdnja (a) ne stoji. Na ovom mjestu primi-
jetimo da smo zapravo pokazali i viSe: naime, iz gornjeg primjera slijedi da tvrdnja (a) ne
slijedi ni ukoliko pretpostavimo da je konvergencija u (c) lokalno uniformna.

Na kraju, uo¢imo da se prijelaz na podniz moze izbjeci ukoliko tvrdnju (c¢) zamijenimo
tvrdnjom (c¢*): d(uy,, K)—=—0. No, uvjet () je prirodniji i intuitivno prihvatljiviji. Zbog
potpunosti dokazujemo rezultat koji pokazuje da se pojam konvergencije niza funkcija (uy,)
k skupu K podudara s ve¢ poznatim nac¢inima konvergencije u prakticki svim slucajevima

od interesa.

Korolar 1. Neka je (Y,d) metricki prostor, (X,9, 1) prostor mjere i u, : X — Y niz
izmjerivih funkcija.
(i) Ako je K CY izmjeriv skup, tada Un—2— K ima za posljedicu d(un, K)#O.
(ii) Stovise, ako je K € K(Y), vrijedi i obrat.
Dem.
(i) Neka je € > 0 proizvoljan. Odaberemi li U; € 7(Y) takav da je d(0Us, K) = €, pa
specijalno imamo

p{r e X td(up(z), K) 2 e} = p{r € X tup(z) e Y\U:} — 0.

(ii) Kako za proizvoljnu okolinu U kompakta K vrijedi d(0U, K) > 0, to slijedi obrat.
Q.E.D.

Na kraju napomenimo da, opéenito, konvergencija niza funkcija u mjeri k skupu K
ne dolazi niti od jedne topologije, dok gornji korolar pokazuje da za kompaktne skupove K
takva konvergencija dolazi od metrizabilne topologije, buduéi da prema klasicnom rezultatu
za prostor konacne mjere vrijedi

fo—t—=f = pufa—f)—0,
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gdje je p, metrika definirana s

. [fn = 1l
Pu(fns ) -—/mdu.

3. Druge zadacée vezane uz mikrostrukture

U kontekstu varijacijske teorije mikrostruktura o kojoj je bilo govora u prvom odjeljku,
skupovi K i K%P imaju vaznu interpretaciju. Naime, oni se sastoje od svih afinih
makroskopskih deformacija kristala s energijom (skoro) jednakom nuli. Takvi skupovi
trivijalno sadrze skup K, ali mogu biti daleko ve¢i. Primjerice, za K := SO(2)AUSO(2)B
(uz odgovarajuée uvjete na matrice A i B) moze se pokazati da skupovi K" i KP sadrze
otvoren skup. Iz dosadasnjeg razmatranja zakljucujemo da razni tipovi minimizirajuc¢ih
nizova mogu biti od interesa pri zasnivanju pojma aproksimativnog rjesenja, te se prirodno
namece proucavanje sljedece zadace.

Zadaca 4. Pronac¢i matematicke objekte koji efektivno opisuju svojstva aproksimirajuéih
nizova u smislu da sadrze samo relevantne informacije o nizovima, odnosno one koje imaju
utjecaj na makroskopska svojstva materijala.

lako postoje i drugi problemi vezani uz teoriju mikrostruktura (koje je moguée mate-
maticki rigorozno formulirati), u ovom radu proucavat ¢emo samo zadaée 1-4. O spome-
nutim problemima postoji relativno opsezna (iako ponekad tesko dostupna) literatura,
dok za druge probleme (vidi zadaéu 5 nize) joS§ nisu poznata cjelovita i zadovoljavajucéa
rjeSenja, te su jos uvijek predmet intenzivnog istrazivanja, kako matematicara, tako i drugih
znanstvenika.

Kao i u drugim sluc¢ajevima, matematicki model za fizikalne pojave u kojima dolazi do
formiranja mikrostruktura treba, izmedu ostalog, biti konzistentan s rezultatima eksperi-
menata. To dovodi do traganja za sve boljim matematickim objektima koji opisuju razlicite
pojave koje mozemo mjeriti. U nasem slucaju, kao Sto ¢emo vidjeti u tre¢em poglavlju,
pojava nepostizanja ekstrema u varijacijskom racunu u matematickom modelu vodi do
formiranja beskonacno fine mikrostrukture. Kako se u praksi kristalne mikrostrukture
uvijek javljaju na nekoj kona¢noj skali, to ima smisla formulirati i sljede¢i problem:

Zadaca 5. Opisatiskalu i geometriju mikrostruktura, uzimajuéi u obzir doprinos energije,
na primjer dodirnu (kontaktnu) energiju.

Jedno mogucée objasnjenje gornje pojave je da beskonac¢no fine mikrostrukture ne
mogu nastati prirodnim dinamickim promjenama u sustavu koji promatramo. Ovo je vrlo
vazan problem, i o njemu ¢emo nesto vise re¢i u posljednjem poglavlju ovog rada.



II. Primjeri
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1. Motivacija

Prije nego li razmotrimo opcenitu teoriju za zadace 1-3, obratit ¢emo paznju na
nekoliko najjednostavnijih primjera. Nize opisani primjeri dobro ilustriraju problematiku
kojom se bavimo i pripadaju malom broju problema za koje su poznata cjelovita rjesenja
zadaca 11 2.

Na narednim stranicama K ¢e redovito oznacavati podskup u Mg uz r,d > 2, s
r(C) bit ¢e oznacen rang matrice C € M, 4, dok ¢e s 2 biti oznacena domena (otvoren i
povezan skup) u R%.

2. Zadaca dvaju gradijenata

Neka su A, B € M, 4. Kazemo da su A i B povezane ranga 1 ako vrijedi r(B—A) =
1. Kazemo da potpostor L C M,., 4 ne sadrzi pravac ranga 1 ako ne sadrzi niti jednu matricu
ranga 1.

Lako se pokazuje da je matrica C € M, .4 ranga 1 ako i samo ako postoje vektori
a € R", b € R takve da je C = a®b. Naime, linearni operator C : R¥ — R generiran
matricom C ima jednodimenzionalnu sliku, te je za x € R% Cx = A(x)a. Kako je x ++ A\(x)
linearan funkcional, to vrijedi A(x) = x - b, i imamo Cx = (x-b)a = (a ® b)x. Takoder,
birajuci ag := ‘2—‘ i by := |alb te pogodnim odabirom baze u R" mozemo postiéi da je
ap = e;. Dakle je bez smanjenja opcenitosti C = e; ® b. Ovu ¢injenicu ¢emo u daljnjem
vise puta koristiti. Nadalje, povoljnim odabirom baze u R% mozemo postié¢i da vrijedi
[bo| = 1.

Zbog jednostavnosti zapisa, u daljnem izlaganju oznaka Vu bit ¢e koristena za gradi-
jent funkcije u bez obzira na to iz koje baze biramo koordinatne vektore. U skladu s tom
konvencijom, dju oznacava derivaciju u smjeru j-tog vektora neke izabrane baze u R

1. Egzaktna rjesenja:

Neka je K = {A,B}. Najjednostavnije rjesenje za zadate Vu € K su jednostavne
lamine (vidi tvrdnju (ii) Leme 1), pojam o kome ¢e biti rijec¢i u poglavlju 6, a za koji se
pokazalo da ga je, poput nekih drugih pojmova, mogucée po izvjesnoj dualnosti poopciti i
na apstraknije zadace koje korespondiraju zada¢ama 1, 2 ili 3. Ovdje samo napominjemo
da je takvo poopcenje imalo istaknutu ulogu u klasificiranju mikrostruktura, te da su neka
pitanja vezana uza nj rijeSena tek nedavno (isp. [Sv 92]).

Lema 1. Neka je Q C R% domena i u: Q — R Lipschitzovo preslikavanje koje zadovol-
java Vu(x) € {A, B} za skoro svaki x iz (.
(i) Ako jer(B — A) > 2, tada je Vu(x) = A (ss x € Q) ili Vu(x) = B (ss x € Q).
(ii) Ako jer(B— A) =1, tada za proizvoljan konveksan skup E C € postoji Lipschitzova
funkcija hg : R — R takva da se u moze zapisati u obliku

u(x) = Ax+ahg(x-n)+C.
pri cemu je C € R” konstanta, a € R”, n € R%, h : R — R Lipschitzovo pres-

likavanje takvo da vrijedi hy € {0,1} skoro svuda. Ukoliko je Q1 konveksan, ova
reprezentacije vrijedi globalno (neovisno o E).
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Dem. Dokaz iznosimo prema [BJ 87]. Najprije uo¢imo da je dosta pokazati da uz r(C) > 2
iz Vug(x) € {0,C} (ss x € Q) slijedi zakljucak Vup(x) = 0 (ss x € Q) ili Vup(x) =
C (ss x € Q). Zaista, ako to vrijedi, tvrdnja je dokazana definiramo li

C=A-B, uyx):=ux —Ax,

i uocimo da je po pretpostavci Vug(x) € {0,C} (ss x € Q).

Neka je, dakle, Vug € {0, C}, odnosno Vuy = Cxg za izmjeriv skup F C Q. Kako
je sada r(C) > 2, to daljnjom afinom zamjenom varijabli mozemo postié¢i da su prva dva
stupca matrice Vug oblika e;xg i eax g, gdje su e i es prva dva vektora kanonske baze u
R

Uz oznaku ug = (ul, ..., u") tada vrijedi

alulsz, 3ju1:0, j€e{2,...,n},

O’ =xg, Out=0, je{1}u{s,... ,n}.

Zbog simetri¢nosti distrubicijskih derivacija (direktna posljedica klasi¢nog Schwarzovog
teorema), slijedi Vyg = 0 skoro svuda na Q, te je yg = 01ili xg = 1, odnosno Vug € {0, C}
i tvrdnja (i) je dokazana. Da pokazemo tvrdnju (ii), primijetimo da zbog invarijantnosti
mozemo pretpostaviti da je a = eji n = ey , te je stoga Vu! = e1xp, Vod =0za j > 2.
Dakle je Opu! = 0za k= 2,...7, uu?, ...u" su konstantne funkcije. Zakljuéujemo da je
u! lokalno funkecija koja ovisi samo o 1. Stovise, ako je Q konveksan, presjek proizvoljnog
pravca s € je otvoren interval, te je u! konstantna na hiperravninama z; = const. koje
presjecaju €. Vidimo da je u odabranom paru baza ug oblika

up(x) = p(x-e1) + C,

Sto nakon inverzne zamjene varijabli i u(x) := ug(x) + Ax daje oblik iz (ii).
Q.E.D.

2. Aproksimativna rjesenja:
Lema 2. Neka je K = {A,B} i nckazaac R", n € R? i\ € [0,1] vrijedi
B-A=a®n, i F=XM+(1-)\)B.
Tada postoji niz (uy) koji je ogranicen u W (Q; R") i takav da na skupu  vrijedi
d(Vug, {A,B})—2—01naQ
ug(x) = Fx na 0Q .
Dem. Uocimo da, nakon translacije koordinatnog sustava, bez smanjenja opc¢enitosti mo-
zemo pretpostaviti da je F = 0. Tada je
A=—(1-XNa®n, B=-)da®n.
Efektivno ¢emo konstruirati niz (ug). Definirajmo funkciju f:[0,1] — R s

[ —(1=Nt, te 0N
ht) '_{)\(t—l), te M,
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i prosirimo je po periodi¢nosti na R. Kako je h(0) = h(1) = 0, prosirenje je neprekinuto.
Neka je sada vg : €2 — R definirana s

Vi(X) :lah(kx n.

k
Kako je po konstrukeiji ispunjeno ||A||j < A(1—A), to niz (vi) uniformno konvergira k nuli.
S druge strane, lako se (ra¢unom) pokaze da za proizvoljne i € {1,...,r}ij € {1,...,d}
vrijedi
0 /
8—953(%)Z = K (kx-n)a;n; ,
gdje jea = (ay,...,a;)in=(ny,...,ng). Stoga je
Vvip(x) =h(kx -n)a®@n,
odnosno

Vv € {da®@n,—(1-XNa®n}={A B}.
Preostaje zadovoljiti rubne uvjete. U tu svrhu odaberimo ¢ € C*>([0,00)) takvu da je
0< <, gp][o 1= 0, ¢lj1,00) = 1 1 definirajmo niz (uy,) s
ug(x) = (k- d(x, 0Q))vi(x) -
Svaka funkcija ug ocito zadovoljava rubni uvjet; provjerimo da vrijedi i zahtjev konvergen-
cije u mjeri:

(Ve >0) hm,u{x € Q:d(Vug, {A,B}) > e} < hmu{x € Q:d(x,00) < ]1} =0.

Konacno, iz definicije funkcije h i distribucijske derivacije slijedi da je niz (ug) ogranicen u
Whee(Q: R")
Q.E.D.

Neka jep € [1,00]1 f : M, xq — R izmjeriva funkcija. Kazemo da je f nul-Lagranzi-
jan ako za proizvoljnu u € W?(Q; R") integral [, f(Vu(x))dx ovisi samo o vrijednostima
koje u poprima na 0f2.

Uoc¢imo da su za takve funkcije f trivijalno zadovoljene Euler-Lagrangeove jednadzbe
(odakle i potjece termin nul-Lagranzijan.

Teorem 1. Neka je s € N, 1 < s < min{r,d} i neka Je M minora tipa s X s.
(i) Ako jep € [s,00), u,v € WLP(Q7 R iu—ve VVO’p(Q7 R"), tada vrijedi

/QM(VU) :/QM(VV).

Specijalno, ako je u(x) = Fx na 0%, vrijedi

/ M (Vu) / M(F
(ii)) Ako je p € (s,00) i ako niz (uy) zadovoljava

up——u u WHP(Q;R"),

tada

®lS

L5 ()

M(Vug) M(Vu) .

10
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Dem.

(i) Dokaz provodimo za r = d = 2 i p = oo, uz pretpostavku da je u(x) — v(x) = Ax
za neku A € Myy2, uz napomenu da se detaljan dokaz moze naéi u [Da 89]. Ovdje
samo ukazujemo na to da zahtjev p > s osigurava integrabilnost minora.

Neka je p € W(l)’OO(Q; R?) i A € Mays. Tada za M = det imamo

/ det(A + Vp(x))dx
Q

:/detAdXJr/detho(x)dx
Q Q

+ /Q(Anawz + A2201p1 — A1201p2 — A2100¢1)dx

gdje smo s A;; oznacili komponente matrice A.
Po Gaussovom teoremu je

/ajgoz‘dX—/ Vi l/de
Q o0

te je posljednji integral jednak nuli.
Nadalje, racunom se lako provjeri da je

/Qdethpz/Qdiv (10202, —p10192)

te je po teoremu o divergenciji

/ detVp = / (0102002, —p10192) - vdS =0 .
Q 09

Zakljucujemo da vrijedi

(Vp € WE(2 R?)) /

det(A + V(x))dx = / detAdx
Q

Q
Q.E.D.

Dakle, minore su nul-Lagranzijani. Stovise, vrijedi puno jaca tvrdnja: afine kombi-
nacije minora su jedini nul-Lagranzijani i jedine funkcije koje imaju svojstvo neprekinutosti
iz tvrdnje (ii) gornjeg teorema.

Lema 3. Neka je Q C R izmjeriv skup, (v;;) niz izmjerivih funkcija koje poprimaju
vrijednosti u R" takav da za svaku izmjerivu funkciju f : R” — R vrijede konvergencije

(i) fovy——a

.. Lo (Q)x*

(i) fovg ——— 8

Tada je a(x) = [(x) (ss x € Q).
Dem. Najprije primijetimo iz pretpostavke (i) slijedi da postoji podniz (koji i dalje oz
nacavamo s (vi)) takav da
fovg— a(ssxe).
oo

Kako €2 mozemo prikazati kao U Wn, pri ¢emu je (wy) rastudi niz skupova konacne mjere,

n=1
dovoljno je pokazati

BXwn (X) = X, (x) (55 x € RT)

11
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pa ¢e tvrdnja slijediti zbog proizvoljnosti j € N. Sada (koristeéi pretpostavku (ii)) teorem
o dominiranoj konvergenciji daje

kh—n>loo 1Fovie =l =0

te, uvazavajudi pretpostavku (ii), slijedi

(Vo € L (wn)) / (a—B)p=0.

Konacno, birajuci proizvoljan izmjeriv skup E' C wp 1 uzimajuci X pX{o—g>0) za test funkci-
je, slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

Lema 4. Pretpostavimo da je r(B — A) > 2 i neka je up : Q@ — R" niz Lipschitzovih
funkcija s uniformno ogranic¢enim Lipschitzovim konstantama, takvih da vrijedi

d(Vug, {A,B})—2—0.
Tada ili Vup—-—A ili Vu,—-—B.

Dem. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A = 0 i da postoji minora

M tipa 2 x 2 takva da je M(B) = 1 (kako je sada r(B) > 2, u suprotnom dijelimo B s

—(IB)). Kako po pretpostavci imamo

min{|Vu|, |[Vu;, — B|}—2—0 ,
to slijedi
Vup, —Blxg,——0 i |[Vuglxo\g,——0,
gdje je By := {x € Q : min{|Vug(x)|, |[Vur — B|} = |Vui(x) — B|}. Time je pokazano i da

(1) Vuk—BXEkL)O .

Nadalje, prijelazom na podniz mozemo dobiti konvergencije

L(Q)x . whp
XE,—0 i Up———u ,

te na osnovu Leme 3, relacije (1) i tvrdnje (ii) Teorema 1 redom zaklju¢ujemo da je Vu =
BO, te .
M(B)xp, ———M(Vu) = M(B)6* .

Zbog M(B) = 1 sada je # = 62, odnosno 6 = g za neki izmjeriv £ C 2. Neka je sada
o0

Q= U wn, gdje je (wy) rastuéi niz skupova konacne mjere. Pokazemo li da za svakin € N
n=1
vrijedi
Vu(x) =0 (ss x € wy) ili Vu(x) =B (ss x € wy)

tvrdnja ¢e slijediti. Zaista, slaba-* konvergencija karakteristi¢nih funkcija na w,, povlaci na-
jprije slabu konvergenciju u L2, a zatim i konvergenciju L?-normi karakteristi¢nih funkcija,
te slijedi jaka konvergencija u L2, odnosno, kako je rije¢ bas o karakteristi¢cnim funkcijama,
jaka konvergencija u L', sto, kona¢no daje konvergenciju u mjeri. Dakle, vrijedi

Vug — BXEL)O na wy ,

Sto, uz pomo¢ Leme 3, daje
VukL)Vu na wy .
Preostaje primijeniti argument iz Leme 1 na skup wy,.
Q.E.D.

12
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3. Zadaca s jednom potencijalnom jamom

U ovom odjeljku pratimo [Ki 88].

Lema 5. Neka je f : Mg — R definirana s
f(F) := |F|? — cqdetF |

pri ¢emu je cq = d%. Tada vrijedi
(i) (VF € Mgxa) f(F) >0
(ii) f(F) =0 ako i samo ako postoji A > 0 i Q € SO(d) tako da vrijedi F = \Q.
Dem. Najprije uoéimo da vrijedi |F|? = tr(F7F), pa je |F| invarijatna za pripadni linearni
operator. Stoga je po Binet-Cauchyjevom teoremu
F(F) = t2(F"F) — d2 (det(F7F))2

te je za simetricnu matricu A := F™F dovoljno pokazati nejednakost

(trA)% — d%(detA)? >0,
ili, ekvivalentno,
A
() “(d ) > (detA)t

Kako je A simetri¢na, a trA i detA invarijantni za pripadni hermitski operator (pa su mu
svojstvene vrijednosti realne), to bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je

A= diag()\l, e ,)\d) .
Nadalje, kako za proizvoljni x € R% imamo
Ax x=FFx-x=Fx-Fx >0,

to je A pozitivno definitna, te je pripadni operator pozitivan, odnosno vrijedi Ay, ..., \g =

0. Sada (2) postaje nejendakost za aritmeticke i geometrijske sredine (isp. [HLP 34])
A oo A
AT S (- A

d

i tvrdnja (i) slijedi.

Neka je sada f(F) = 0. Uz oznake kao i ranije tada vriijedi

AL+ A B
e

te slijedi (isp. [HLP 34]) Ay = --- = Ay = ¢ > 0. Dakle je A = oI, odnosno F'F = oI

Ako je o = 0, za proizvoljni x € R% imamo

(A= Ag)d

Fx?=FFx-x=0,
pa je F = 0, sto u ovom specijalnom sluc¢aju daje tvrdnju (ii). Ako je pak o >0, tada iz
Q = \/LEF imamo QQ™ =1, teje F = AQ uz A := /o > 01 Q € O(d). Stovise, kako
iz definicije funkcije f slijedi da svaka njena nultocka ima nenegativnu determinantu, to

vrijedi detF > 0 i stoga renormalizacijom imamo Q € SO(d).
Q.E.D.

13
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Teorem 2. Pretpostavimo da vrijedi
Vu(x) € SO(d) (ss x € ) .
Tada je Vu konstanta i vrijedi reprezentacija
u(x) =Qx+b,

gdje sub € R? i Q € SO(d) konstante.
Nadalje, ako je (uy) niz koji je ograni¢en u W (Q; R") i koji zadovoljava

d(Vug, SO(d))—E—0
tada za neku matricu C € Mgy g vrijedi

Vup—-—C .

Dem. Da pokazemo prvu tvrdnju, primijetimo da za proizvoljnu Lipschitzovu funkciju
u: RY — RY vrijedi
divcofVu =0,

gdje je s cof F oznacen kofaktor matrice F. Tocnije
(COfF)Z”k = (—1)i+kAi’k ,

gdje je A; ) determinanta kvadratne matrice (d — 1)-og reda dobivena iz F ispustanjem
k—tog stupca i i—tog retka. Prisjetimo se da za proizvoljnu A € My, 4 vrijedi relacija

A(cofA)” = (cofA)" A = (detA)T .

Na taj nacin za A € SO(d) vrijedi cof AT = A~! = A7, Kako je, dakle, cof F = F za
F € SO(d), to je u harmonijska, te stoga klase C* na pripadnoj domeni Q C R%. Stovise
vrijedi |Vu(x)|? = d, gdje je

IF|? = tr(F"F) = i F .
ij=1
Zaista, zbog invarijantnosti traga bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je
Vu(x) = diag(A1(x), ..., A\g(x)) ,
gdje je A\(x) =01 |\;(x)| = 1, te je [Vu(x)[* = d. Vidimo da je sada
2|VVul> = A|Vu* = 2Vu-VAu =0,
te je Vu konstanta. Time je pokazano da postoji Q € SO(d) takav da vrijedi
Vu(x) =Q (ssx€ ),

odnosno

u(x) =Qx+b(ssxe),
za neki konstantni vektor b € RY.

14
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Prijedimo sada na dokaz druge tvrdnje. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pret-
postaviti da vrijedi

1,00>|<

ug u.

Iz prethodne leme slijedi da je finkcija f : Myxq — R definirana s
F(F) := |F|? — d?detF
nenegativna, te da uz K := SO(d) vrijedi
feCh (M R) .
Stoga prema Teoremu 1.1 i Lemi 3 zaklju¢ujemo da

f(Vug)

L%

0,

a prema Teoremu 1

/detVuk(x)dx—>/detVu(x)dx
Q Q

te vrijede nejednakosti

()—hmmf/ f(Vug(x
zliminf{/ \Vuk(x))ddx—dg/detVuk(x)dx}
Q Q

k—>00
2/|Vu(x))ddx—dg/detVu(X)dx:/Qf(Vu(x)dx>O.

Stoga je f(Vu(x)) =0 (ss x € §2), i posebno

1iminf/|Vuk |ddx—/|Vuk )|%dx .

k—o00

Iz Vuy Vu zakljuc¢ujemo da vrijedi Vug —> Vu, i zato

Vu,—-—Vu .

S druge strane, kako je Vu nultocka za f, (za alternativni argument vidi Teoreme IV.10 i
IV.11) to prema prethodnoj lemi slijedi da je

Vu(x) = A(x)Q(x) (ss x € Q) ,
gdje je Q(x) € SO(d) (ss x € Q).
Nadalje, nejednakost trokuta daje
d(A(x)Q(x), SO(d)) < d(A(x)Q(x), Vug(x)) + d(Vug(x), SO(d)) (ss x € ) ,

te zbog kompaktnosti skupa SO(d) i ¢injenice da iz konvergencije u mjeri slijedi egzistencija
skoro svuda konvergentnog podniza koji konvergira k istom limesu, imamo zakljucak

Ax)Q(x) € SO(d) (ssx € Q) .

Stoga je Vu € SO(d), te je prema prvoj tvrdnji teorema Vu(x) = C (ss x € Q). Time je
pokazano da vrijedi
Vu,—t—C.

Q.E.D.

15
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4. Zadaca triju i cetiriju gradijenata

U ovom odjeljku donosimo kratak osvrt na slucaj troclanog i ¢etveroclanog skupa K.
Ovi rezultati su jos uvijek tesko dostupni u literaturi (isp. [Zh], [Sv 91b]).

Teorem 3. Neka je K = {A1, Ay, A3} i pretpostavimo da vrijedi r(A; — Aj) # 1.
(i) Ako je Vu(x) € K (ss x € ), tada je Vu konstanta skoro svuda.
(ii) Nadalje, ako je (uy) niz ogranicen u W (€; R") koji zadovoljava

d(Vuy, K)—"—0,
tada za neku konstantnu matricu C vrijedi

Vuk#C ,

"

Sljededi primjer pronaden je nezavisno od strane vise autora (isp. [AH 86], [CT 93],
[Ta 93]) i on pokazuje da se mikrostrukture formiraju i u sluc¢aju kada matrice skupa K
nisu povezane ranga 1. Za sada nije poznato postoji li drugi takav kontraprimjer.

Lema 6. Neka su Ay, Az, As i Ay 2 X 2 dijagonalne matrice takve da vrijedi A; =

—Aj3 = diag(—1,-3), A2 = —Ay4 = diag(—3,1). i neka je K := {A1, Az, A3, Ay}. Tada

jer(A; — Aj) # 1, ali postoji niz (ug) koji je ogranicen u Wh>(; R") i koji zadovoljava
d(Vug, K)—2—0,

a da (Vug) ne konvergira u mjeri.

16
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1. Osnovni teorem o Youngovim mjerama i primjene u varijacijskom racunu

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da obi¢no postoji vise razlicitih minimizirajué¢ih
nizova za odgovarajuci varijacijski problem. U skladu s komentarima u prethodnom odjelj-
ku, zanimat ¢e nas pitanje mozemo li opisati makroskopska svojstva svih minimizirajuc¢ih
nizova ne vodeci racuna o njihovom konkretnom obliku i njihovim svojstvima koja su
nevazna za nasa razmatranja. Pokazuje se da je ovo pitanje usko povezano s pojmom
poopcéenog rjesenja varijacijske zadace koja ne dopusta klasicno rjesenje. U ovom odjeljku
stoga navodimo osnovni teorem o Youngovim mjerama, koji je u posljednje vrijeme postao
vazan alat u varijacijskom racunu opcenito, a osobito za probleme koje mi ovdje proucava-
mo. Radovi o Youngovim mjerama su brojni, ali jos uvijek uglavnom tesko dostupni i
nesistematizirani. Na ovom mjestu dajemo samo neke komentare na glavni teorem koje
¢emo efektivno koristiti. Za potpuniji prikaz vidi [NB] .

Teorem 1. Neka je Q C R? izmjeriv skup i u, : Q@ — R” niz izmjerivih funkcija takvih
da vrijedi

(3C > 0)(Vn e N) / g(Jun(x))dx < C |
Q
pri ¢emu je g : [0, 00) — [0, 00| neprekinuta i neopadajucéa funkcija koja zadovoljava

li t) =00.
Jim o) = o0

Tada postoji podniz niza (uy) (koji isto oznacimo) i familija vjerojatnosnih mjera
(vx)xeq sa svojstvom:

Ako je : QxR" — R Carathéodoryjeva funkcija takva da je niz (1(x, un(x))) slabo
predkompaktan u L1(€Q), tada je pripadni limes funkcija ¢ : Q@ — R zadana formulom

P(x) = »(x, N)dvx(A) .

RT

Za dokaz vidi [Pe 97].

Za familiju vjerojatnosnih mjera (vx)xecq u gornjem teoremu kazemo da je Youngova
mjera generirana (pod)nizom (uy,).

Primijetimo da je familija (vx)xeq jednoznaéno odredena ako provjerimo da za takvu
familiju umjesto uvjeta iz teorema vrijedi sljedeci slabiji uvjet:

L)

(Vo € Co(R") poup —— 5,
gdje je ¥ definirana s
P = [ ey .

Ovo je posljedica ¢injenice da je skup

={p®f:peLNQ),feCoR")}

gust u L1(©; Co(R")), gdje je s x — (o ® f)(x) oznaceno preslikavanje x +— p(x) f.
Uoc¢imo da je gornji teorem iskazan u puno vecoj opcenitosti nego sto to zahtijevaju
primjene koje nas ovdje zanimaju. Nama ¢e od posebnog interesa biti slucaj g(t) := tP za
p € [1,00). Stovise, mi ¢emo se redovito baviti primjenama gornjeg teorema na situacije u
kojima iz prirode problema znamo da niz (u,) zadovoljava i neka dodatna svojstva.
Stoga dokazujemo samo sljedeéu verziju gornjeg teorema (isp. [Mii 98]):
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Neka svojstva Youngovih mjera

Teorem 2. Neka je Q C R? izmjeriv skup konacne mjere i neka su u,, : Q — R” izmjerive
funkcije. Tada postoji podniz niza (uy) (koji i dalje isto oznacujemo) i slabo™ izmjerivo
preslikavanje v : @ — My(R") tako da vrijedi

(1) vx 20, vl pmymr) = f1§oT dvx <1 (ssx € Q)

(2) (Vf € Co(R") fou, —L=TF, gdje je Flx) = M@ Vi, f o)

(3) Ixllpmymry =1 (ssx€Q) <= limp_eosup,enp{x € Q: |up(x)[ 2 R} =0.
(3a) ako je K € K(R"), tada

d(un,K)Lﬂ) —  supprx C K

Stovise, uz pretpostavku (3) vrijedi i obrat.
(3b) Uz pretpostavku (3) vrijedi: ako je
(i) A C Q izmjeriv podskup,
(ii) f € CR),
(iii) f o u, slabo predkompaktan u L'(A),
tada L
L (A —
f O up # f )
gdje je, kao ranije, f(x) = [o f(A\)dvx(A)dA
Dem. Dokazat ¢emo tvrdnje (1), (2) i (3) redom. Detaljan dokaz ostalih tvrdnji moze se
na¢i u [Me66] i [Ba89].
Definirajmo preslikavanja Uy (x) := dy,, (x)-
Tada je U, € L. (2; My(R")), odnosno U, je slabo-* izmjerivo i ograni¢eno pres-
likavanje iz  u Mp(R"). Klasi¢ni teorem dualnosti (vidi, naprimjer, [Ed 65], str .588, [IT
69], str. 93, [Me 66], str. 224) daje

LS (2 My(R7)) = LY(Q; Co(RT))

(uz dualno sparivanje (1, 9) = [o am, @) #(X), 9(X) )oo(rr)dx), te primjenom Banach-
Alaouglu-Bourbakijevog teorema dobivamo egzistenciju podniza niza U, (uz istu oznaku)
takvog da vrijedi

Unéu
u prostoru Lz, (©2; My(R")). Kako je [[Un(x)| p4,() = 1, to zbog poluneprekinutosti odoz-
do norme s obzirom na slabu- konvergenciju imamo [|vx/| v, ) < 1 (ss x € €2) . Time je

pokazana tvrdnja (1).
Nadalje, ako kao test funkcije koristimo elemente prostora L (€2; Co(R")) oblika p® f
x — ¢(x) f, zakljuéujemo

/ 0 (30)  (un () )dx — / () (v, fdx
Q Q

te zbog proizvoljnosti ¢ € LY(Q) slijedi

(Vf€Co(R) fouy DT

i tvrdnja (2) slijedi uz f(x) := (v, f).
Odabirom nenegativnih funkcija f i ¢ slijedi vx > 0 (ss x € Q).
Za dokaz tvrdnje (3) dovoljno je pokazati da vrijedi

(Vf € Co(R\K)) (v, f) =0
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Varijacijski modeli mikrostruktura

U tu svrhu, neka je € > 0 proizvoljan. Kako je za proizvoljni otvoren skup U C R"
Co(U) ={p e CU): (Ve > 0)(FK: € KU)) lexv\k.l <€},

to postoji kompakt K. C R™\K takav da je [f|x®\ k)\ k. < € Preslikavanje H : K. —
R{ definirano s

f(y)
d(y, K)

H(y) :==

je (uniformno) neprekinuto, te postoji pozitivna konstanta C; takva da je

(Vye Ko) |f(y) < Cedly, K) .

S druge strane je | f|xr~\ (k.uk) < € fXK = 0, odnosno
[fY)] < e+ Cedly, K) .

Sada je
(1] = &)™ (un(x)) < Ced(un(x), K)

i po pretpostavei zakljuéujemo da postoji podniz niza (uy) (koji isto oznacimo) takav da
je
(goun)(x) = (|f] =) (un(x)) — 0 (s x € Q).

Zbog pretpostavke 1(€2) < oo mozemo primjeniti teorem o dominiranoj konvergenciji , te,
uzimajudi u obzir (1), vrijede konvergencije

LY(Q
.gouﬁ/#>07

L®(Q)x  _
goup, — ¢ .

Jedinstvenost gomilista daje

(Ve > 0) /Q(|f| — ) F(\)drx(\) =0 (ss x € Q) .

Iz proizvoljnosti € > 0 jos jednom uz pomo¢ teorema o dominiranoj konvergenciji zakljucu-
jemo (v, |f]) =0 (ss x € Q), i, kona¢no (vx, f) =0 (ss x € Q).
Q.E.D.

Napomenimo da vrijedi i obrat Teorema 2:
Svako slabo-#* izmjerivo preslikavanje v : @ — M;(R") generirano je nekim nizom
izmjerivih funkcija u gore navedenom smislu.

Trebat ¢e nam i sljedeca posljedica Dunford-Pettisovog teorema kompaktnosti (isp.
[Pe 97])):

Lema 1. (Kriterij slabe kompaktnosti u L') Neka je Q C R? izmjeriv skup i (u,)
ogranicen niz u L'. (u,) je slabo predkompaktan u L' ako i samo ako vrijedi

(0) lim sup/ lgj(x)|dx =0
R—0pneN J{|un|>R} ’ |
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Neka svojstva Youngovih mjera

Dem. Primijetimo da vrijedi

WX € Q: Jun(x)] > k) < / 1< [t

(%€ Jun (x)| >k} /{xeﬂzun(x)|zk} k

< [lbdlg < L
=,k =%

Stoga, za dovoljno veliki k, gornje postaje po volji maleno, uniformno po n € N. Zbog
ekviintegrabilnosti vrijedi

/ lup (%) dx < e,
{x€Q:|un(x)|>k}

uniformno po n, pa slijedi (0).
Obrnuto, neka vrijedi (0), te neka je zadan € > 0. Tada postoji kg € N, takav da
vrijedi

|un (x)] dx <

DO | ™

/{XEQ:|Un(X)|Zk}

zasve n € Nisve k > kyg. Uzmimo § := ﬁ, te neka je E C ) takav da je u(F) < 0.
Tada vrijedi

/|un(x)|dx:/ |un(x)|dx+/ (%) dx
E En{xeQ:|un(x)|<ko} En{xeQ:|un(x)|>ko}

SkoM(E)+%<€,

stoga je niz (u,) ekviintegrabilan, i tvrdnja slijedi iz Dunford-Pettisovog teorema.
Q.E.D.

Korolar 1. Uz pretpostavke Teorema 2 vrijedi

Up—r—u = vy = Sux) (s x € Q).

Dem. Da pokazemo nuznost, najprije uo¢imo da uz pretpostavku Up— 2 slijedi
(VfeCy(R") foup——fou.
Zaista, kako vrijedi Co(R") = Cl} . Cc(€), to odabirom funkcije f, € Cc(R") takve da
vrijedi || f — anLoo(Rr) < § zakljucujemo:
p{x e | f(un(x) = f(2(x))] > e} < p{x € Q: [f(un(x)) = fu(un(x))|
+ [ fn(un(x)) = fu(u(x))[ + [ fu(u(x)) = f(u(x))] >}
€

S pix € Qx| fu(un(x)) = falu(x))] > 3)

S px € Q: fun(x)) —u(x))| > 6},
gdje posljednja nejednakost (uz € i ¢ kao u definiciji neprekinutosti za f,) slijedi iz uni-
formne neprekinutosti f,,. Kako takoder vrijedi lim.__,9 0. = 0, to je nuznost pokazana.

Neka je sada vx = 0y(x) (ss x € 2). Tada je ispunjen uvjet (3) iz Teorema 2, te je niz
(up) uniformno intergabilan, odnosno vrijedi

lim sup pu{x € Q:|u,(x)| > R} =0.

R—00 peN
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Varijacijski modeli mikrostruktura

S druge strane Teorem 2 povlaci konvergenciju

(VfeCo) fou, fou,

te je, specijalno, niz f o u, ogranicen u L'(2). Nakon ovih opservacija, u moguénosti smo
na temelju Leme 1 zakljuéiti da je niz (f o uy,) slabo predkompaktan u L'(€), te Teorem
2 daje 1

(VfeCo(R")) foup fou.

Tvrdimo da za svaku jednostavnu funkcije w : 2 — R vrijedi

o0

(Ve > 0) h%?pMXGQ:M@Q—w&ﬂ>d<{x€9ﬂﬂ@—w&ﬂ>%}

U tu svrhu, neka je w := 224:1 agxA,- Fiksirajmo k € {1,..., M} i funkciju fi, € Co(R")
definiranu s fi(y) = ¢(ly — ax|), gdje je ¢ € CC(R(J{) takva da vrijedi 0 < ¢ < 1,
©X[e,00) = L ©X[0,5) = 0 Koristec¢i ¢ := 1 kao test funkciju imamo zakljucak

limsup pu{x € Q: |up(x) —a| > ¢} < hmsup/ dt
n {xeQ:|up(x)—a|>e}

n

N / (Jun(t) — ag|)dt
{x€Q:e>|un(x)—al>5}

—timsup | olun () ~ ar))dx
Q

n

— [ #llutx) - a)ax
Q

<puf{xeQ:|u(x )—ak]>5}
+p{x e Q: —<\(%wm<d

:M{X692|U(X)—ak|>§}.

Sada se lako provjeri da vrijedi zeljena tvrdnja. Stoga je za proizvoljnu jednostavnu funkciju
w

limnsup,u{x €0 jup(x) —u(x)| >e} < hmsupu{x €0 Jup(x) —w(x)| > %}
+p{x € Q:|w(x) —u(x)| > g}
L2u{x € Q: |u(x) — w(x)| > Z} .

Na kraju, biranjem niza (w,,) takvog da vrijedi wy,(x) — u(x) (ss x € Q) (sto, zbog pret-
postavke p(€2) < oo 1 Egorovljevog teorema daje i konvergenciju u mjeri), slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

Nepostizanje ekstrema u varijacijskom racunu

U ovom odjeljku pratimo [Ra 96]. Na primjerima uocavamo vezu izmedu Youngovih
mjera i pojma aproksimativnog rjeéenja odnosno miminizacijskog niza.
Lema 2. Ako je I(u fo 2 4 u?)dx, tada vrijedi: inf I(u) = 0, gdje je u €

Wo 4((0,1)), ali ne postOﬂ u € Wo ((0, 1)) takva da je I(u) = 0. .
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Neka svojstva Youngovih mjera

Neka je u € Wé’4(<0, 1)) takva da je I(u) = 0. Tada imamo (u2 — 1) +u? = 0, odakle

slijedi u2 = 1 i u = 0, to je nemoguée. Pokazimo da je inf I(u) = 0. Definirajmo funkciju

2 —
up : [0,1] — R kao

=, xe[O,%]

uO(x)'_{l—x, relb],

i prosirimo je po periodi¢nosti na cijeli R s osnovnim periodom 7' = 1. Za n € N stavimo
u™(z) = grug(4"x). Tada funkcija u™ ima period ¢ i vrijedi

1

(1) [(u”)§24—nHO, kad n — o0 .
Ocito postoji K > 0 sa svojstvom [[u"[| 41y < K. Stoga je neki njegov podniz slabo
konvergentan u L4<O, 1), pa ako na njega primijenimo osnovni teorem o Youngovim mjera-
ma postoji njegov podniz, koji zbog jednostavnosti opet oznac¢imo sa u'*, i postoji familija
vjerojatnosnih mjera v, takva da I(u") — (v, v).

Lako se vidi da funkcije u” imaju derivaciju 1 ili —1 svuda osim u tockama skupa
{# :m € N}. Stoga (u})> — £1  (ss z € [0,1]), odakle slijedi

1
/ (()? = 1) — 0 = supprs € {1, <1} |
0

a jedine takve mjere su oblika A\(z)d_1+ (1 —A(x))d1, gdje je A proizvoljna funkcija. Znamo
da vrijedi

v(x) = (Vg,id) = /RTde(T) =Ax)(=1) + (1 =X2))(1) =1 —2\(x)

S druge strane, teorem o Youngovim mjerama daje

u"(z) = /Ox W ()T — /Oxv(T)dT =0

ako uvazimo relaciju (1), sto dalje povlaci
1
0:1—)\(1:):>/\:>\(:c):§.

Buduéi da svaki minimizirajué¢i niz generira Youngovu mjeru, to je v, = %(5,1 + %51, i
tvrdnja je dokazana.

Ovaj rezultat ima sljede¢u vjerojatnosnu interpretaciju: Optimalna funkcija koja r-
jesava prethodni problem je Radonova mjera %(51 + 6_1) koja poprima vrijednost +1 s
vjerojatnoséu %, —1 s vjerojatnoscu %, dok su joj derivacije +1.

Zanimljivo je napomenuti da su funkcije v sumandi reda funkcija > o u™(x), koji
na R konvergira ka Van der Waerdenovoj funkciji, koja je primjer funkcije neprekinute u
svakoj tocki, ali koja nema derivaciju nigdje na R. Sli¢no se pokazuje i sljedeéi klasi¢ni
rezultat:

Teorem 3. Neka je Q:=1[0,L] x [0,1] i J: Wé’4(Q) — R funkcional definiran s
J(u) := /(u?c + (ul = 1)%)dady .
Q

Tada je infJ(u) = 0, ali ne postoji ug € W(l)A(Q) takav da je J(ug) = 0.
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Dakle vidimo da minimizirajuéi nizovi op¢enito mogu imati losa analiticka svojstva.
Kao sto je veé receno, jedna od prednosti Youngovih mjera sastoji se u ¢injenici da medu
svojstvima svih minimizirajué¢ih nizova klasificiramo samo ona koja su nam vazna.

Sljedeca dva korolara ilustriraju prednosti Youngovih mjera. Na primjer, moguénost
dobivanja rezultata poluneprekinutosti odozdo ne samo za integrande oblika [ f(Vu(x))dx
vel 1 za integrande oblika [ f(x, u(x), Vu(x))dx.

Korolar 2. Neka je Q C R? izmjeriv skup konacne mjere i neka niz zj, :  — R
generira Youngovu mjeru (Vx)ycq, 1 neka vrijedi pretpostavka (3) iz Teorema 2. Neka je
f:QxR" — R" Carathéodoryjeva funkcija i neka je (f~(-,zi(+)) slabo predkompaktan
u LY(Q). Tada vrijedi

liminf/Qf(x, zk(x))alxk/Q RTf(X, A)dvg(N)dx .

k—so00
Ako je, §tovise, niz funkcija x + | f|(x, zx(x)) slabo predkompaktan u L}(Q), tada vrijedi

Fez() 20T Fe) = [ N () |

Rr

Dem. Neka je najprije f > 0. Pretpostavimo da takoder vrijedi
(FR>0) f(x,\)=0(ssxeQ).

Po Scorza-Dragonijevom teoremu(varijanta Luzinovog teorema) postoji rastudi niz kom-
paktnih skupova Q; takvih da vrijedi ; C Q, p(Q\Q;) — 01 fxo;xrr — R je
neprekinuta. Definirajmo funkcije F' : @ — Co(R") s Fj(x) := xq,(x)f(x,). 1z dokaza
Teorema 2 znamo da vrijedi

*

5Zk(') v,

te je stoga, zbog nenegativnosti funkcije f,

k—o0 k—o0

liminf/f(x,zk(x))dx2 lim xo; (%) f(x, zx(x))dx =
Q Q

lim <5zk(x)aFj(X)>dX:/Q<VXaFj(X)>dX:/Q_ o f(x, N dvg(N)dx ,

k—o0 J

odnosno, primjenom teorema o monotonoj konvergenciji,

k—o0

liminf/Qf(X, z;dx))dx}/Q - F(x, N)dvx(N)dx .

Neka je (1;) monoton niz C°(R") koji tockovno konvergira k 1. Za proizvoljnu f > 0
definiramo niz f; := fn;. Tada po pokazanom, zbog pretpostavke (3) primjenom teorema
o monotonoj konvergenciji i na niz f; vrijedi tvrdnja teorema. Isti argumenti daju tvrdnju
i za f ogranicenu odozdo. Za opcenitu f i M > 0 definirajmo

hi(x) = f(x,ze(x)) = b (x) = by (%), far(x) == max(f(x, A), = M) .

Sada zbog Leme 1 slijedi

(Ve >0)(IM >0) sup/ hy (x)dx < €.
keN Jh =M
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Neka svojstva Youngovih mjera

S druge strane, lako se uvrstavanjem provjeri da vrijedi
max(hyl (x) =y (x), =M) < by (%) = by (%) - <y (%)

odnosno
P (%25 (%)) = by (%)X - < (%) < (0 26(%) -

Sada je

liminf/ f(x,z(x))dx > liminf/ favr(x,zg(x))dx — sup/ h, (x)dx
Q Q hy =M

k—>00 k—>00 LeN

> lim inf/ f(x,zp(x))dx — e > / far(x, N)dvg(N)dx — e,
Q QJR"

k—>00
i tvrdnja slijedi zbog proizvoljnosti od € > 0.
Q.E.D.
Korolar 3. Neka suu; : Q@ — R, vj : Q@ — R’ nizovi izmjerivih funkcija, neka (v;)
generira Youngovu mjeru (vx)xeq 1 neka uj(x) — u(x) (ss x € Q).
Tada niz (uj,v;) generira Youngovu nijeru X = dy(x) ® Vx.

Dem. Za pocetak uoc¢imo da je skup

G :={p®@1,peCy(R"),1 e Co(R)}

gust u Co(R" x R"). Stoga je dovoljno pokazati da vrijedi konvergencija

Lo (Q)x*

(¢ @) (uj,vy) (du(y @V, 0 @) .

Neka su stoga ¢ € Co(R") 1 ¢ € Cyo(R") proizvoljne. Teorem o dominiranoj konvergenciji
i aproksimacija funkcijama iz C.(€2) daju
1 L' ()
(Ve L°(Q) ne(uj)—np(u) .
S druge strane po pretpostavci imamo

(o) =

Konacno, mozemo zakljuciti

Ea E(X) = <VX7¢> :

n%n/gn(gm@b)(uj»w) :ligl/QW(Uj)MVj)

:/QTISD(U)E:/977<(5u(x),c,z7(x)><yx,¢>dx7

te tvrdnja slijedi iz definicije tenzorskog produkta mjera.
Q.E.D.

Neka je sada f : Q2 x R" x M,vq — R nenegativna Carathéodoryjeva funkcija.
Upravo pokazan rezultat mozemo primijeniti na problem karakterizacije takvih funkcija f
za koje je preslikavanje I : WHP(Q; R") definirano s

I(u) ::/Qf(x,u(x),Vu(x))dx
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. . ) . L. WhP(QR"
slabo nizovno poluneprekinuto. Zaista, ako definiramo v; := Vu;, pri ¢emu u; WHERY) u

imamo (prijelazom na podniz) u; — u skoro svuda na 2. Stoga vrijedi

’

limninf/Qf(x, Uj(x),Vuj(x))dx2/Q/Rd o F(x,u, A)ddy ) (1) ® dvg(A)dx

:/f(x,u(x),)\)dyx()\)dx.
Q

Dakle se dokaz slabe poluneprekinutosti svodi na verificiranje nejednakosti
| aan3) > g(Tu(0) = gl(wsid)
rxd

uz g(A\) := f(x,u(x), A), pri ¢emu su prva i druga varijabla fiksirane.
Ovaj problem upucuje na vaznost proucavanja Youngovih mjera generiranih nizovima
gradijenata W'P—funkcija. Tome problemu vratit ¢emo se u slijedeéem poglavlju.

Prije nego li nastavimo nasa razmatranja, primijetimo da smo u dokazu Teorema 2
bitno koristili pretpostavku da je €2 kona¢ne mjere. Medutim, ta pretpostavka nije nuzna,
kao sto slijedi iz Teorema 1. Takoder su mogucée generalizacije u drugom smislu. Prim-
jerice, prostor mjere (R", B(R"), 1) moze u iskazu teorema biti zamijenjen proizvoljnim
lokalno kompaktnim topoloskim prostorom opskrbljenim Radonovom mjerom f. Tvrdnja
napomene zahtijeva da i nema atoma.

2. Homogenizacija i lokalizacija Youngovih mjera

Na sljede¢im stranicama bavit ¢emo se nekim netrivijalnim svojstvima Youngovih
mjera. Glavna referenca za narednih nekoliko teorema je [Pe 93].

Kazemo da se niz skupova (F;) prikladno suzava k tocki a € R? ako vrijedi
(Fa>0)(Vie N)3r >0)(E; C K(a,r;) pE) > ap(K(a,r;)) &  lim 7, =0.

1 —00

Kazemo da je familija otvorenih skupova A = (A))xcp Vitalijev pokriva¢ skupa
Q) C R? ako za svaki a € Q postoji niz skupova A; u familiji A koji se prikladno suzava k
tocki a.

Teorem 4. Neka je Q C R? otvoren i ogranicen skup. Tada postoji prebrojiva familija
A = (A))xen koja je Vitalijev pokrivac za .

Dem. Neka je B C R? proizvoljna kugla takva da je Q C B. Za fiksirani k € N, k > 1,
konstruirajmo familiju skupova Ay, s

A ={a+eQlacacen@ak)
gdje je

D(a, k) :={e(a, k) € (0, %> rat+eQC ).
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Neka svojstva Youngovih mjera

Tvrdimo da je familija Ay Vitalijev pokriva¢ za skup 2. Neka je a € Q proizvoljan, i
e € D(a, k). Tada uz o := Wg’% iz translatorne invarijantnosti Lebesgueve mjere slijedi
relacija

(Vae RY)(Ve>0) pula+eQ)=au(a+eB),

odakle zaklju¢ujemo da se za proizvoljan niz (&;) u D(a, k) sa svojstvom

,lim E; = 0
1—>00
niz E¥(a) := a + ;Q prikladno suzava k tocki a € €.
Konaé¢no, odabiruci prebrojiv gust podskup G C 2 te definirajudi

A = {a+ 5iQ}a€Q,€i€D(avk) ’

dolazimo do prebrojivog Vitalijevog pokrivaca za skup (2.
Uoc¢imo da iz gornje konstrukcije slijedi da elemente Vitalijevog pokrivaca mozemo
odabrati tako da budu po volji malenog dijametra, odnosno po volji malene mjere.
Q.E.D.

Korolar 4. Neka je Q C R otvoren i ogranicen skup i A = (Ay)xep proizvoljan Vitalijev
pokrivac za 2. Tada za svaki § > 0 postoji prebrojiva podfamilija u parovima disjunktnih
skupova (Ay,) takva da vrijedi

pO\JAy) =0 & (VieN) u(dy) <5
=1

Za dokaz vidi [EG 92].

Sljedeca lema je posljedica gornjih klasi¢nih verzija Vitalijevog teorema o pokrivanju:
Lema 3. Neka je p € [1,00), % + % = 1, neka je Q C RY otvoren i ogranicen skup takav
da je p(0) = 0, te neka je N C Q takav da je u(N) = 0. Neka je ryp : Q\N — R*
proizvoljan niz preslikavanja, te neka je f; € LP(2) proizvoljan niz.

Tada postoji prebrojivo tocaka ay, ; € Q\N i prebrojivo strogo pozitivnih brojeva ey, ;
tako da je ispunjeno:

(1) (Vk,i € N) ep; < relag;)

(2) (Vk‘ € N) 11 # ig = {alml + 61437,'1@} N {ak,m + 5k,i2§} =0
(3) Q= J{an,i +eriQ UNk,  u(Ni) =0
=1
(1) (V) EN)VE € LIQ)  Jo €00 f5(x)dx = lmng oo 52, fians) [y oey 0 E(X)X

Dem. Definirajmo

fi(x) = fi(@)Pdx =0} D:=()D;.

j=1

D;,:={aeQ: lim —/
=4 p—0 p(a+ p) Jaypo

Po Lebesgue-Besicovitchevom teoremu o deriviranju slijedi p(Q2\D;) = 01 p(Q2\D) = 0.
Stoga uz A := Q\N zakljucujemo da je familija
1

Fr = Q: A e < ,————
2 {a+eQ):ac A e <ri(a) )

/ () — f@)Pdx < S 1<j <k}
atef k
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(uz a +Q C Q) Vitalijev pokrivaé za A.
Naime, lako se vidi da se za proizvoljnu tocku x € A niz (koji zadovoljava sve uvjete

iz definicije 73) (x + 1 Q) uz a := % prikladno suzava k tocki x.

Stoga po Teoremu 4 postoji prebrojiva potfamilija u parovima disjunktnih skupova
koja je takoder Vitalijev pokrivac. Preciznije, mozemo pisati

A= U{akl+5kZQ}UNk> Nk)—O

odnosno

o0
Q:= U{ak,i T UNk , m(NE) =0,

Odaberimo proizvoljnu € € L4(Q2) i k > j. Tada, koriste¢i Holderovu nejednakost za
integrale i nizove respektivno, zakljucujemo

| /Q £(x) f(x)dx — ; fi(ar) / £(x)dx]

= |§ / o SO = 2 o) [ g Ee
SIS [ - e
< g{ [ - ey { [ s Golrax)”
) {§/+Q i = fﬂ(a’“’pdx};{i Lo ()}

Q=
ST

{ Zuem }Hﬂ!m :% {ngz} (€ p”f”m(m'

Nadalje, uocimo da Vrljedl
d Hlagi +egi)

ELi = 9
kit 10(2)

ied - f: mag; +epif2) .
ki — - )
p ()

te je

buduéi da je

o0

D plag + i) = p(Q)
i=1
Time je pokazano da vrijedi

> 1.1 1
|/Qf(x)fj(x)dx— ;fj(ak,i)/ _&(x)dx| < (%)”H(Q)prHLq(Q)

ay jteg, i

Q.E.D.
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Medu najvaznije Youngovih mjera ubrajamo homogene Youngove mjere tj. koje moze-
mo zapisati u obliku v = vk za skoro svaki x € (). Vazno svojstvo Youngovih mjera je da
proizvoljnom Youngovom mjerom mozemo generirati homogenu Youngovu mjeru postup-
kom usrednjavanja (homogenizacije).

Teorem 5. (homogenizacija Youngovih mjera) Neka su 2 i D regularne domene u
RY takve da vrijedi u(09) = u(0D) = 0. Neka je u, : Q — R niz izmjerivih funkcija
takvih da vrijedi

(3C>0)(¥jeN) /Qg<|un<x>|dx <C

pri ¢cemu je g : [0,00) — [0,00) neopadajuéa, nenegativna neprekinuta funkcija koja
zadovoljava uvjet
lim g(t) =00.

t—00

Neka je v = {vx }xeq Youngova mjera pridruzena (pod)nizu uy,.
Tada postoji niz izmjerivih funkcija w; : D — R takvih da vrijedi

sup/ g(Jw;(x)|dx < oo,
D

jEN

i ¢ija je pripadna Youngova mjera (u oznaci ) homogena i definirana s

(T, 0) = ﬁ/ﬂ/rwdyxmdx

Aj = {a + 8§}aeD,eeD(a,j)
¢ini Vitalijev pokrivac za skup D. Po Korolaru 1 postoji prebrojiva potfamilija u parovima
disjunktnih skupova a; ;j + €; € koja je takoder Vitalijev pokrivac¢, odnosno vrijedi

Dem. Familija

o
D= U(ai,j+5i7j§)UNj , H(Nj) =0.
i=1

Slicno kao u prethodnom teoremu racun daje

Definirajmo funkcije w; : D — R s

wj|ai)j+5i7j§(x) = Un(

Sada zbog disjunktnosti skupova a; ; + gi,jﬁ zamjenom varijabli

y = m , dx = 5§{jdy
Ei,j
slijedi
, > X — aw
(VjeN) (Iwy dX—Z 9(un( |dX—Zéu 9(lun(y)ldy
a”JrE”
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_w) o (D)
—-<)éguawwy<c<m-

C(D) i p € Co(R") vrijedi

waxzw—z/ ()€ dx

a; ]+51 7

- Z /Q ggl,j@(un(}’))f(az‘,j +&5y)dy .
i—1

Koristec¢i klasiéni teorem srednje vrijednosti za integrale neprekinutih funkcija za-
kljucujemo da postoje y; ; € 2 takvi da vrijedi

=

=
2l

m

S druge strane, za proizvoljne &

/ o(un(y))é(aij + cijy)dy = &(a;; + é?i,j?i,j)/ p(un(y)) -
0 Q

Kako je Y22, ”,u(Q) u(D), to je izraz

d _
> el (aig + €0, )
integralna suma za Riemannov integral f p&(x)dx. Stoga je

lim /D<p(wj(x))§ dx— 5 )dx lim /gp(un(y))

j—o0 j—00

/5 dx//rwdux

Posljednja jednakost slijedi iz osnovnog teorema o Youngovim mjerama i ¢injenice da je

xa € LY(Q).
/ / A)dvk(N)dx

Dakle, definiramo 1i 7 € M(Q) s

tada vrijedi

(€€ CDN(VeeCo@) tim [ plu)exix = @) [ st
j—Jp D
i tvrdnja slijedi zbog homogenosti 7 i gustoée C(D) u L}(D).

Q.E.D.
Teorem 6. (Lokalizacija Youngovih mjera) Neka su Q i D regularne domene u R?

takve da vrijedi u(02) = u(0D) = 0. Neka je u,, : Q@ — R” niz izmjerivih funkcija takvih
da vrijedi

(3C>0)(VjeN) /Qg(|un(x)]dx <cC

pri ¢emu je g : [0,00) — [0,00) neopadajuca, nenegativna neprekinuta funkcija koja
zadovoljava uvjet
lim ¢(t) = o0 .

t—00
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Neka svojstva Youngovih mjera

Neka je v = {vx }xeq Youngova mjera pridruzena (pod)nizu uy,.
Tada za skoro svaki a € ) postoji niz u : D — R" izmjerivih funkcija takvih da je

sup/ g(Jup(x)]dx < o0,
Q

JEN

a

) upravo homogena (dakle neovisna o x) Youn-

i da je Youngova mjera pridruZena nizu (u
gova mjera Vs.

Dem.
Zbog neprekinutosti ulaganja L!(€2) < M,(Q), pretpostavke teorema i Banach-
Alaogluovog teorema postoji podniz niza (u,) (koji isto oznacimo) takav da vrijedi

My( Qs
gOIunI& 7

gdje je i nenegativna ogranicena Radonova mjera na €. Stoga vrijedi

(V& e Co(22 hm /§ g(Jun(x |dx—/§

Uocimo da iz definicije Co(2) slijedi da za fiksirane a € €21 p > 0 mozZemo naci &, , € Co(£2)
takvu da je

0 < Xa+pD (x) < ga,p<x) < Xa+2pD (x) .

Nakon mnozenja s g(|up|), integriranja po €2 imamo

limsup/f Xa+pD /éap d,u hrnsup/f Xa+2pD )d

Jj—00 Jj—00

Oznacimo li s p d-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru, lako se provjeri da vrijedi

1 _ a+ pD .
lim sup — p /QXaanD(X)dN(X) = (D) lim sup fatpb) _ = w(D)Dyuft ,

p—0 p—0 M(a + pD)

te je stoga (isp [E-G])

lim limsup —/ §(x)Xatpp (X)dx < p(D)Dyji < 00 (ssa € Q).

Pr—0 j 00 P

Definirajmo funkcije 22, : D — R s 2% (x) := un(a + px). Uz standardnu zamjenu

varijabli za proizvoljne & € L®(D), ¢ € Cp(€2) imamo

Yy—a

1
/D A3, 00)€(000dx = — /Q o (Un () Yo € (Y=Y dy

Uz standardnu notaciju, osnovni teorem o Youngovim mjerama daje
voell@) [ cumumiy — [ ey,

te odabirom ¥(y) := Xat,p(¥)§(¥57) slijedi

i [ ey = [ G0
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Sto nakon ponovne zamjene varijabli daje

lim lim /ljcp(z;p(x))é(x)dx = lim [ ®(a+ px){(x)dx .

p—0 j—>00 p—0 Jp

Direktna posljedica Lebesgue-Besicovitchevog teorema o deriviranju (rac¢un) je sljedeca
konvergencija za lokalno integrabilne funkcije f

lim If(a+py) f(a)ldy =0.
p—0
Odmah slijedi
(nel() i [ pla+ mnxix = s [ nxdx,
p—>0 D D

a potom, koristeéi da je f := @ € L>°(Q) takoder slabi -* limes pripadnog niza i gusto¢u
L>®(D) u LY(D), i

T tin [ (a2, (06000 = pla) [ (xix

Na ovom mjestu primijetimo da je Co(2) zapravo zatvara¢ C.(2) u L*-normi, te je kao
takav separabilan. Kako je i L'(Q) separabilan, to uzastponim provodenjem Cantorovog
dijagonalnog postupka redom zakljucujemo: uz ug := z it najprije je

tim [ p(3x))e(x / €(x

j—oo Jp
a onda i

lim ( 2(x))¢(x)dx pla /5

J—>00

uniformno po & iz prebrojivog gustog skupa u L1(Q) i ¢ iz prebrojivog gustog skupa u
Co(€2). Nadalje, primjenom uobicajenog argumenta gustoce vidimo da vrijedi

(o ec@NvE@) tm [ plestix w) | xax

u smislu uniformnog limesa po £ i ¢. Na kraju, uo¢imo li da po konstrukciji vrijedi

pla) = [ o).

tvrdnja slijedi iz napomene 1.
Q.E.D.

Dokaz sljedece korisne leme moze se naéi u [Da 82b].

Lema 4. (Karakterizacija slabe konvergencije u L)
Neka je Q C R? otvoren skup i p € (1, 0.
(i) Ako jep € (1,00), fn——f ako i samo ako su ispunjeni ovi uvjeti:
(a) (3K >0)(Vne N) [ fnllpp < K
(b) limy, o0 [ (fu(x) — f(z))dz = 0 za svaki hiperkub D C ;

Lo (Q)x*
(ii) fn—(éf ako i samo ako su ispunjeni ovi uvjeti:

(a) BK>0)(YneN) |full~ <K ;
(b) lim, o0 [ (fu(z) — f(x))dx = 0 za svaki hiperkub D C Q.

32



Neka svojstva Youngovih mjera

Teorem 7. (McShane) Neka je ) = Hf 1(%, i), [ €LP(Q),1<p<oo. Prosirimo f
po periodi¢nosti na cijeli R?. Neks 1;? { (nx)

(i) Ako jep € [1,00), tada f, fQ x)dx u LP(Q) zan — 0.

(ii) Ako je p = oo, tada f,———f u LOO(Q) za n —> 00.
Dem. Pokazat ¢emo da vrijede uvjeti prethodne leme, iz cega odmah slijedi tvrdnja
teorema. U daljnjem sa | | ozna¢avamo funkciju najvece cijelo.

Korak 1. [o [fa(x)[Pdx = [o |f(nx)Pdx = & [ o |f(x)[Pdx = [, |f(x)[Pdx. Posljed-

nja jednakost vrijedi zbog periodi¢nosti funkcije f. Odavde slijedi || fullyp = [|fll;p- Za
p = oo tvrdnja je trivijalna.

Korak 2. Neka je D C € hiperkub. Tada uz unaprijed danu to¢nost € > 0 postoje
a,eRY a= (al) LB = (Bi)?zl, takvi da uz oznaku a+ €2 := H?Il(ozi—kﬁiai, a;+0Bibi),
vrijedi | ,u( ) — u(a+ BQ)| < e. Dakle, bez smanjenja opéenitosti mozemo pisati:

[ (a0 = Frix= [ (fx) = Prax = g (f(y) - Frdy
D a+pBQ " Jnoa+nBQ
1 — 1 _
== — Py + — — P
o mﬂnmmy) f)dy Sl SR y) — f)dy
1 o B .
- = ~ P ~ P
s ) =Ty S ) Py
- L (F(y) - Frdy .
" Jna+(np—|np|)0
pa slijedi
1 — 1 _
(%) — Fldx| < — — Fldy < = — Tldy .
b T <G [ ) =Ty < o [ 1)~ Tiay

Sto tezi u nulu za n — oo.
Korak 3. Neka je zadan 6 > 0. Definiramo:

_ [ min{d, f(x)}, f(x) =0
gé(X) o { - min{é, —f(X)}, f(X) <0

i hs(x) := f(x)— gs(x). Zbog osnovnog teorema o aproksimaciji izmjerive funkcije jednos-
tavnim funkcijama odozdo vrijedi:

(Ve > 0) (36 > 0) / s (x) |Pdx < g .
Q

Prosirujuéi g i hs po periodiénosti sa © na R% kao u koraku 1. imamo:

/ s (x) [Pdx = / Ihs(nx)[Pdx < = .
Q Q 2

E
/E () Pdx < /E s (nx0)Px + /E js(nx) P < (B 4 =

Zato slijedi

Stoga, ako odaberemo A(e) := 555, slijedi [ | fn(x)[Pdx < €.
Q.E.D.
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Zanimljivo je da se ovaj klasi¢ni rezultat moze dobiti kao korolar sljedece leme, koja
je direktna posljedica teorema o homogenizaciji Youngovih mjera.

Lema 5. Neka su Q2 i D regularne domene u R takve da vrijedi u(02) = pu(0D) = 0 i
neka je f € LP(Q). Tada postoji niz (f;) ¢ije je pripadna Youngova mjera homogena i (za
neprekinutu i ograni¢enu ¢) definirana s

v = L X)ax
7.0) = s [ elrxiax.

Dem. Uz oznake kao u Teoremu 4 definiramo f; : D — R s

X — A

fj(x) = f( > , X E€a;; +€¢7jQ .

€i,j

te tvrdnja slijedi iz Teorema 4.
Q.E.D.

Specijalno, uzimajudi u;(x) := f(j(x —a;) za x € a; + %Q, gdje je

0= Lij(aﬁ %Q)

Vitalijev pokrivac za (), imamo to¢no McShaneovu lemu.

Sada imamo sve pripremljeno za primjenu Youngovih mjera na problem nalazenja
aproksimativnih rjesenja za zadac¢u 3, kao i za neke najpopularnije primjere Youngovih
mjera.
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Varijacijski modeli mikrostruktura
1. Uvod

Za proucavanje Youngovih mjera u kontekstu kristalnih mikrostrukura treba klasifici-
rati Youngove mjere koje su generirane nizovima gradijenata (Vuy,). Zbog prirode problema
koje proucavamo u ovom poglavlju pretpostavljat ¢emo da je Q@ C R ogranicena domena
s Lipschitzovim rubom.

Neka je p € [1,00]. Slabo-* izmjerivo preslikavanje v : © — My(M,q) je WhHP—
gradijentna Youngova mjera ako postoji niz (u,) u WHP(€; R") koji zadovoljava

wlp
Up u,
za p € [1,00), odnosno wheo,
U, —————u

za p = 00, te vrijedi
*
5Vun(4) —V
gdje je, kao i ranije, s ——— oznacena slaba- konvergencija u prostoru Loo (€ Mp(M,5q)).
Uzimajudi u obzir gornju definiciju, zada¢u 2 mozemo reformulirati na slijedeéi nac¢in:

Zadaéa 2’. Za dani skup K C M,,4, karakterizirati sve W —gradijentne Youngove
mjere koje zadovoljavaju
supprx C K (ssx € Q) .

Kao sto ¢e pokazati naredni rezultati, za sada jedina poznata karakterizacija gradi-
jentnih Youngovih mjera (rezultat Pedregala i Kinderlehrera) ukljucuje pojam kvazikon-
veksnosti. Pojam kvazikonveksnosti uveo je Morrey 1952. kao prirodni nadomjestak za
konveksnost u slucaju vektorskih funkcija. Kako je cesto tesko provjeriti da li je funkcija
kvazikonveksna, to je i rezultat Pedragala i Kinderlehrera zapravo samo apstraktna karak-
terizacija i struktura Youngovih mjera koje zadovoljavaju zadacu 2’ jos uvijek je slabo
poznata. Stoga ¢emo ukratko razmotriti razne generalizacije pojma konveksnosti i izloziti
neke (relativno nove) rezultate koji se ti¢u njihovog medusobnog odnosa.

2. Pojmovi konveksnosti

U daljnjem za F € M,...q s M(F) oznacavamo vektor koji se sastoji od svih minora
matrice F i s d(r, d) oznacavamo njegovu duljinu.

Funkcija f: M,y — RU{+o0} je
(i) konveksna ako

(VA B € Mp)(VA € (0,1)) FOA+ (1 \)B) < Af(A) + (1— ) /(B):
(ii) polikonveksna ako postoji konveksna finkcija ¢ : Rd(rd) 5 R U {+0o0} takva da
vrijedi
(VE e M™")  f(F) = g(F,M(F)) ;

(iii) kvazikonveksna u tocki F € M, 4 ako je f € LL (M,y4) i ako za svaki otvoren i
ogranicen skup U C R¢ takav da je p(0U) = 0 vrijedi

(Vo € W™ (U R)) /U F(F + Vip(x))dx > /U F(F)dx
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(iv) kvazikonveksna ako je kvazikonveksna u svakoj tocki.
(v) uniformno kvazikonveksna na M, .4 ako je f € Ll (M,,) i ako za svaki otvoren i
ogranicen skup U C R takav da je u(0U) = 0 vrijedi da postoji v > 0 sa svojstvom:

(VE € Myyg)(V p € WE( RY) /

(F(F + Vo(x) — F(F))dx > / V() dx
U U

(v) konveksna ranga 1 ako za proizvoljni A € (0, 1) vrijedi
(VA,B €M) (r(B—-A)=1) fOAA+(1-3)B) <Af(A)+(1-AN)f(B).

(vi) separatno konveksna ako su za proizvoljnu A € M, ., preslikavanja f;; : R —
RU{+o0}zai=1,...,rij=1,...,d definirana s

fij(t) = f(A+tE; ;)

konveksna, pri ¢cemu je {E;; :i=1,...,7;j =1,...,d} kanonska baza u M, .

(vii) poliafina (kvaziafina, afina ranga 1, separatno afina) ako su funkcije & f polikonveksne
(kvazikonveksne, konveksne ranga 1, separatno konveksne).

(viii) lokalno konveksna (polikonveksna, kvazikonveksna, konveksna ranga 1, separatno kon-
veksna) na M4 ako

(VF € Myxg)(36>0)  flrrs) = 90lkws) -

pri ¢emu je g% : Myxqg — R U {+00} konveksna (polikonveksna, kvazikonveksna,
konveksna ranga 1, separatno konveksna).

Zapocnimo naSa razmatranja citiranjem klasi¢nog razultata (isp. [Da 89)):

Teorem 1. Neka je f : R — R separatno konveksna. Tada je f lokalno Lipschitzova.

Kao sto ¢e biti pokazano u narednim teoremima, ova ¢injenica ima za posljedicu da
je svaka realna kvazikonveksna funkcija lokalno Lipschitzova, te stoga integral u tocki (iii)
gornje definicije ima smisla. Druga vazna svojstva kvazikonveksnih funkcija koja ¢emo vise
puta koristiti u ovom radu bit ¢ée dokazana u slijedecoj tocki. Racunom se neposredno
provjeri da vrijedi sljedec¢e karakterizacija:

Lema 1. Neka je f : M,xqg — R U {400}, A € My, a € R?, b € RY. Definirajmo
¢A:ayb :R—RU {+OO} S

YAaap(t) = f(A+ta®b).

Tada vrijedi: f je konveksna ranga 1 ako i samo ako je 14 1, konveksna za sve A € M,.»q,

acR", beRY .

Uoc¢imo da je, imajuéi u vidu rezultat iz prethodne leme, za C?>-funkcije f dovoljno
provjeriti uvjet 1, . ,(0) > 0.

Lema 2. Nekajed > 2,7 > 2, f: M,xq — RU{+00}. Tada vrijede slijedece implikacije.
(i) f konveksna = f polikonveksna = f kvazikonveksna
(ii) f kvazikonveksna i f < oo = f konveksna ranga 1 = f separatno konveksna

37



Varijacijski modeli mikrostruktura

Dem

(i)

Definiramo li g(F,M(F)) := f(F), vidimo da je svaka konveksna funkcija takoder i
polikonveksna.
Neka je sada f polikonveksna i g kao ranije. Jednostavnosti zapisa radi pretpostavit

¢emo da je r = d = 2. Koristeéi rezultat da su determinante nul-Lagranzijani (vidi Teorem
1), Gaussov teorem i Jensenovu nejednakost imamo

1 1
w(U) /U J(A+Vp(x))dx = o) /U g(A + Vo(x),det(A + Vo(x))dx >

1 1
g(m /U(A + Vp(x))dx, M/Udet(A + Vp(x))dx) =

1
g(m /U(A + Vp(x))dx,detA) = g(A,detA) = f(A),

gdje je p € W(l)’oo(U :R") bila proizvoljna. Time je pokazana da je svaka polikonveksna
funkcija i kvazikonveksna.

(i)

38

Tvrdimo da je svaka kvazikonveksna funkcija ujedno i konveksna ranga 1. U tu
svrhu, neka su A, B € M, .4 proizvoljne matrice takve da je r(B—A) = 1, i neka ja za
fiksirani A € (0,1) F := AA +(1—X)B. Odgovaru¢im odabirom koordinatnog sustava
mozemo postiéi da je F = 0 odnosno A = (1-)X)a®e; i B = —Xa®e; zanckia € R".
Da pokazemo tvrdnju konstruirat ¢emo odgovarajuce test funkcije vy, € Wé’OO(Q; R"),
a uz pomo¢ funkcije h definirane u Lemi 2. Preciznije, za Q = (0,1)% definirajmo
nizove U, vi : Q — R" s

h(/{$1)
k’ Y

up(x) :=a Vi (x) := amin{ ,distoo(x,0Q)}

h(kle)
k
gdje je
distoo(x,0Q)} == nf{||x —y|| ;¥ € Q} . x| :=sup{|zi|;i =1,...d}.

Kao u dokazu Leme 2 pokazuje se da vrijedi Vug € {A, B}. Zbog kompaktnosti skupa
0Q i definicije dists, vidimo da je za proivoljni x € R? dists(x, 0Q) oblika |x; — g;|
zanekii € {1,...,d}, te je Vv € {A,B}U{£a®e;}. Uoctimo da je po pretpostavci
zbog vy, € W(l)’OO(Q; R")

lim /Qf(Vvk(x)dx > f(0),

k—00

dok je, s druge strane,

k—o00 k—00

lim /Qf(Vuk(X)dX: lim /Qf(Vvk(x)dx.

Zaista, definiramo li A := {x € Q : Vug(x) # Vvi(x)}, klasicni rezultat (vidi [LL
93], Teorem 6.17 str. 144) daje

lim u(Ag) = kli_rfloo p{x € Q : Vug(x) # Vvg(x)} =

k—00

lim pu{x € Q : distoo(x,0Q) < |A(1 — )\)|1} =0,
k—so0 k
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odakle slijedi
/ F(Vu) — [(Vug)| = /A F(Vup) — f(Vup)] — 0,
k

buduéi da podintegralna funkcija ne ovisi o £ € N i poprima samo kona¢no mnogo
vrijednosti.
Konaé¢no, primijenimo li McShaneovu lemu na niz f o Vuy, dobit ¢emo

M(A)+ (1= N F(B) = lim / F(Vup(x)dx > £(0) .
k—>00
Neka je sada f konveksna ranga 1. Birajuci s,t € R, s #t, uz A := sk j, B :=tL; ;
imamo r(B — A) = 1, i stoga

fijAt+ (1= A)s) = FAA+ (1= A)B) <Af(A)+ (1 =A) f(B) = Mi;(t) + (1= A)fi;(s)

te je f separatno konveksna.

Q.E.D.

Koristeéi ociglednu ¢injenicu da je za r = 1 ili d = 1 svaka funkcija konveksna ako i
samo ako je konveksna ranga 1, iz dokaza prethodne leme slijedi da su tada svojstva kon-
veksnosti, polikonveksnosti i, konveksnosti ranga 1 te separatne konveksnosti ekvivalentni.
Stovise, ta su svojstva ekvivalentna svojstvu kvazikonveksnosti ako je funkcija realna.

Ponekad primjene zahtjevaju proucavanje kvazikonveksnih funkcija koje poprimaju
vrijednosti u R J{—o00}. Gornji argument pokazuje da su takve funkcije konveksne ranga
1 i stoga poprimaju vrijednosti u R ili su identicki jednake —oco. Jedno od najvaznijih
pitanja je da li su neka od svojstava u gornjem teoremu ekvivalentna. Tome pitanju ¢emo
se vratiti u sljede¢em odjeljku. Ovdje uoc¢imo da je svaka minora reda strogo veceg od 1
trivijalno polikonveksna ali ne i konveksna.

Sljedeéi teorem (za detalje vidi [DM 88]) daje primjer funkcije koja je polikonveksna
ali nije kvazikonveksna.

Teorem 2. Nekajer =d=2,v€ R if:M,wq— R definirana s
f(F) == |F|* = y|F|?detF .

Tada vrijedi

(i) f konveksna ako i samo ako |y| < % 2

(ii) f polikonveksna ako i samo ako |y| < 2

(iii) f kvazikonveksna ako i samo ako |y| < 2+¢
(iv) f konveksna ranga 1 ako i samo ako |y| < =

V3
Poznato je dajee > 0. Dalije 24 ¢ = \/ig je otvoren problem.

Drugo zanimljivo pitanje postavio je Alberti, a koje ilustrira koliko malo poznajemo
svojstvo kvazikonveksnosti:
Neka je2<d<r,g: Mg — Rig:Myg, — R tako da je za svaku F € M, 4

9(F) = g(F7).

Pitanje (Alberti): ¢ kvazikonveksna — g kvazikonveksna ?
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Zanimljivo je uociti da za ostala tri svojstva konveksnosti ocito vrijedi ekvivalencija. U
radu koji je trenutno u pripremi, Kruzik je pokazao da je odgovor na Albertijevo pitanje
negativan ukoliko je r > 3 i ukoliko ¢ moze poprimati vrijednost +o0o0. Njegov argument
(zasnovan na Sverakovom rezultatu) detaljno dokazujemo u odjeljku 6 ovog poglavlja

Nadalje, kao vazan primjer koji korespondira linearnoj Euler-Lagrangeovoj jednadzbi,
citirat ¢emo rezultat Van Hovea iz 1947. koji klasificira svojstva konveksnosti elipticke
kvadratne forme na M,y .

Teorem 3. (Van Hove) Neka jer,d > 1, f : M, «q — R definirana s f(A) := MA - A,
pri cemu je M € M, w4 X M,.wg uniformno elipticki tenzor.
Tada vrijedi
(i) f konveksna ranga 1 ako i samo ako je f kvazikonveksna
(ii) Ako jer =d =2, f je kvazikonveksna ako i samo ako je polikonveksna. Stovise, ovaj
zakljucak nije istinit ukoliko je r,d > 3.

"
Vrijedi i slijedeci jednostavni rezultat, koji moze posluziti kao ilustracija tvrdnje da su
skupovi polikonveksnih, kvazikonveksnih i funkcija konveksnih ranga 1 dovoljno ‘bogati’:

Teorem 4. Neka je g : R — R konveksna i monotona. Ako je f : M,wq — R
konveksna (polikonveksna, kvazikonveksna, konveksna ranga 1, separatno konveksna), tada
jego f : Myxq — R konveksna (polikonveksna, kvazikonveksna, konveksna ranga 1,

separatno konveksna). .

Prije nego detaljnije promotrimo svojstva kvazikonveksnosti i njihove primjene u var-
ijacijskom racunu, dokazat ¢emo klasi¢ni rezultat poluneprekinutosti odozdo za slucaj in-
tegranda funkcionala I kada je r = 1.

Teorem 5. (Tonelli) Neka je Q@ C R? ogranicen i otvoren, i neka su uy, @ : @ — R™
takve da vrijedi u,——u u L*°(Q; R™), te neka je za f € C(R™, R) definirana funkcija
F(u) = [ f(u(x))dx. Tada vrijedi:
F' je neprekinuta s obzirom na slabu—x nizovnu konvergenciju ako i samo ako je f afina.
F' je nizovno odozdo poluneprekinuta s obzirom na slabu—+ nizovnu konvergenciju ako i
samo ako je f konveksna.

Dem. Prvidio teorema je direktna posljedica drugog dijela, ako drugu tvrdnju primijenimo
na funkcije f i —f i uvazimo ¢injenicu da je funkcija f afina ako i samo ako vrijedi f(Ax +
(I1=Ny) = Af(x)+(1—=X)f(y). Najprije pokazimo nuznost druge tvrdnje. Pretpostavimo,
dakle, da za svaki niz u,, takav da unéﬂ vrijedi

1 liminf/gf(un(x))dxz/Qf(ﬂ(x))dx.

S D oznac¢imo jediniéni hiperkub u R%,i neka je za A € (0, 1) fiksiran otvoren skup Dy C D
i takav da je u(D1) = A. Nadalje, neka je xj karakteristi¢na funkcija skupa Dy, tj.

)_ 1, xe Dy
i) =9 x€ D\ D; ,

Prosirimo y1 po periodi¢nosti u svakoj varijabli sa D na cijeli R%, i to s osnovnim
periodom 1. Primjenjujué¢i McShaneovu lemu uz oznaku (x1)"(x) = x1(nx) imamo

(Xl)n#/D)g(x)dx =u(Dy) =X .
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Definirajmo funkcije

un(x) = (x1)" (X)v + (1 = ()" (w

za neke fiksirane v, w € R™. Tada u, —— v + (1 — \)w. Tada u,,
Sada imamo sljedeci zakljucak:

Av+ (1= XNw

(f o un)(x) = fOxa(nx)v + (1 = x1(nx))w) = { ;E% o E gl\ Dy

pa vrijedi

foun=(x1)"f(v) + (1= (x)") f(w)——Xf () + (1 = X) f(w).
Stoga, koristenjem relacije (1) dobijamo
imint | f(u,(0)dx = (0} +1-Nf@)(D) = [ f(atx)dx = fdo-+(1-Nu)u(D),
¢ime je nuznost dokazana.
Dokazimo dovoljnost. Neka je L = liminf, [, f(un(x))dx. Tvrdimo: Ako je f
neprekidna i konveksna, onda vrijedi [, f(%(x))dx < L. Uzmimo podniz niza (uy), (koji
isto oznac¢imo), tako da je L = lim, [, f(un(x))dx. Primjenom Mazurove leme na niz

(tp)p imamo:

(Ve > 0)(Vn € N)(IN € N)(Jag. >0,k =n,...,N)

N N
Zak =1= ||E—Zakuk]| <e,
k=n k=n

odnosno (Z,iv:n axug)n konvergira jako ka u u L(£2). Stoga mozemo ekstrahirati skoro
svuda konvergentan podniz (koji isto ozna¢imo), takav da vrijedi:

Zakuk(x) —u(x) (ssx€Q), kad N — oo .

Kako je f neprekidna, slijedi:

(Vn € N)(Ve > 0)(INg) (VN € N)(N > Ny

= |f(u Zakuk ) <e(ssxe).

Zbog omedenosti skupa 2 je i

/Q f(@(x))

:>/f dx</f2akuk Ndx + epu(Q) .

dx < ep(Q)

N
FO arur(x))
k=n
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Zbog konveksnosti funkcije f imamo

N N
FO - opur(x) < apf (ur(x))
k=n k=n

sto zajedno s prethodnom nejednakoséu daje
N
| ratoix < 37 an( [ rustx)ax) + ente)
k=n
N

< ozk/fuk x))dx — L) + L +eu(92) .
k=n

Zbog definicije od L slijedi:
(Ve1 >0) (INg € N) (YN eN) N> Ny= \/ flup(x))dx — L| < e .
Q

Dakle, za dovoljno velik n € N, imamo

/f <Zak61+L+w(Q)=el+L+6u(Q)-

Posljednja nejednakost je neovisna o Ny = Ny(e, N) € N, pa € mozemo pustiti u nulu, a
oCito i 1, dakle vrijedi

/(foﬂ)(x)dng.
Q

Q.E.D.

Kako je  u teoremu proizvoljan, vrijedi ova tvrdnja: Ako f(u,)———1 u L®(Q) za
svaki niz u, sa svojstvom u,———7, onda je [ = f (@) ako i samo ako je f afina, odnosno
[ > f(u) ako i samo ako je f konveksna.

Teorem i dalje vrijedi ako slabu * konvergenciju zamijenimo slabom konvergencijom

u LP(Q), za p € [1,00).

3. Svojstva kvazikonveksnosti

Kvazikonveksnost je fundamentalno svojstvo konveksnosti za proucavanje vektorskog
slucaja u varijacijskom racunu, te je usko vezan uz nizovnu poluneprekinutost odozdo
funkcionala u integralnom obliku te uz egzistenciju i regularnost minimizacijskih nizova.
Nadalje, kvazikonveksne funkcije su, u izvjesnom smislu, prirodno dualni objekti gradijent-
nim Youngovim mjerama.

Kako po definiciji nije lako provjeriti je li neka funkcija kvazikonveksna ili ne, postavlja
se pitanje mogu li se kvazikonveksne funkcije karakterizirati neknn uvjetom koji ne bi
ukljucivao nikakve ‘vanjske’ objekte, poput test funkcija ¢ € W *(U;R") i ogranicenih i
otvorenih skupova U C R?. Na ovo pitanje jos nije dan zadovoljavajum odgovor. Jedna
algebarska karakterizacija iznesena u ¢lanku [CT 93].

Mi se ogranicavamo na neke dobro poznate rezultate o kvazikonveksnim funkcijama
koje ¢e nam olaksati daljnja razmatranja.
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Teorem 6. Pretpostavimo da funkcija izmjeriva funkcija f : M,xq — R zadovoljava
svojstvo iz definicije kvazikonveksnosti za otvoren i ogranic¢en skup D C R®. Tada je to
svojstvo zadovoljeno za proizvoljni otvoren i ogranicen skup E C R

Dem. U dokazu koristimo sliécnu tehniku kao u dokazu teorema o homogenizaciji Youn-
govih mjera. Neka je A € M, g1 ¢p € W(l)’p(E; R"). Prema Teoremu 5 vrijedi

00
D= U(Xaj‘{’gi,jE)UNj , ,LL(NJ‘) =0.
=1

pri ¢emu je unija po skupovima koji ¢ine parovima disjunktne koji ¢ine Vitalijev pokrivac za
D. Odaberimo ¢lan pokrivaca xg + eF. Definirajmo 1) € Wé’oo(D; R") s

_Jep(F), xexotel
Px) = {O , X € DO\{XO +eE}

Tada nakon prirodne zamjene varijabli slijedi

/ F(A 1 V(y))dy = < / F(A + V() )dx =
E xo+eFE

- /D F(A + Vo)dx — F(A)(D\{xo +E}) )

Stoga je po pretpostavci

A (A + Vo(y))dy > e f (A)u(xo + <E) = f(AY(E)

Q.E.D.

Teorem 7. Neprekinuta funkcija f : M,.«q — R je kvazikonveksna ako i samo ako za
svaku Lipschitzovu funkciju u perido¢nu na @ := (0, 1>d i svaku F' € M,..q vrijedi

/Q F(F + Vu(x))dx > f(F) .

Dem. Dovoljnost slijedi iz prethodnog teorema uz odabir proizvoljnu ¢ € W(l)’oo(Q; R").
Neka je sada F € M,..4 proizvoljna matrica u Lipschitzova i peridotna na @). Fik-
sirajmo ¢, € CP(Tk), 0 < wr < 1, ¢ilr,_, = 1, |Vr| < O, pri cemu je Ty == (—k, k)%
Definirajmo funkcije vi i wy s
1

Vi(x) = pp(x)u(x), wg(x):= Evk(kx) , xcR?.

Kako je u(Ty) = (2k)u(Q), to zbog periodicnosti od u i neprekinutosti od f imamo

f(F + Vvi(x))dx :/ F(F + Vvg(x))dx + f(F + Vvi(x))dx <

Ty Tp\Tk—1 Tp—1

/L(Tk—l)/Qf(F‘FVUk(X))dX‘F/T\T Crdx
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< p(Ti) /Q F(F + Vu(x))dx + u(Ti\Ts-1)Cy

— W(Thy) /Q F(F + Vu()dx + | (26)% — (2(k — 1)?|C .

Dakle je (uz zamjenu varijabli z = ¥ i uvazavanje wy, € W(l)’OO(Q))

(Te_y) /Q PP+ Fu())dx > [P+ T 0)dx = Con(TATi)

= . F(F + Vwy(2))dz — Cypu(Tp\Tp—1) > k% i f(F) = CLp(Ti\Th—1)

odnosno

ke @R = 2k = 1)
H«(kal)f(F) < p(Th—1) ’

pa tvrdnja slijedi uzimanjem limesa kad k& — oo.

/ f(F 4+ Vu(x))dx >
Q

Q.E.D.

Teorem 8. Neka je () := (0,1)%. Neprekinuta funkcija f : M, q — R je kvazikonveksna
ako 1 samo ako za neki gust podskup G u Wé’OO(Q; R") vrijedi

(VF € Myq)(Vu € G) /Q f(F + Vu(x))dx > f(F) .

Dem. Neka je u € Wé’OO(Q; R") proizvoljna i u; € G tako da
Wl,OO

ug u.

Tada za proizvoljnu F € M.,y imamo Vug(x) + F — Vu(x) + F za skoro svaki x € @,
te zbog neprekinutosti od f i Fatouove leme slijedi

/ f(F 4+ Vu(x))dx = / limsup f(F + Vug(x))dx >
Q Q k

lim sup/ J(F+ Vug(x))dx > f(F) .
k Q

Q.E.D.

Bez dokaza navodimo jos dva netrivijalna rezultata od kojih ¢emo prvi trebati u
poglavlju 5 (isp. Teorem 4 iz 4.2.) Detaljni dokazi mogu se na¢i u [Da 85] i [BM 84]
respektivno.

Teorem 9. Neka je g : [0,00) — R i f: M,y — R tako da vrijedi
(VF € Myxq) f(F)=g(F|).

Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne
(i) g je konveksna

(ii) f je konveksna

(iii) f je polikonveksna

(iv) f je kvazikonveksna

(v) f je konveksna ranga 1
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Teorem 10. Nekajed>1,1<a<2d,h:R— R i f: My — R tako da vrijedi
(VF € ded) f(F) = ’F|a + h(detF) .

Tada je ekvivalentno
(i) h je konveksna
(ii) f je polikonveksna
(iii) f je kvazikonveksna
(iv) f je konveksna ranga 1
"

U daljnjem s © oznacavamo ograni¢enu domenu u R? s Lipschitzovim rubom i pro-
matramo preslikavanja v : 2 — R, te funkcional

I(u) :== /Qf(Vu(x))dx.

Teorem 11. Pretpostavimo da je f : M, 4 — R neprekinuta.
(i) Funkcional I je slabo-x nizovno poluneprekinut odozdo ako i samo ako je f kvazikon-
veksna.
(ii)) Ako je f kvazikonveksna i ako za neki p € [1,00) vrijedi ocjena

<VFEMT><CZ) ng(F) gC(’F‘p—Fl) )

onda je I slabo nizovno poluneprekinut na W (Q; R").

Dem.
(i) Najprije pokazujemo nuznost. Neka je F € M,.q, Q := (0,1)4 i ¢ € Wé’OO(Q;R’")
prosirena po periodi¢nosti na R, Definirajmo niz uj : @ — R” s

up(x) == Fx + %gp(kx) :

Kako je Vug(x) = F+ Vp(kx), primijenimo 1i McShaneovu lemu na funkcije H(z) :=
F +Vy(z), H(z) :== H(kz) (a jer je H € L*°(Q)) zaklju¢ujemo da vrijedi

L>(Q
Fovu = [+ Vol)ds.
Q
odnosno, zbog ogranic¢enosti od 2,

i [ F(Tux) = () /Q F(F + Vip(z))da

k—s00

S druge strane primjenom McShaneove leme na funkcije x — V(kx), uz uvazavanje
da je fQ Vi = 0, vrijedi
Vup(x)——F

te zbog pretpostavke da je I poluneprekinut odozdo prvo slijedi

liminf/Qf(Vuk(z))dz>/Qf(F)dz,

k—00

a zatim 1

/Q f(F + Vo(z))dz > [(F)
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te je f kvazikonveksna po Teoremu 6.
Neka je sada f kvazikonveksna i neka uy
Korak 1.
Pretpostavimo da takoder za neku F € M, 4 vrijedi
(a) u(x) =F(x), x € 09,
(b) u—up € Wy™(Q;R").

Ocito slijedi
[ 5+ 9060 —u)ax > [ (E)ax
Q

[ 7 > / F(Vu(x))dx
Q Q

pa u ovom posebnom slucaju tvrdnja slijedi.
Korak 2.
Neka je sada
(a) u(x) = F(x), x € 09,
(b) up € Whe(Q; R") opéenit niz.
Odaberimo domenu € takvu da vrijedi Q' CC Q, te 5 € C20(Q) tako da je n|q = 1.
Definirajmo niz (vg) s

Ve(x) = u(x) + (%) (ug(x) — u(x)), x€Q.

Kako iz slabe-* konvergencije niza (uy) slijedi slaba konvergencija u W'?(Q; R"), birajuéi
p > d zbog Rellichovog teorema kompaktnosti slijedi lokalno uniformna konvergencija niza
(ug), te, kako je [|[Vug|grroo, [[Vullie < C, za k > ko(n) slijede ocjene

uu Whee(Q; R").

ili, ekvivalentno,

[Vviel < IVul + | Vallu = uel + 0l (IVu] + [Vug]) < 2+ [n)C + [Villu — uk] -

< (2+[)C +|Vnle < €

Stavimo li M := sup{|f(F)| : F € M,q, |F| < C +C'}.
Tada je, po koraku 1,

lén;lgjl uy) —hmmf/f Vui(x dx+/ f(Vug(x)) — f(Vvr(x))dx+
f(Vug(x)) = f(Vvg(x))dx)
2\0
= tim nf{ /Q PTG+ [ 7(Tu0) — F(Pux)i )

> w(Q)f(F) + lim inf ol f(Vup(x)) = f(Vvr(x))dx

> 1(@)S(F) ~timsnp [ 17(T0y00)| + F(Ti )

k—o00

> p(Q)f(F) — 2Mp(Q\Q) = /Q F(Vu(x)dx — 2Mp(Q\Q) |

odnosno,

liminf T(uy) > I(u) — 2Mu(Q\Q) .

k—00
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Zbog proizvoljnosti od Q ccQ zakljucujemo da je I i uz ove pretpostavke poluneprekinut
odozdo.

Korak 3.

Pretpostavimo sada da je u po dijelovima afina. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da je neke domene Uy, Uy C Q) takve da je u(U3 NU2) =01 U UUz =)

u(x) = (F1(x) + F)xu; (x) + (F2(x) + F)xv, (%) |

jer inace tvrdnja slijedi indukcijom. Sli¢no kao gore, za fiksirane n; € C2°(Uj), U]/- cc Uy,
nily = 1, definiramo nizove
J

vl (x) == u(x) + 7;(%)(up(x) —u(x)), xeUj.

jJ = 1,2. Kao i ranije, uz pomo¢ ¢injenice da je Vi —ue€E Wé’oo(Uj; R") vrijedi zapis

| rTutax={ [ F(Tubax+ [ f(Ve0) - f(Tal0)ix)+
Q Ux U1

!
\Uy

([ routnaxs [ p(Fuix) = F(Tux)ix}

Uz\Uy
te mozemo zakljuc¢ivati na osnovu koraka 2.
Korak 4. o /
Ako je u € WH(Q; R") proizvoljna, fiksiramo domene 2, tako da vrijedi Q cC
0 ccq.
Primijetimo da mozemo konstruirati niz (v) koji zadovoljava uvjete
(i) vilg je po dijelovima afina
(11) U‘Q\Q” = Vk|Q\Q”
(i) Vvy—E—Vu za Q
)

|[Vvip(x)| < C (ssx € Q)
Za takav niz (vi) dalje definiramo

(iv

Ujk ‘= Uj -V —u.

Tada ocito imamo ujj——vj u Whee(Q: R"), dok po koraku 2 slijedi

1iminf/ f(Vu,i(x / f(Vop(x
j—ro0

Iz (iii) prijelazom na podniz zbog neprekinutosti od f imamo f o Vv — f o Vu
skoro svuda na €2, a onda jer je f i lokalno Lipschitzova iz (iv) imamo

|f o Vv — f o V| < K(IVu +C) ,

te teorem o dominiranoj konvergenciji daje
li

1
Fovvy — )0 rovu.

Takoder imamo

/ F(Vu0)dx < Cru(@\@)
0\Q
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gdje je C1 == K||Vul[ (e + [£(0)].

Time je pokazana nejednakost

lim liminf/g/ F(Vujp(x))dx > /Qf(Vu(X))dX— OlM(Q\Q/) :

k—so00 j—>00

S druge strane je

hm sup/ |[(Vuj(x)) — f(Vu;(x))]dx

< lim sup K [ |Vug(x) — Vu(x)|ldx =0,

k—o0 jEN Qo
gdje je posljednja jednakost dobivena uz pomoé¢ teorema o dominiranoj konvergenciji. Na

taj je nacin

liminf/Qf(VuL(X))dx = li_minf/g/ J(Vuj(x)) = f(Vuj p(x)dx+

Jj—00 j—o0

liminf/ F(Vuj(x dx+hm1nf//f(Vuj(x)dx>

j—o0

hmlnfhmmf/ f(Vuj(x f(Vuj,k(x)dx—i—liminfli_minf/ f(Vuj i (x)dx+
Q/

k—o0 j—00 k—o0 j—00

lim inf f(Vu]( x)dx

j—)OO

> / f(Vu(x)x—Cgu(Q\Q/)+li_minf F(Vuj(x)dx >
Q J—oo Jof

/Q F(Vulx)x — Cap(\Q) |

pa tvrdnja slijedi zbog proizvoljnosti Q ccq.
Q.E.D.

Ako je f > 0 moze se pokazati da je [ konacan i slabo nizovno poluneprekinut na
WLP(Q; R") ako i samo ako je f kvazikonveksna i zadovoljava ocjenu iz tvrdnja (ii) gornjeg
teorema (vidi [Kr 94]). Tvrdnja (i) je kljuéna za klasifikaciju Youngovih mjera. Napom-
injemo da se uz pomo¢ nekih osnovnih rezultata o Youngovim mjerama (vidi poglavlje 3)
rezultati poluneprekinutosti odozdo prenose na integrande f(x,u(x), Vu(x)).

Teorem 12. (egzistencija i relaksacija ) Neka je p € (0,00), C,c > 0, i neka f
zadovoljava

(VF € Myxq) c[FIP < f(F) < C(F[P+1).
(i) Ako je f kvazikonveksna iv € WHP(Q; R"), onda I poprima minimum u klasi
WIP(QRT) = {ue WP(QR") :u—ve Wy (%R .
(ii)) Ako sa fi¢ oznacimo kvazikonveksnu ovojnicu funkcije f, tada vrijedi

1nf I—mml
WP WP
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gdje je

1(u) ::/quc(Vu(X))dx

(iii) Za proizvoljnu f € LS (Myxq), i ograni¢enu domenu U C RY takvu da je 1(0U) = 0
vrijedi

fF) = inf LU)/Uf(F+V90(X))dX

peWy™ H

Dem. Dokazat ¢emo samo tvrdnju o reprezentaciji kvazikonveksne ovojnice.
Definirajmo

QF(F,U) = inf /fF+w( ))dx

goEWl "0 M
Sliéno kao u dokazu Teorema 10 pokazuje se da Q f(F,U) ne ovisi o skupu U. Tvrdimo da
vrijedi
(VF € Mpeg) QF(F) = f(F)
Primijetimo da je Q f1¢ = f9¢. Zaista,

qc _ b qc
Q™ (F) @elvggm 7 | 1 etxax

< inf /fF‘i‘VSO( ))dx = Qf(F) .

cpEWl '20 ,u

/ F94(F + Vip(x / Fe(F

odnosno Qf9¢ > f9¢. Stovise, ako je ¢y, € W(l)’oo(Q; R") niz takav da Vpg(x) — 0 (ss x €
2), Teorem 8 garantira da je f9¢ lokalno Lipschitzova, te primjenom teorema o dominiranoj
konvergenciji slijedi

S druge strane je

lim /fF-i-VSOk( ))dx = f1(F),

k—>00 LL

i po definiciji infimuma @ f9¢ = f¢. Dakle je f9° < Qf.

Za dokaz obratne inkluzije dovoljno je pokazati da je Qf kvazikonveksna i da je
Qf < f. Da pokazemo da je ) f kvazikonveksna, najprije pokazimo da ima svojstvo: za
proizvoljnu po dijelovima afinu funkciju ¢ € W(l)’OO(Q; R") vrijedi

1
VF M) — /U QF (F + Vib(x))dx > Q(F) .

U tu svrhu, za fiksiranu ¢ kao gore neka su U; konacan niz otvorenih podskupova od U
takvi da je @MUJ— afina. Primijenimo li definiciju od @ f na Uj, vidimo da za proizvoljni

e > 0 postoji ¢§ € Wé’oo(Uj; R") takva da vrijedi

Qf(F + Vi(x)) > () (x) + V§(x)) —e (ssx € Uj) .
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Definiramo 1i ¢° := 1) + Z;‘il ¢S po konstrukeiji je ¢ € W(l)’oo(U; R") i vrijedi

M
/U F(F + Vi (x))dx = g /U PLEACRACT)

M M
<3 / (e + QF(F + Vo(x)xe, (Ou(U;) = ep(U) + 3 / QI (F+ Vib(x)xe, ()(U)
j=17Ui j=1"U;

<ep(U)+ Qf(F+ Vy(x)u(U) (ssx e U) .
Dakle je '
e /U J(F + Vp(x))dx — ¢ |

odnosno
1 1
5 QI utax > s |+ pl)ax -2 > QfF) —<

pa tvrdnja slijedi zbog proizvoljnosti od €. Uo¢imo da iz dokaza Leme 9 slijedi da je Qf
konveksna ranga 1, i stoga lokalno Lipschitzova.

Neka je sada ¢ € Wé’OO(U; R") proizvoljna. Zbog ogranic¢enosti od U i gustoée po
dijelovima afinih funkcija u Wé’p (U; R") mozemo odabrati niz po dijelovima afinih funkcija
(pr) za koje vrijedi

(a) pr——p u Wy(U;R),
(b) pp——p u W(l)’oo(U; R"). Kako je slika niza (V) sadrzana u kompaktu koji ne
ovisi o k € N, to zbog lokalne Lipschitzovosti i jake konvergencije slijedi

) 1
lim sup

1 i -
PR ,u(U)/UQf(F+V(’0k(X))dX<—/UthUPQf(FJrV@k(X))dx_

[L(U) k—>00

1 /
Qf(F + Vo(x))dx
wU) Ju
te, imajuci u vidu veé¢ pokazano svojstvo,

1 1
Qf(F glimsup—/ Qf(F + Vyp(x))dx < —/ Qf(F 4+ Vo(x))dx ,
<@y Jy @ VAt i |, |
sto pokazuje da je @ f kvazikonveksna.
Na kraju, pokazimo da je Qf < f. Kako bez smanjenja opcenitosti mozemo pret-
postaviti da je u(2) = 11 FF = 0 ocito je dovoljno pokazati da postoji niz (p:) u
W(l)’OO(Q; R") takav da vrijedi

e—0

lim /Q F(Vipe(x))dx < (0)

Zaista, ako uz oznaku €2, := {x € Q : d(x,09Q) > £} odaberemo funkcije p. € W(l)’oo(ﬂ; R")
takve da za svaki ¢ € {1,...,r} vrijedi

; 1
PLX)X0 (X) = 5ox X
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te, kako je po pretpostavci f € LS (M, xq), uz eX = [eX, ..., ex| € M, yq slijedi zakljucak

/ F(96:00)x < [ lwqopxan. + | F(X)ax

odnosno, uz (W); :=

1
lim sup/ f(Vpe(x < limsup — (W)dw = f(0),

e—0 e—0 gd e

pri ¢emu je posljednja jednakost dobivena primjenom Lebesgue-Besicovitchevog teorema o
deriviranju.

Q.E.D.

Prijelaz s I na I nazivamo relaksacijom. Osnovna ideja je zamijeniti varijacijski
problem koji mozda nema rjesenja novim varijacijskim problemom koji ga ima. Naravno,
minimizatori za I su opéenito samo slabi limesi minimizirajuéih nizova za I, i vazna svojstva
tih nizova na limesu mogu biti izgubljena. Na primjer, ako je neki minimizator za I
homogen, nije jasno da li su minimizirajuéi nizovi za I (priblizno) homogeni ili ne. Isticemo
da je drugi pristup, koji uspijeva sacuvati vise informacija o minimizirajué¢em nizu, skiciran
u sljede¢em odjeljku.

Relaksaciju fizikalno mozemo interpretirati kao prijelaz s mikroskopske energije I na
maroskopsku energiju I, koja je dobivena postupkom ‘usrednjavanja’ (usporedi s formulom
koja tockovno reprezentira f1¢).

Teorem 13. (regularnost) Pretpostavimo da je f glatka, uniformno kvazikonveksna, te
da je ispunjen uvjet rasta
(VF €M) 0< f(F)<C(F+1).
Ako jen € WH2(Q; R") Iokalni minimizator za I, odnosno vrijedi
(Ve e CE(RY) Iu+y) > 1(u),

tada postoji otvoren skup € takav da je Qg C Q, p(Q\Q) =01iuw € C°(Qy; R"). .
Na kraju, navodimo nedavni rezultat Kristensena (isp. [Kr 97a]) koji je nakon dugo
vremena potvrdio Morreyevu slutnju (isp. [Mo 52]) da nema lokalnog uvjeta iz kojega bi

slijedilo svojstvo kvazikonveksnosti. Napomenimo da lokalan operator
Pro(f) := inf{D*f(F)(a®b,(a®b):a e R",be R}

karakterizira konveksnost ranga 1.

Neka je s F oznacen prostor funkcija f : M,xq — [—00,400]. Za operator P :
C>®(M;xq) — F kazemo da je lokalan ako za proizvoljnu F € M, .4 i otvorenu okolinu
w C M,.«q od F vrijedi

flo=9le = P(f)lw=P@)lw-

Teorem 14. (Kristensen, 1997) Pretpostavimo da je r > 3 i d > 2. Tada ne postoji
niti jedan lokalan operator P : C*°(M,.4) — F za koji vrijedi

P(f)=0 — f kvazikonveksna .
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4. Klasifikacija gradijentnih Youngovih mjera

U ovom odjeljku uglavnom se oslanjamo na rezultate Kinderlehrera i Pedregala (isp.
[KP 91], [KP 94], [NB]).

Teorem 15. Slabo-* izmjerivo preslikavanje v : Q — My(M,yq) je WH>®-gradijentna
Youngova mjera ako i samo ako je vx > 0 (ss x € Q) i postoje kompaktan skup K C M,
i preslikavanje u € WH°(Q; R") tako da su zadovoljeni sljedeci uvijeti:
(i) supprx C K (ss x € Q)
(ii) (vx,id) = Vu (ss x € Q)
(iii) Za svaku kvazikonveksnu f : M,.«q — R vrijedi
(v £) > F((id) (55 % € Q)
"
Kljuéni dio teorema je (iii) koji opisuje svojstvo dualno kvazikonveksnosti. Grubo
govoreci, kvazikonveksne funkcije zadovoljavaju Jensenovu nejednakost za sve gradijente,
dok gradijentne Youngove mjere zadovoljavaju Jensenovu nejednakost za sve kvazikonvek-
sne funkcije.
Gornji teorem dakle pokazuje da za kompakt K C M, 4 skup

MI(K) :={v e My(M,«q) : v = 0,suppr C K

(v, f) = f({v,id)), f kvazikonveksna }

tocno sadrzi homogene gradijentne Youngove mjere noSene na K. Slicno se definiraju
skupovi M i MP€ koji , respektivno, korespondiraju konveksnim funkcijama ranga 1 i
polikonveksnim funkcijama.

Na ovom mjestu napomenimo da oznaku (v, id) treba shvatiti kako slijedi. Naime,
radi se o matrici oblika

(v,id) = /M Fdv(F) ,

a koja je dobivena uzastopnom primjenom osnovnog teorema o Youngovim mjerama na
neprekinuta preslikavanja f; ; : Mg — R definirane s f; ;(F) := F; j, uz F = (F} ;).

Kako je svaka minora M kvaziafina funkcija, to primjena uvjeta (iii) na =M daje
nuzni uvjet

(vx, M) = M((v,id))

za gradijentne Youngove mjere.

Ovaj uvjet zapravo direktno slijedi iz razmatranja u poglavlju 1 (vidi Teorem [I.1,
tvrdnja (i)) i ne zahtjeva rezultat Teorema 15. Relacije dobivene koristenjem minora kao
test funkcija vrlo su korisne u rjesavanju problema koji pokazuju visok stupanj simetrije,
primjerice kod kristalnih mikrostruktura (isp. [Bh 92]), ali ovaj postupak opcenito ne daje
dovoljno informacija o strukturi materijala.

Bez dokaza navodimo i analogon Teorema 15 za slucaj p € [1, 00) i njegovu primjenu
na relaksaciju dovoljno Siroke klase funkcionala.

Teorem 16. Neka je p € [1,00). Slabo-x izmjerivo preslikavanje v : Q — My(M,xq)
je WHP-gradijentna Youngova mjera ako i samo ako je vy > 0 (ssx € ) i i postoje
kompaktan skup K C M,.q i preslikavanje u € WHP(Q; R") tako da su zadovoljeni sljedeéi
uvjeti:

(i) Jq erxd |F|Pdvy(F)dz < oo
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(ii) (vx,id) = Vu (ss x € Q)
(iii) Za svaku kvazikonveksnu f : M,«q — R za koju je ispunjeno |f|(F) < C(|F|P + 1)
vrijedi

(s id) = F((sid)) (35 x € Q)

Nadalje, ako funkcional
I(u) := / f(Vu(x))dx
Q
prosirimo do funkcionala
J(v) = /Q<yx, Fldx |
i za fiksiranu v € WHP(Q; R") definiramo prirodne klase
A:={ue WHP(Q;R");u—ve W(l)’p(Q;RT) ,

G:={v:Q— My(M,«q) : v je gradijentna Youngova mjera
(vx,id) =Vu (ssx € Q),u € A},
vrijedi sljedeci rezultat:

Teorem 17. Pretpostavimo da je f neprekinuta i takva da za neke C,c > 0 ip > 1 vrijedi
[FP < f(F) < C(FPP +1)

Tada je

inf I(u) = min J(v) .

ueA veg
Stovise, minimizatori za J su Youngove mjere generirane gradijentima minimizirajucih
nizova za I. Specijalno, I ima minimizator u klasi A ako i samo ako postoji minimizator
v € G za J za koji vrijedi da je vy Diracova masa za skoro svaki x € Q.

5. Konveksne ovojnice i rjeSenje relaksacijske zadace

U ovom odjeljku vracamo se na zadac¢u 3 formuliranu u poglavlju 2. Trebat ¢e nam
slijedec¢i pojmovi

Definicija.

(i) Konveksna (polikonveksna, kvazikonveksna, konveksna ranga 1, separatno konveksna)
ovojnica funkcije f : M, g — R je najveca konveksna (polikonveksna, kvazikonvek-
sna, konveksna ranga 1, separatno konveksna) funkcija koja je po tockama manja ili
jednaka funkciji f, a koju oznacavamo s f¢ (fP¢, f9¢, fr¢, f%°).

(ii) Kvazikonveksna ovojnica kompaktnog skupa K C M, 4 (u oznaci K9¢) po definiciji
je

K% :={F € M,«q: f(F) <supf za svaku kvazikonveksnu f:M,.q — R} .
K

Analogno se definiraju i konveksna, polikonveksna, konveksna ranga 1 i separatno
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konveksna ovojnica kompaktnog skupa K C M, 4 koje redom oznac¢avamo s K¢, KP,
Kre, Ks¢,

(iii) Skup K C M, 4 kvazikonveksan ako vrijedi K = K% uz analogne definicije u drugim
slucajevima.
Primijetimo da je K€ zatvorena konveksna ovojnica skupa K.

(iv) Skup K C M, je laminacijski konveksan ako je ispunjen uvjet

(VA,B € Myg)r(B=—A)=1)(YA€(0,1)) M +(1-ANBeK.

S K'¢ oznac¢avamo najmanji laminacijski konveksan skup takav da je K C K'c.

Iz Leme 1 i primjera navedenih u odjeljku 2 ovog poglavlja za r, d > 2 slijedi
ngprgf(]Cgf’/‘CngC<f7
te vrijede inkluzije
K cCc K" C K9 c KP° Cc K°.
Stovige, ako je d > 2 i r > 3 tada K" C K%. Nadalje, prisjetimo li se elemetarne
¢injenice da je zatvorena konveksna ovojnica kompaktnog skupa u M, 4 kompaktan skup,

(konveksna ovojnica je sigurno ogranic¢en skup jer je, recimo, proizvoljna kugla koja sadrzi
polazni skup konveksna) kao posljedicu imamo zakljucak da su za K € (M, q) i

K7 K9 K™ K5 € K(Myyq) -

Lema 3. Neka je K C M,..4. Tada vrijedi
(1-) ch C Kre

(0.)
(i) K'* =KD, gdje je
=1

1
KV =K K#D = KOU{AA+(1-A)B;A,Be KO r(B—A)=1,Ae (0,1)},
1= 2.
Dem.
(i) Dosta je pokazati da je skup K¢ laminacijski konveksan. Za A, B € M,.«q4, r(B —
A) =1, A €(0,1) i proizvoljnu funkciju f koja je konveksna ranga 1 preostaje uociti
da vrijedi

FOA + (1= \)B) < Af(A) + (1= A)f(B) < Asup f + (1= A\)sup f =sup f .
K K K

(ii) Tvrdimo da je za svakii € N K () C K'e. Dokaz trivijalno slijedi indukcijom po i €

N. Za i = 1 tvrdnja slijedi iz definicije. Pretpostavimo li da za i € N vrijedi K C

K'e, za proizvoljnu F € K (i+1) hey smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da

je oblika F = M + (1 - MB;A,B e K r(B—-A) =1, uz A € (0,1). Stoga je

Fe [K(i)]lc, odnosno F € K¢ buduéi da su operacije uzimanja konveksnih ovojnica

monotone obzirom na inkluziju.

Za dokaz obratne inkluzije dovoljno je provjeriti da je U2, K () Jaminacijski konvek-
san, pa ¢e tvrdnja slijediti iz minimalnosti. U tu svrhu, neka su A, B € U2 K () matrice
koje zadovoljavaju r(B — A) = 1. S obzirom na to da je niz (K¥) rastuéi, mozemo
pretpostaviti da postoji indeks j € N takav da je A,B € KU). Po konstrukciji tada
vrijedi

(VA€ (0,1)) M+ (1-ANBeKU | JKO,
i=1
¢ime je tvrdnja (ii) pokazana.
Q.E.D.
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Naredna jednostavna lema pokazuje da je odredivanje polikonveksne ovojnice naj-
jednostavnija zadaca i da se, u neku ruku, svodi na racunanje konveksne ovojnice nekog
drugog povoljno odabranog skupa.

Lema 4. Neka je za K C M, q K definiran s K := {M(F) : F € K}. Tada je
KP¢ = {F: M(F) € (K)°} .

Stovise, vrijedi
KP = {{v,id) : v € MP(K)} .

Dem. Po definiciji je M(F) € (K)¢ ako i samo ako za proizvoljnu konveksnu g vrijedi

g(M(F)) < sup g(M(G)) ,
GeK

Sto je po definiciji polikonveksnosti ekvivalentno zahtjevu

f(F) < sup f(G)
GeK

za sve polikonveksne f, i tvrdnja je dokazana.
Q.E.D.

Da bismo pokazali da se rjesavanje zadace 3 (relaksacijska zadaca) za skup K svodi na
odredivanje kvazikonveksne ovojnice K¢ trebat ¢e nam najprije sljedeéi tehnicki rezultat:

Lema 5. (Zhangova lema) Neka je K C M,.,.4 kompaktan skup, te U ogranic¢ena domena
u R? takve da je u(0U) = 0. Neka je, nadalje,

|K|o :=sup{|F|: F € K} .

i) Ako je u, € whi R% R") niz takav da vrijedi
(i) Ako j j

loc

1 d
d(Vun, K) B0

tada postoji niz v, € Wl’l(Rd; R") koji zadovoljava

loc

|Vvp| < e(d,r)| Koo

lim p{x € RY: up(x) # vu(x)} =0

n—-~o0
(ii) Ako je u, € Wi (U;R") niz takav da vrijedi

loc
! L. (U
d(Vup, K)MO ) unL()w

1,1
loc

tada postoji niz v, € W, (U;R") koji zadovoljava
V| < e(d, )| Koo ,
nli_r{loo p{x € RY: u,(x) #vu(x)} =0, v, =u na nekoj okolini OU .

"

Dio (i) je varijanta Leme 3.1. iz [Zh 92]. Alternativno, ova tvrdnja slijedi iz dokaza
Teorema 6.6.3. iz [EG 92|, str 254-255, uzimajuéi A := 3C|K|. Dio (ii) slijedi primjenom
uobicajenog argumenta lokalizacije, vidi [Mii 97a].
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Teorem 18. Neka je K C M, .4 kompakt i F — dg (F) funkcija udaljenosti do skupa
K. Tada vrijedi

(i) KPP = K1

(ii)) K9 ={F € M,«q : (dg)?(F) =0}

(iii) K% je skup svih baricentara homogenih gradijentnih Youngovih mjera:

K = {{v,id) : v € M(K)} .

Dem.
(i) Da pokazemo da je KP C K9 fiksirajmo F € KP i kvazikonveksnu f : M, g —
R. Nadalje, neka je (uy) ogranicen niz u W (Q; R") koji zadovoljava pretpostavke
iz definicije skupa KP. Preciznije, neka vrijedi

d(Vup, K)—2—=0, uy(x)=Fx na 09 .

Prema Teoremu 9 f je lokalno Lipschitzova, te postize supremum na kompaktu K.
Stoga ocito mozemo pretpostaviti da je supyi f = 0. To drugim rijecima znaci da je
fT € CK(M,yq), te po Teoremu 1.1 vrijedi f+(Vuk)L>0. Kako je slika niza Vuy
u nekom fiksnom kompaktu u R, to je |fT(Vug)| < C, te po teoremu o dominiranoj
konvergenciji slijedi

ngl/gyfﬂwk(x))dx:o.

S druge strane, definiramo li niz wg(x) := ug(x) — Fx, rubni uvjet na u; daje wy €
Wé’OO(Q; R"), te zbog kvazikonveksnosti funkcije f slijedi

f(F) < limkinf/Qf(F + Vwg (x))dx = lirr}kinf/Q f(Vug(x))dx

< limjnf / FHVug(x))dx = 0 .
Q

Dakle je f(F) < 0 =supg f, odnosno F € K.
Da pokazemo obratnu inkluziju, najprije primijetimo da f|x =0 &f > 0= fi¢ g =
0. Zaista, kako je f9¢ = sup{g < f : g = ¢9°}, to iz f > 0 zbog konveksnosti konstanti
slijedi f9¢ > 0, te je
[k ={0<glk < flk =0;9 = g%},

odnosno f%¢|g = 0.

Specijalno je supy d% = (. Stoga za proizvoljnu F € KY€ vrijedi d%(F) = 0, odnosno
vrijedi K¢ C {d}; = 0}. Reprezentacija kvazikonveksne ovojnice funkcije dg (vidi Teorem
12) daje

0= d%(F) = liin/ g (F + op(x))dx
Q

pri cemu vrijedi ¢ € W(l)’OO(Q; R").

Definirajmo niz ug(x) := Fx 4 @i (x). Ocito se radi i Lipschitzovim funkcijama koje
zadovoljavaju rubni uvjet iz formulacije zadace za KP. Tvrdimo da mozemo konstruirati
i niz koji bi zadovoljavao gornju relaciju i bio ogranicen u W1>°(Q; R"). Zaista, kako niz
(ug) zadovoljava odgovarajuce pretpostavke, trazeni zakljucak slijedi iz Zhangove leme.

(ii) Ve¢ smo pokazali da vrijedi K9 C {d% = 0}. S druge strane, ako je (dx)?(F) = 0,

po (i) je tada F € K%P  te, ponovno po (i), F € K.
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(iii) Neka je najprije v € M?(K). Po Teoremu 14, v je homogena gradijentna Youngova
mjera koja zadovoljava suppr C K i f({r,id)) < (v, f), pri ¢emu je f proizvoljna
kvazikonveksna funkcija. Kako je ||v|| < 1, to vrijedi (v, f) < supg f, te uz F =
(v,id), i imamo f(F) < supg f, te je F € K9
Ako je F € K%, tvrdimo da postoji v € M%(K) takva da je (v,id) = F. Nakon

afine transformacije koordinata mozemo postiéi da je F' = 0. Kako je po (i) tada 0 € KP.

to postoji niz uy € W(l)’oo(ﬂ; R") koji zadovoljava uvjete iz deﬁrllicije Zadace 3. Stoga do
na podniz vrijedi up,———u u W(l)’oo(Q; R"), odnosno id o ukLid o u, te po osnovnom
teoremu o Youngovim mjerama imamo

/Q<yx,id>dx:/QVu(x)dX:O;,

pri ¢emu posljednja jednakost slijedi iz Gaussovog teorema.
Definiramo li mjeru 7 s

v '—L V- X
7.0} = s [ v,

gdje je ¥ € Cy(Q), ocito vrijedi (7,id) = 0, a kako je u € Wé’oo(Q;Rr) kvazikonveksnost
od f i Gaussov teorem daju nejednakosti

v ! ) L u(x))dx L u(x)dx p =
7.0) > g || foseiayix =~ [ p(Fueoyix > o | Vuxax} = 1),

Q.E.D.

6. Sverakov protuprimjer

O ovom odjeljku nacinit ¢emo kratak osvrt na Sverakov protuprimjer, koji je nakon
dugo vremena potvrdio Morreyjevu slutnju iz 50-tih godina ovog stoljeca da, opc¢enito, pos-
toje funkcije konveksne ranga 1 koje nisu kvazikonveksne. Takoder navodimo kompleksnu
inacicu Sverakovog originalnog primjera koji, uz rezultat Miltona (isp. [Mi 98]), sluzi kao
primjer da opéenito vrijedi K" # K9¢ Napominjemo da su ova pitanja u dimenzijama
r = d = 2 i dalje otvorena. Nadalje, razmotrit ¢emo i neke posljedice takvog rezultata,
primjerice rezultat Kruzika (isp. [Kr 97]) kojim je dan negativan odgovor na Albertijevu
slutnju (vidi pocetak poglavlja).

Teorem 19. (Sverak, 1992) Pretpostavimo da je r > 3 id > 2. Tada postoji funkcija
f:M,«q4 — R koja je konveksna ranga 1, ali nije kvazikonveksna.

Dem. Promotrimo periodi¢nu funkciju u : R?> — R?

1 sin 27wz
u(zy,x2) = gy sin 27wy
T\ sin 27 (21 4 22)

Tada vrijedi
cos 2T 0
Vu(zy,z2) = 0 cos 2mxo ,
cos 2m(x1 + xg) cos2m(xy + x2)
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te je
r 0
L::span{Vu(X):xeRQ}:{ 0 s :r,s,tGR}.
t ¢

Primijetimo da su jedine matrice ranga 1 koje leze u L one koje zadovoljavaju t = s = 0
ilit=r=20,ili r =s = 0. Specijalno je funkcija g : L — R definirana s

g(F) := —rst

konveksna ranga 1, zapravo afina ranga 1. S druge strane je

1
(2) /(07”2 g(Vu(x)dx = 1< 0=g(0).

Da pokazemo tvrdnju teorema, dovoljno je pokazati da je funkciju g moguce prosiriti s
potprostora L na cijeli M3x2. Odgovor na ovo pitanje nije poznat. Ipak, pokazat ¢emo da
postoji funkcija koja je konveksna ranga 1 na Msyx9 i koja se gotovo podudara s g.

Neka je P operator ortogonalne projekcije na potprostor L. Promotrimo polinom

foo(F) := g(PF) + e(|F|” + [F[*) + k[F — PF|*.

Tvrdimo da za svaki € > 0 postoji k(¢) > 0 takav da je f; () konveksna ranga 1. Pret-
postavimo suprotno. Tada postoji € > 0 sa svojstvom da f ; nije konveksna ranga 1 za
niti jedan k& > 0. Prema veé pokazanom, tada postoje Fi, € M, 4, ar € R”, b, € R? tako
da vrijedi |ag| = |bx| =11

D2 f. 1(F1)(ar ® bg,ap @ bg) < 0.
Sada je
D*f. x(F)(X, X) =
D2g(PF)(PX, PX) + 2¢|X|? + c(4|F?|X|? + 8|F - X|?) + k|X — PX|?.

Prvi élan D?g(PF) je linearan u F', dok je treéi ¢lan na desnoj strani kvadratic¢an i pozitivno
definitan. Stoga je niz (Fj) ogranicen, te prijelazom na podniz mozemo pretpostaviti da
vrijedi Fy, — F, a, — 3, by — b. Kako je f; . > f-; za k > j, zakljuCujemo da vrijedi

(Vj>k) D*PF)(Pa®b,Pa®b+2jla®b—Paob*<0.

Stoga je Pa®b =3 ®b, odnosno vrijedia®b € L. Stoga je t — g(P(F +ta®b)) afina,
i prvi clan u gornjoj nejednakosti je jednak nuli. Dakle je ¢ < 0, —sto je kontradikcija.
Time je pokazano da postoji par (g,k(e)) € (0,+00) x (0,+00) za koji je f. k()
konveksna ranga 1 na cijelom Msys.
Na kraju, lako se vidi da uz dovoljno malen £ > 0 mozemo sac¢uvati ocjenu iz (2), te
fe = fe k(e) nije kvazikonveksna.

Q.E.D.
Korolar 1. Postoji skup K C Mgy2o takav da vrijedi

KqC # K’/‘C .
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Dem. Ideja je promatrati kompleksni analogon Sverakovog primjera iz prethodonog teore-
ma. Uz uobicajenu identifikaciju C = R? uz z = x + y - i definiramo

z1 O
K;:{ 0 2 :ziEC,‘ZZ’|=1,Z3:'le2}-
23 Z3

Stavimo L := spanK i neka je P, kao i ranije, ortogonalna projekcija na L. Periodicka
funnkcija w : R> — R? definirana s

zadovoljava uvjet Vw € K.
Uz pomo¢ tvrdnje (ii) iz Teorema 18 lako se vidi da je 0 € K% Tvrdimo da je

K% = KP° = KU{0} .
Da to pokazemo, promatrajmo funkciju ¢ : L — R definiranu s
(21,22, 23) == |2122 — 23] + [Z22zg — 21|* + |2371 — 22|

i uo¢imo da g ima nultocke toéno na skupu K U {0}. Tvrdimo da g mozemo prosiriti da
polikonveksne, nenegativne funkcije f na cijelom C3*2? = Mgyo. Zaista, uz

Fi1 Fio Fy
F=\|Fn Fyn|=|KH
F31 F3o F3

mozemo uzeti
F(F) = |det(Fy, Fy) — Fy1|? + |det(Fy, Fy) — F1|? + |det(Fs, Fy) — Faol? + [F — PF|?.

Stoga je K¢ C K U {0}, i nadalje, K¢ = K U {0} buduéi da je 0 € K% C KP¢. Stovige,
vrijedi ili K™ = K ili K" = K U {0}. Rezultat Pedregala (isp. [Pe 93]) garantira da je
K" = K, i tvrdnja je dokazana.

Q.E.D.

Korolar 2. (Kruzik, 1997) Postoji funkcija f : M3x2 — R|J{+00} koja nije kvazikon-
veksna, i takva da je funkcija f : Mays — R|J{+o0} definirana s

f(F) = f(ET)

kvazikonveksna.
Dem. Definirajmo F : Mgxo — R|J{+o0} s

F(F) = { —rst zaF €L,

400 inace

gdje je, kao u prethodnom,

0
s :r,s,tER}.
t

=

-+ O 3
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Ve¢ je pokazano da f nije kvazikonveksna, te preostaje pokazati da je f kvazikonveksna.
Prema Teoremu 7 ekvivalentno je pokazati da vrijedi

/" F(F + Vu(x))dx > f(F) |
(0,1)3

za svaku periodi¢nu i Lipschitzovu funkciju u : R?> — R3. Ukoliko je (F + Vu)™ €
Msx2\ L, iz definicije funkcije f vidimo da je nejednakost ispunjena trivijalno. Neka je
stoga (F 4+ Vu)™ € L. Kako je f<0 1) Vu(x)dx = 0, to imamo F7 € L ili (Vu)™ € L. Dakle
je

82u1 = 61u2 =0 s 83<’LL1 — 'LL2) =0.

Vidimo da u; ne ovisi o xg, dok us ne ovisi o 1, te slijedi
8183U1 = 8283UQ =0 s

odnosno

V“:<d%m o) ?ﬁg)-

Konacno, primjenom Fubinijevog teorema i Cinjenice da je f konveksna ranga 1 slijedi
tvrdnja korolara.
Q.E.D.

Na kraju napomenimo da nedavni rezultat S. Miillera (isp. [Mii 98]) pokazuje da
gornji rezultat vrijedi i za kvazikonveksne funkcije.
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1. Iskaz zadace

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se problem odredivanja kvazikonveksne ovo-
jnice prirodno pojavljuje u homogenizaciji. Cilj naseg razmatranja bit ¢e proucavanje
H-konvergencije za nelinearnu elipticku jednadzbu s p-rastom u gradijentu. Preciznije,
zanimat ¢e nas vrijedi li rezultat koji daje egzistenciju H-konvergentnog podniza koefi-
cijenata A™ ¢iji su pripadni (nelinearni) operatori A" u odgovarajucoj klasi funkcija, te
garantira da je jednadzba koja se dobije na limesu ponovno istog tipa. Kao sto ¢emo vid-
jeti, takav zakljucak ¢emo moci dokazati samo u slucaju p = 2, Sto je posljedica ¢injenice
da su izvjesne funkcije nisu kvazikonveksne. Zbog potpunosti navodimo precizne tvrdnje
koje su potrebne da bi se dokazao takav rezultat (Teorem 3). Napomenimo da su pomoéne
leme tehnickog karaktera cesto iskazane u vecoj opcéenitosti nego sto to zahtijeva njihova
primjena u dokazu Teorema 3.

U ovom odjeljku dat ¢emo kratak pregled dosadasnjih rezultata za zadacée neperio-
di¢ne homogenizacije. Prve od njih dugujemo Tartaru (isp. [Ta 77], [Ta 97]) i Muratu (isp.
[Mu 78]). Njihova metoda temelji se na apstraktnoj konvergenciji koeficijenata (nazvanoj
H-konvergencija) gdje pripadni H-limes sadrzi informaciju o svojstvima homogeniziranog
koeficijenta. Najjednostavniji primjer je homogenizacija linearne jednadzbe stacionarne di-
fuzije. Vodljivost materijala opisana je matricama koje zadavoljavaju odgovarajuce ocjene.
Preciznije, definiramo klasu M(a, ;) kao skup svih preslikavanja A : Q@ — Mgy za
koje vrijedi

(i) A(x)a-a > alal?,
(i) A(x)a-a > %|A(x)a\2.

Kazemo da niz A" H-konvergeira k A ako za proizvoljnu f € H~1(Q) niz rjesenja
u, € H§(Q) za jednadzbu

—divA"Vu, = f
zadovoljava L
Hp(2)

L NGNEN
uTL uOO I

L2(Q;R%)
- N

A"Vu, AV ,

pri ¢emu je s € H(l)(Q) rjeSenja gornje jednadzbe za n = oo.

Osnovni teorem H-konvergencije govori da svaki niz u klasi M(a, 5;) ima H-
konvergentan podniz. Moze se pokazati da H—konvergencija dolazi od prirodne slabe
topologije (isp. [Ta 97], [MV]). U ovom specijalnom slu¢aju postoje i brojni drugi rezultati
o H-limesima, kao $to su neovisnost o rubnim uvjetima, lokalizacija, pozitivnost, stabil-
nost, egzistencija korektora i tome slicno (isp. [Ta 97]).

Mnogi od ovih rezultata vrijede za nelinearnu jednazbu stacinarne difuzije uz linearne
ocjene na nelinearni ¢lan, kao i za pripadne parabolicke jednadzbe. U nelinearnom slucaju
svojstvo kompaktnosti ostaje i dalje sacuvano, ali je dokaz nesto slozeniji. S druge strane,
kako za nelinearne operatore nema prirodne generalizacije pojma transponiranog operatora,
to nema niti rezultata pozitivnosti i stabilnosti.

Do 90-tih godina nije bilo bitnog pomaka po pitanju primjene tehnika uvedenih od
strane Tartara i Murata na jednadzbe drugog tipa: valne jednazbe, semilinearne jednazbe
provodenja ili kvazilinearne jednadzbe provodenja s p-rastom u gradijentu.

Rezultate za semilinearne jednadzbe dobili su najprije Boccardo i Vecchio (isp. [BV
91]), a zatim i Bensoussan, Boccardo i Murat (isp. [BBM 92]). Njihova metoda zasno-
vana je na preciznim L°°—ocjenama na rjeSenja i rezultatima konvergencije za niz rezanih
rjesenja.
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Mi pokusavamo primijeniti opisane ideje na jednadzbu
—div |[VulfP?Vu = f,

gdje je f € Wfl’p/(Q) iu € Wé’p(Q). Kao sto ¢e slijediti iz narednog odjeljka, ova
jednadzba je dobro postavljena te je moguce direktno primijeniti tehnike kao za slucaj
p=2.

2. Pripremni rezultati

Zapocnimo citiranjem poznatog Browder-Mintyjevog teorema, koji u teoriji nelin-
earnih jednadzbi ima istu ulogu koju u linearnom slucaju ima Lax-Milgramov teorem.

Teorem 1. (Browder-Minty)
Neka je V' realan refleksivan Banachov prostor i A :V — V' (nelinearan) operator
takav da vrijedi:
(1) |lup —ully, — 0= ||A(un) — A(u)|l,» — O (neprekinutost)
(2) Za svaki ogranicen X C V vrijedi A(X) C V' je ogranicen (ogranicenost)
(3) Yu,veV) (A(u)— A(v),u—v)y >0 (monotonost)
(4) Yy, o W = oo (koercitivnost)

Tada je A surjekcija na V/, odnosno za svaki f € V' jednadzba

Alu) = f

ima bar jedno rjesenje u € V. .

Dokaz ovog teorema u sluc¢aju da je V' i separabilan ($to ¢e kod nas uvijek biti slucaj)
provodimo Galjorkinovom metodom aproksimacije (isp. [RR 92]).

Korolar 1. Neka je V' realan refleksivan Banachov prostor i A : V. — V' nelinearan
operator koji je (globalno) Lipschitzov i uniformno monoton, tj. vrijedi
(1) (AM > 0)(Vu,v e V) [|A(u) = A(v)[lyr < M|lu—vlly
(2) Ba>0)(Vu,veV) (Alu) = AWw),u—v)y = allu - UH%/ :
Tada je A : 'V —» V' bijekcija i A7 - vV — Vv je Lipschitzov (s konstantom

M* := 1) i uniformno monoton (s konstantom a* := a77)-

Dem. Primijetimo da iz uvjeta (2) odmah slijedi da je A injekcija: Ako je A(u) = A(v),
onda jeiu—v =0tj. u =wv. Tvrdimo da su ispunjeni uvjeti Browder-Mintyjevog teorema.
O¢ito je A monoton, neprekinut i ogranicen. Zelimo pokazati da je i koercitivan. Iz uvijeta
uniformne monotonosti specijalno za v := 0 slijedi

y{ Aw) = A(0),u)y > allully,

te je i
{Au), { A(0),
AWy A0y
[[wlly [l
odnosno
(Alu), u)y (A0),u)y ]
Vo= 2 alully + Y= = allully, — [AO)]l = = ellully = [AO)]l
[[wlly [[wlly [[wlly
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odakle direktno imamo koercitivnost. Stoga je po Browder-Mintyjevom teoremu A : V' —
v’ bijekcija. Preostaje provjeriti da je A~! Lipschitzov s konstantom M* i uniformno
monoton s konstantom «*. To zaklju¢ujemo na sljede¢i nacin:

Za proizvoljne f,g € V' definirajmo u := A7Y(f), g := A=Y (v). Tada zbog uniformne
monotonosti od funkcije A slijedi

WA ) = A Yg), f = g)yr = all A7) — AN (g)l% .

Nadalje je .
[A7H(H) = A7)y < — (AT = A9 F = )y
1 _ _ f—g
< =Nf =gl (AN — A (g), ——=—)
< aHf gHV V< (f) (g) “f _g”v/ 1%
<L1f =gl sup W ATLE) = A7(g), by
o IRl <1
= I = gl A7)~ A )y
odakle je

A7) = A7 @l < 517 = gl

Preostaje pokazati da je A7 : V' — V uniformno monoton s konstantom
chitovosti funkcije A vidimo da vrijedi

If = gllyr < MIATHF) = A7)y -

«

a7z 1z Lips-

Stoga je
_ _ 1
A7) = AT Dy = 371 =gl -

S druge strane, iz izraza za monotonost funkcije A slijedi

WA = A Ng), f— )y = allAH(f) — A5
te je .
HATUF) = A7), f = g)yr >l 1F = gllyr)? = <511 — gl

i A=1 je (globalno) Lipschitzov i uniformno monoton s odgovaraju¢im konstantama.
Q.E.D.

Neka je Q@ € R izmjeriv skup. Kazemo da je f : Q x R4 — R? Carathéodoryjeva
ako vrijedi
(1) (V€ € RY) x> f(x,€) je izmjeriva
(2) &€ f(x,€) je neprekinuta (ssx € Q) .
Na ovom mjestu prisjetimo se osnovnog teorema o operatoru Niemitzkog u slucaju
p=q=2
Teorem 2. Neka je Q C R? izmjeriv skup, f : Q x R — R? Carathéodoryjeva i takva
da postoji konstanta b > 0 i a € L?(Q) tako da je

(V&R [[(x.€)] < a(x)+blE] (55 x €Q) .
Tada za preslikavanje Ny : u(-) — f(-,u) vrijedi Ny € C(L*(Q), L*(2)).
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Neka je © € R? izmjeriv skup. Carathéodoryjeva funkcija A : Q x R4 — R% je u
klasi Mon(q, ;) ako vrijedi:
(1) (Va,b € R%) (A(x,a) — A(x,b)) - (a—b) > a|a —b|? (ss x € Q)
2) (¥a,b e RY) (A(x,a) — A(x.b)) - (a—b) > 3|A(x, 2) — Ax,b)J? (s5 x € )
U [Ta 97] pokazano je da je klasa Mon(a, §; §2) stabilna na H-konvergenciju. Prateci
osnovne korake iz te reference, nastavljamo nasa razmatranja sljede¢im apstraktnim rezul-
tatima:

Lema 1. Neka je (X,d,) metricki prostor, (Z,d,) potpun metricki prostor, te Y C Z.
Neka je AC X gust u X i f: A— f(A) CY neprekinuto preslikavanje koje je i lokalno
uniformno neprekinuto, odnosno za koje vrijedi:

za svaki R > 0 preslikavanje f|snko,r) : ANK(0, R) — Y je uniformno neprekinuto.

Tada postoji jedinstveno neprekinuto prosirenje po neprekinutosti f: X — Z koje

je i lokalno uniformno neprekinuto. Stovise, slika od f je sadrzana je u zatvaracu skupa Y’
u topologiji prostora (Z,d,).
Dem. Prije dokaza tvrdnji navedenih u teoremu, uoc¢imo da je ova lema zapravo pre-
cizan iskaz klasicnog teorema o prosirenju. Nadalje, napomenimo da je svojstvo lokalno
uniformne neprekinutosti slabije od (globalne) uniformne neprekinutosti, a jace od neprek-
inutosti. Primjerice, za X := (0,1), Y := R funkcija f(x) := % je neprekinuta, ali nije
lokalno uniformno neprekinuta. S druge strane, svaka neprekinuta funkcija na konacnodi-
menzionalnom normiranom prostoru nad R je nuzno lokalno uniformno neprekinuta, ali
oCito ne mora biti i uniformno neprekinuta.

Sada ¢emo dokazati tvrdnje iz teorema.

Najprije primijetimo da ukoliko uopce postoji prosirenje po neprekinutosti, ono je
nuzno jedinstveno. Zaista, ako su f; i fo takva progirenja, tada j L je fila = fala, te je zbog
gustoée skupa A u X i neprekinutosti od f, i fy zapravo f; = f5.

Kako je A gust u X, to za svaki x € X postoji niz (a,) takav da za svaki n € N
ap € Aida vrijedi dy(an, ) — 0. Bududi da je niz (a,) konvergentan, to je, specijalno,
ogranicen i Cauchyjev, te vrijedi:

(FR>0)(VneN) a, € K(0,R),
odnosno, zbog lokalne uniformne neprekinutosti od f
(Ve>0)(30 >0)(VYm,neN) dy(an,an) <= d,(f(an)f(am)) <e

Neka je sada € > 0 proizvoljan i § > 0 kao u prethodnom. Kako je (a,) Cauchyjev u X,
to vrijedi
(Inp € N)(Ym,n € N) n,m = ny = dy(an,am) <9,

i dakle
(Ve >0)(Fnp e N)(YVm,n € N) n,m =ng = d,(f(an), flam)) < €.
Stoga je i niz f(a,) Cauchyjev u Z. No, Z je potpun, pa vrijedi
(3LeZ) L= nli_rgof(an) .
Tvrdimo da L ne ovisi o izboru niza a,,, ve¢ samo o izboru tocke x € X. N eka je (a}) neki
drugi niz u A takav da d;(a;,, ) — 0. Tada iniz a1,a}, az,as, ..., an,a;, ... takoder kon-

vergira prema x. Specijalno je dakle i ogranicen, te zbog lokalne umformne neprekinutosti
od f vrijedi

(Ve>0)(36>0) (Va,B€ | {aj.a}) du(e.B) <6 = du(fla), f(B) <.
j=1
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Potpuno analogno kao ranije zakljucujemo da je

flar), f(a1), f(az), f(az), -, flan), flap),. -

Cauchyjev niz u Z, te zbog potpunosti konvergira k, recimo, L. No, svaki podniz gornjeg

niza takoder konvergira, i to k istom limesu L. S druge strane, kako (a,) konvergira k L,

to mora vrijediti L = L. Time je pokazano da limes L ne ovisi o izboru niza (ap).
Definirajmo prelikavanja f: X — Z s

7(2:) = lim flan),

gdje je (ap) proizvoljan niz u A takav da dy(an,r) — 0. Zbog upravo pokazane tvrdnje,
definicija od f je dobra. Ocito je f|4 = f, odnosno f je progirenje od f.
Pokazimo da je f : X — Z lokalno uniformno neprekinuto preslikavanje.
Fiksirajmo R > 0. Tvrdimo da vrijedi:

(Ve >0)(36>0)(Vr,2* € K(0,R)) dy(x,2%) < = d.(f(z), f(z")) <e.
Neka su z,2* € XNK(0,R)izan € N ay,a;, € AN K(0, R) takvi da vrijedi
dy(an, ) — 0 ,dg(ay,2") — 0.

Kako je
dy (ana n) dx(am ) (ZL‘ 17*) + dy (a:* a*),

to jeilim,— o0 dy(an,al) = dg(x,x2*). Specijalno, vrijedi: ako je dy(z,z*) < g, tada je za
dovoljno velik n € N dy(ay,a}) < 6, i k tome

d:(f(2), f(2")) < d=(f(2), f(an)) + d=(f(an), f(ar) + d(f(ap), f(27))
< dx(f(2), f(an)) + € +d(f(a;,), f(27)) < 3¢

Time je dokazano da je f : X — f(X) C Z lokalno uniformno preslikavanje.
Q.E.D.

Korolar 2. Neka je (X, d;) metricki prostor, (Z,d,) potpun metricki prostor, te Y C Z.
Neka je AC X gust u X i f: A— f(A) CY neprekinuto preslikavanje koje je i lokalno
Lipschitz-neprekinuto, odnosno za koje vrijedi:

za svaki R > 0 preslikavanje f|ang(o,r) : ANK(0, R) — Y je Lipschitz-neprekinuto.

Tada postoji jedinstveno neprekinuto prosirenje po neprekinutosti f : X — Z koje
je i lokalno Lipschitz-neprekinuto.

Ako je f : A — Y Lipschitz-neprekinuto, onda je i f : X — Cl z(Y) Lipschitz-

neprekinuto. .

Lema 2. Neka je V Banachov prostor i By, : V' — V niz lokalno Lipschitzovih preslika-
vanja sa svojstvima
(1) (Bp,) je lokalno ekvineprekinuta familija tj. Lipschitzova konstanta na svakoj kugli u
V' je neovisna o m € N.
(2) (3C>0)(YmeN) [|Bn(0)ly <C
(3) Postoji gust podskup G C V' takav da By, slabo konvergira na G odnosno da vrijedi:
V

Vfed) Bulf)——B(f),

Tada vrijedi:

(VfeV) Bulf)——B(f),

i preslikavanje B : Vi — vV je Lipschitzovo s istom konstantom na svakoj kugli u V.
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Dem.

Najprije pokazimo da je preslikavanje B : G — V inducirano slabom konvergencijom
niza B;, na G lokalno Lipschitzovo na G. U tu svrhu, neka je Mp konstanta Lipschitzovosti
za niz By, na proizvoljno odabranoj kugli K(0, R). Tada (zbog ekvineprekinutosti) vrijedi

(Vg,h € K(0,R))(Ym € N) || Bn(g) — Bn(h)lly < Mallg — hlly -

Po pretpostavci By, (g) — Bm(h)L\B(g) — B(h), pa zbog slabe nizovne neprekinutosti
odozdo norme na V' vrijedi

liminf || Bu(g) ~ Bn(Wlly > [ B(g) ~ By
te je stoga

1B(g9) = B(W)lly < Mgllg = hlly -
Dakle je B : ¢ — V lokalno Lipschitzovo preslikavanje. Kako je V' potpun, to po
prethodnoj lemi zakljucujemo da postoji lokalno neprekinuto preslikavanje B:V —V

takvo da je B|g = B

Tvrdimo da vrijedi

(VfeV) Bulf)——B(f).

Pretpostavimo suprotno tj. da postoji f € V' takav da vrijedi:

Beoe V) = o, Bu(f))v — (w0, B(f))v -
Nadalje, primijetimo da bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi
loll, < 1 (ako to ne vrijedi g zamijenimo s H;g#)'
v

S druge strane je
1B ()l < 1Bm(f) = Bm(0)lly + [[Bm(0) [y, < M| £l +C,

odnosno /
Vo eV) ¥l <= [ (¢, Bulf))vl < M| Sl +C.
Specijalno je za 1 := g niz (w0, By (f))v ogranicen u R, te ima konvergentan podniz
(koji isto oznacimo), te vrijedi
v{wo, Bn(f))v — a,
gdje je po konstrukeiji o # /( ©0, B (f) )v. Neka je € > 0 proizvoljan i fiksiran.
Zbog gustote G u Vi gornjeg razmatranja iz cetiri razlicita razloga slijedi da postoji
niz (f;) u G sa svojstvima:
(1) @m1 € N) m=my = |, (po, Bn(f))v —a| <3
(2) B eN) j=j1= (VmeN)|,{po, Bul(f;) = Bn(f))v] <
(3) @m2 e N) m 2my = (Vj € N)| (o, B(fj) = Bn(fj))v] < 3
(4) (Fj2 € N) j=jo= |, (o, B(f) = B(fj))v| <}
Sada odabirom m > max {mj, ma} i j > max{ji, j2} imamo
0 < [y, B(f))v —al
(w0, B(f) = B(fj) + B(fj) = Bn(f;) + Bu(fj) = Bu(f) + Bu(f) )v — a| <
{0, B(f) = B(f;) v+ {0, B(fj) = Bm(/f )) |

B
+ly (w0, Bm(f;) = Bm(f) )v] + ly{ 00, Bm(f) )v — a| < TR

4 4 4
sto je kontradikcija.
Na kraju, iz nizovne poluneprekinutosti odozdo norme na V' i upravo pokazane tvrdnje
slijedi da je B Lipschitzovo s konstantom Mg na K (0, R).

€
4

Q.E.D.
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Za dokaz glavnog teorema trebat ¢e nam i ovaj tehnicki rezultat:

Lema 3. Neka je (X,7) o—kompaktan Hausdorffov topoloski prostor, M Borelova o—
algebra na X, te (Y,N) proizvoljan izmjeriv prostor. Neka je Q@ C X otvoren skup i
A : Q — Y preslikavanje sa svojstvom:

VwerT) WwC Q= A|,:w—Y jeizmjerivo .

Tada je A : ) — Y izmyjerivo preslikavanje.

Dem. Kako je X o-kompaktan, to je i svaki njegov otvoren podskup o—kompaktan. Stoga
postoji niz 0 € () takav da je
[0.9]
Q={]J%.
k=1

Definirajmo wy, := IntQ. Tada w;, € 7. Kako je X Hausdorffov, to je € zatvoren, te je
W CQCi
o
= U (09) 7
k=1

Neka je U C Y proizvoljan izmjeriv skup. Buduéi da vrijedi

Xwr, — XQ >

to i
XwpNA<(U) — XQNA<(U) >
Iz wp, VAT (U) = wi, NA[G, (U) i QN AT (U) = AT (U) zakljucujemo da vrijedi

XAG (U) =" XA=(U) -

Po pretpostavci je za svaki k € N skup A[§; (U) izmjeriv, te su i funkcije XAJs, (U) izmjerive
za svaki k € N. Dakle je i funkcija xa+ (1) izmjeriva kao limes izmjerivih funkcija. Stoga
je i skup AT (U) izmjeriv.

Q.E.D.

Lema 4. Neka je U C R? otvoren skup i f € L (U) takva da vrijedi

loc

(Vo € Co(U)) w>0=>/U¢fdu>0.

Tada je f(x) >0 (ssx € U) .

Dem. Kao u prethodnoj lemi, U € T(Rd) mozemo prikazati kao

pri cemu je Uy, € 7(R?) i u(U,) < co. Za fiksirani n € N pokazat ¢emo da je
f(x)=0(ssxel,),

i time ¢e tvrdnja biti pokazana.
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Neka je € > 0 proizvoljan. Iz Luzinovog teorema slijedi da postoji US € K(U,,) takav
da je flye € C.(Us) i p(Ux\Uy;) < e. Birajudi nenegativne ¢ € C.(U;) zakljucujemo da
vrijedi

fdu >0,
Us

Zbog neprekinutosti funkcije f na U;; lako se, pretpostavljajuéi suprotno, vidi da je f|ys >
0. Zbog proizvoljnosti od € > 0 zaklju¢ujemo da je

f(x)=0(ssxe U U,).
e>0

Kako je
w(U,\ U US)=0,
e>0

to slijedi
f(x)=0(ssxelU,).

Na kraju, primijetimo da se eksplicitnom konstrukcijom odgovarajuce test funkcije ¢ moze
pokazati da je funkcija f nenegativna u svim svojim Lebesgueovim tockama, no taj rezultat
nama nece trebati.

Q.E.D.

Promatrat ¢emo jednadzbu

—div (A Vu(x)P2Vu(x)) = f ,
gdje je f € W(l)’p(Q) , U € W(l)’p(Q) i A e L®(Q; Mgyg) , 1 pokusati dokazati rezultate
analogne ve¢ pokazanim u slucaju p = 2.
Najprije ¢e nam trebati neke nejednakosti vezane uz ocjene za p-laplacian.
Lema 5. Nekajel<p<2i 1—1) + % = 1. Tada vrijedi
2
(1) (¥a,b e RY)(Ja +[b] > 0) (Ja]"%a — [b""b) - (a = b) > (p— 1) 520 -
(2)p (Va,beRY) ([alP~%a —[b]P"?b) - (a — b) = 297 %q|[a]"%a — [b[P~?b|1 .
Dem. Najprije ¢emo pokazati prvu tvrdnju. Uoc¢imo da uvjet |a| + |b| > 0 mozemo
zanemariti ukoliko trazenu nejednakost pisemo u obliku koji ne sadrzi kvocijent. U daljnjem
ovo ne¢emo posebno naglasavati i izostavljat ¢emo uvjet |a| + |b| > 0.

Neka su sada a,b € R? proizvoljni i fiksirani. Neka je, npr. |a] > |b| (to moze-
mo pretpostaviti zbog simetri¢nosti). Takoder, primijetimo da bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je |a| = 11 |b| < 1. Zaista, ako trazenu nejednakost podijelimo
s |al? i definiramo nove vektore ag := \g_l iby:= |a£|, tada je |ag| = 1, |bg| < 1 te ag i by
zadovoljavaju toéno nejednakost (1).

Nadalje, primjetimo da vektori a i b odreduju ravninu u R%. Stoga rotacijom koordi-
natnog sustava mozemo postié¢i da je xy-ravnina novog koordinatnog sustava podudarna s
ravninom odredenom s a i b.

Konaé¢no, rotacijom novog koordinatnog sustava u xy-ravnini mozemo posti¢i da vek-

tor a bude kolinearan s z-osi.
U ovako transformiranom koordinatnom sustavu vektori a i b imaju zapis

a:(1a0707"'a0)7 b:(yhyQaO;-"aO)a

adje je \/u? + 43 < 1.
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Uoc¢imo da sada vrijedi

) 12— =26l = [ =+ D) P+ Gy + )P

(%) la=bl = /(1 =11)* + 43

(***) (Ja]P~2a = [b[P2b) - (a —b) = (L —y1(y/yf + 93P 2) (L —w1) + 3 (\/yd + y3)P 2,

iz, (**) 1 (***) vidimo da se trazena nejednakost reducira na nejednakost oblika

(V1,92 € R)(yf + 3 < 1)

_ _ 1—y1)2 493
Q=B+ A —y) + B i+ )P 2= (p—1) ( St
(1+ /v +y3)2P

Dakle preostaje pokazati slijede¢u nejednakost:

(L4 /uf +v3)° 7P
1=\ + 83" ) —y) + v (Vo + 3P 2 >p—1.

(1—y1)2 +y3

Razmatrat ¢emo dva slucaja:
Slucaj 1: =1 <y <0

Y<l=Wr?<l=pmz2l= > -n=1-yupf">1-n
Stoga je i

(1+ / 2+ 2)2717
{(1= 1 (\J2 + 93P 2) 1 — 1) + y3 (i + 43)P %) hon

(1—y1)? +y3

(1+1/y? +y3)*P
>{(1-wn)?+y(\Jyi+43)P %)

(1—y1)2+y3

14 \/y2 +y2)2 P
> (=100 2+ B RSE

(1—y1)2+y3

1 2 2\2—p
>{(p—-1)(1 - y1)2 _|_y%}< + m)

(1—y1)2+y3

1+ 2 4 2)2-p
>{p =D -m)*+ (- 1)3/5}( m)

(1—y1)2+y3

=(p-D1+ 2 +y3)*P=p-1,

Sto smo 1 trebali pokazati.

Slucaj 2: 0 <y; <1

2 2\2— 2— 1 1 2 2\p—2
(Wi +w)™™ 2 0" = e S gp = Lonlyur+ )™ 2 1=

y127P -
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Nas slijedeci korak bit ¢e pokazati da vrijedi
(Vyrel0,1]) 1=yt > @-1)1—-y).
Definirajmo funkciju ¢ : [0,1) — R s
1— yf_l

Tvrdimo da je ¢ ogranicena odozdo s p — 1. Kako je ¢ neprekinuta na [0, 1] (u
smislu odgovarajuéeg prosirenja po neprekinutosti u tocki y; = 1), to ona sigurno dostize
minimum na [0, 1]. Zakljuéujemo da je dovoljno pokazati da vrijedi ocjena

(Vyr€[0,1]) ¢'(y1)=0=(y)=p—1.
Uocimo da je ¢/(y1) = 0 ako i samo ako je
—(p =1y (1 =) — 1=y )(-1) =0,

te je, dakle, za kriti¢ne y;

-1
odnosno ¢(y1) = (p—1yf = (p— 1)?% >p—1.

1
Sada potpuno analogno kao u slucaju 1. zaklju¢imo da vrijedi trazena ocjena.

Pokazimo drugu tvrdnju!

Uz iste argumente kao u prethodnom, iz (*) i (¥*%)

vidimo da je dovoljno pokazati:

(Vy1,y2 € R)(yf + 3 < 1)

1=\ + 83" ) —y1) + 55 (Jud + 3P 2
= )
> 1200 () P+ el ) PN

Uvedimo supstituciju

5= \/y%—i-y% t:= % .
\/ Y1t Y3
Tada je t> =y + 12 + 43, st = y1 i y3 = t?(1 — %) te (***) prelazi u
(JaP2a — |bjP™2b)- (a—b) =1 — (P L+ t)s + 17,
te je dovoljno pokazati da vrijedi
(Vs,t €[0,1]) 1— (P L4 t)s+ 1P =20 2{1 — 2stP L 4 (P12} 3 |

Definirajmo funkciju f: (0,1) x (0,1) — R s

1= s tP
f6,5) = {1 —2str=t 4 (r=1)2}a
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Uvedimo supstituciju 7 := t*~1. Tadajet = 7971, buduéi da iz %—i—% = lslijedig—1 = ﬁ.
Takoder, stavimo g(7,s) := f(7971,s) = f(t,s). Tada je g : (0,1) x (0,1) — R oblika
1—(r+79 s+ 74
g(7—7 S) = g
(1 —27s+171%)2

Pokazemo li da je g ograni¢ena odozdo s Qq%q, tvrdnja ¢e slijediti. Kao i ranije, dovoljno
je pokazati da je g ograni¢ena odozdo u kritiénim tockama.
Kako vrijedi

) =2 41
(7,5 €(0,1) Z2=0 4= 1= (7 +7)s 470 = T i —ors+ 1Y),
S q
to g za kriticne s ima oblik
7972 41 1
g(1,s) = : =z
q (1—27s+72)2
Iz nejednakosti 1 — 2s7 + 72 < 1 + 7 slijedi
T2 4] 1
g(Tv S) 2 :

q (1+ T)q_2 .
Konac¢no, kako je 1 < p < 2, i stoga q¢ > 2, zakljucujemo da vrijedi
q—2
T +1 S 1 1 1

> > = .
L+ 7 1+ 7 A+ 20

Stoga je i g(7,s) > Flgq.

Q.E.D.
Korolar 3. Neka je p € (1,2). Tada vrijedi
(+) (a,b e RY) 72— lPb[7 < zrbmsfa — b

(++) (Yab€RY) la’%a — b’ ?b| < grkrfa — bl

Dem. Iz (2), direktno imamo
(]a]P"2a — [b[P™?b) - (a — b) > 2972¢|[a]P~2a — |b[P~?b]|? .

Stoga je
la—b| =29 %¢|[al""a — |b|P?b|97"

odnosno

1

P—2, _ |K|P—2 e PO
a2 = bl 2] < gy

b[P~!
sto je to¢éno (++).

Ako posljednju nejednakost potenciramo s ¢ i primijetimo da za konjugirane p i ¢
vrijedi ¢ = I%, slijedi

(Va,b € RY) |[[al"~?a — |b["~?b|* < la—b”,

(2072q)P

sto je tocno (+).
Q.E.D.
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Lema 6. Neka je p > 2. Tada vrijedi
(1)p (Fa,be RY) (a]72a — blP~2b) - (a — b) > 5br-[a — bP
(2 (Va,b € RY(a| + [b] > 0) (Jal~2a — |blr2b) - (a — b) > Lo "a-lol 2o
Dem. U dokazu ¢emo koristiti istu tehniku (i iste oznake) kao u prethodnoj lemi. Prije
nego pocnemo razmatrati tvrdnje (1), i (2),, jo§ jednom ¢emo zapisati tvrdnje (*), (**) i
(***) u terminima varijabli s i ¢:
(*) J]a—b| =+v1—2st + t2
() [lap%a —[blF 2| = /1= 2507 T+ (071
(***) (Ja]P=2a — |blP~2b) - (a —b) =1 — (tP~L 4+ t)s + P,
Uoc¢imo, nadalje, da vrijedi

aj=1  |b|=t.

Sada imamo sve pripremljeno za dokaz tvrdnje (1). Iz (*) i (***) uvrstavanjem slijedi da
je dovoljno pokazati da je funkcija g : (0,1) — R definirana s

1—(r4+7P s+ 7P
g(1,s) = N
(1—27s+172)2

ogranicena odozdo s ;p. Kako je sada p > 2, to ova tvrdnja direktno slijedi iz dokaza

2p=2
tvrdnje (2) u prethodnoj lemi. Drugim rije¢ima relacija (2) za sluc¢aj 1 < p < 2 ekvivalentna
je relaciji (1) za slucaj p > 2. Ako su sada p, ¢ € (1, 00) konjugirani eksponenti takvi da je

1 <p<2igq>2, ovaj zakljucak mozemo zapisati s
g = 2.

Zbog simetrije ocekujemo da zakljucak ovog tipa vrijedi i za relaciju (2), u slucaju
p = 2, odnosno za tvrdnju koja nam je preostala za dokazati.

Iz (**) i (***) direktnim uvrstavanjem zakljucujemo da je dosta pokazati da je funkcija
¥ :(0,1) x (0,1) — R definirana s

(1—(r+ Tp_l)s +7P)(1 + Tp_2)
(1—27s+72)%

W(t,s) =

odozdo ograni¢ena s odgovaraju¢om konstantom. Kao i ranije, racunamo kriticne tocke
funkcije 1. Pokazuje se da vrijedi:

(V7,5 €(0,1) %:o =

—(P 1 =25t (PTH) — (1= (P )24 P) (L + PR (=20 =0
Stoga za kriticne s funkcija v ima oblik

(1— (tP~L +tP)s +1P)(1 + tP72)
2tP=2(1 — ((tr=1 + t)s + tP)

¢(Tw S) =

1 1 1
= (P2 )>-.2=1.
2( +tp—2)/2

Time je dokazana tvrdnja (2), za slucaj p > 2.
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Na kraju, pokazimo da ekvivalencija (1*), <= (2%), vrijedi i za sluc¢aj p > 2, gdje su
(1*) i (2*) odgovarajuée dualne tvrdnje. Zapocinjemo definicijom tih tvrdnji: definiramo
da (2*), bude tocno veé¢ pokazana tvrdnja (2),, dok (1*), za 1 < ¢ < 2 definiramo s

* — _ —b|?
(1) (Ya,b e RY)(Ja] +[b] > 0) (Ja]*"a — [b]*~2b) - (a — b) > i -

Iz relacija (*) 1 (***) slijedi da je (1*)4 za 1 < ¢ < 2 ispunjena ako i samo ako je
funkcija
(1— (1 + 79" Ds 4 79)(1 +7972)
(1—27s+72)3
odozdo ogranicena s 1. Uoc¢imo da u dokazu ogranicenosti odozdo za funkciju v nigdje
nismo koristili ¢injenicu da je p > 2. Stoga je i ¢ odozdo ogranic¢ena s 1, te trazena tvrdnja

o(T,8) =

slijedi.
Kao posljednju napomenimo da dakle vrijedi slijede¢i oc¢ekivani rezultat
1 1
(Vp.q € (LOO))(; T ) 1)y <= @,

uz konvenciju da tvrdnju (1), iz Leme 4 zamijenimo tvrdnjom (1¥),, jer je ocito da tvrdnja
(1), u Lemi 4 nije ‘uskladena’ sa ostalim tvrdnjama (Sto, uostalom, slijedi i iz dokaza te
tvrdnje).

Q.E.D.

Korolar 4. Neka je p € [2,00). Tada za proizvoljne u,v € W(l)’p(Q) vrijedi

p—2

_ _ _ p—1
/Q IVl =2Vu — [VolP2Vol? < 272V = Vol o {IVullq) + 100, b

Dem. Podimo od relacije (2), zapisane tako da ne sadrzi kvocijent. Nakon primjene
Schwartzove nejednakosti, dijeljenja obje strane s |[a[?~2a — |b[P~2b| te potenciranja s ¢
imamo

[laP~%a — [b[P~?b|? < (Ja]P~* + [b]"~*)]a — b|* .

Stoga je
/ |[VulP~2Vu — |[Vo[P2Vo]? < /(qu]’D_2 + |Vu|P~2)4|Vu — Vo|4
Q Q

—2

_1 p—2
< _wyplP! p—2 p—2y05=3 | P71
<{ [ 1vu=vor ) var+ vop-2y)

—2

~ {/Q Vu - wp}”il{/guvuw—? T |vv|p—2>p’iz}ﬁ-l

p—2

p—1

<190 = Vel { | (Vul+17017}

[\S]

p—

p—

qp=2
< (2P 1)p1||Vu—Vv||%p(Q){/Q(|Vu|p—|— |Vv|p)}

[\v]

S

p—1

= 27 |Vu = Vol { Vel ey + V00 |

Q.E.D.
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Lema 7. Neka je p € (1,00) i Q C R? otvoren i ogranicen skup, te A € L>®(€; Myyq)
takva da je A(x) = a(x)I, gdje je a < a(x) < B (ss x € Q). Definirajmo

L(u) := —div (A|Vu[P"2Vu) .

Tada vrijedi
=y

WoP(9)

—1
it < I y-ariy < Bllullly e,

Dem. Evaluiramo li desnu i lijevi stranu iz definicije operatora L na elementu u, imamo
relaciju

/ A"\ VulP~2Vu - Vu = y L(u), u)y.
Q
Direktno slijedi ocjena

o[Vl gy < 1Ty 10y Nl oy

odnosno
aflulP

W(l)’p(Q) < ||L(u)||W*1’P/(Q) :

S druge strane je

HL(u)HW,Lp/(Q) = sup / A\Vu\p*ZVu Vo <
H@H Lp oy ST Q
wir@)

/|W\P 2Vu -V

el wio Q)<1

P
- q -1
<P sup [[Vuf? 2VUHLq(Q)||V90”Lp(Q) = BHVUHEP(Q) = 5||U||€V1,p Q)
||‘PHW(1),IJ(Q)<1 0" ()

Q.E.D.
Lema 8. Neka je p € (1,00) , Q C R? otvoren i ogranicen skup, te A € L>®(; Myyq)
takva da je A(x) = a(x)I, gdje je o < a(x) < 5 (ss x € Q).
Tada je preslikavanje L : (Wé’p(Q), || - ||W1,p(Q)) — (W=LP(Q), || - ”W—LP’(Q)) defini-
rano s ’
L(u) = —div (A(x)|Vu(x) P2 Vu(x))
lokalno Lipschitz-neprekinuta bijekcija.

Dem.

Zasebno ¢emo razmatrati slucajeve p € (1,2) ip € [2,00]. S S}, oznacavamo jedini¢nu
kuglu u W(l)’p(Q).

Neka je najprije p € [2,00). Primjenom Leme 5 ((2),) slijede nejednakosti

I|IL(u) — L(v)||w_17p/(Q) = sup /(A|VU|P—2VU — A|VU|P—2VU) -V
peSp JQ

< B sup / || VulP~2Vu — |VolP~2Vu||[ V| < 8 sup /(\Vu\p_Q—l—]Vv]p_Q)]Vu—VUHWJ]
PpESp JO PESp JQ

<Bsup/|Vu|p_2|Vu V||Vl + B Sup/|Vv|p 2|Vu — Vo[V
peSY JQ pESp
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< B sup { [ VP29 7|7} { / Vu - Vo)
peSp JQ Q

<8 sup { [ [V002v 1y /Q Vu— Vo)

PESp
< BHVU — VUHLP(Q) . 525})((/9 |Vu| (p—2) q|v¢| >é </Q |VU|(p_2)Q|VSO|q>é)
< B =Tl up (( f 19l 2)’ (] welr))’
P
+53§</Q 'V“|(p_2)q’")i(/Q volr')")

p=2 (p=2)q°

p—2 1
< B~ Vol - sup ([ (9aP) 7 ([ 9017)"

PESp

e (o) ([ wer)

Stoga je
1E() = L)1) < BIVE = F0lpagey (Il + 1V 01250)

Time je pokazano da je za p € [2,00) L lokalno Lipschitz-neprekinuto preslikavanje.
Sada prelazimo na slucaj p € (1, 2).
Iz Korolara 3 (relacija (++)) slijedi ocjena:

1
-2 -2 -1

< W(/Q |Vu — VU‘(Pl)Q);(/Q |Vg0|p>11)

1 P
- (2q*2q)p*1 IV — VUHEP(Q)HVSOHLP(Q)

Konacno, vrijedi

L) = L)1) < B sup [ 1962V~ Vol 292]| 74l

PESp

-1
X BWHVU - VUH%I)(Q) :

Dakle je za p € (1,2) L uniformno neprekinut. Primijetimo da postoje funkcije koje su
uniformno neprekinute, ali nisu lokalno Lipschitz-neprekinute. Primjer takve funkcije je

fla) = .
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Specijalno je L neprekinut i ogranicen. Iz Leme 4 i Leme 5 slijedi da je L i strogo
monoton. Lako se vidi da je za p € (1,00) L koecitivan, buduéi da vrijedi

W—17p’(Q)< L(”)ﬂ u >W(1J’p(Q)

> allullfy g, -
HuHWé,p(Q) WhP(Q)
Stoga po Browder-Mintyjevim teoremu slijedi da je L : W(l)’p(Q) — Wfl’p/(Q) bijekcija.
Tvrdimo da je L™ : Wfl’p/(Q) — W(l)’p (Q2) takoder neprekinuto preslikavanje.

Neka je najprije p € [2,00). Iz Leme 5 ((1),) slijede ocjene

1 1
v L(u) = L), u —v)y > a2p_2p /Q [Vu — VolP = a2p_2p||Vu — VUH{,,(Q) ,
i, nadalje,
-1
20 = L0170y > gz = ol -

Birajuéi f,g € Wfl’p,(Q) takve da je L(u) = f i L(v) = g, vidimo da smo pokazali da
vrijedi
P 1
“1ip 71 Lop— =
175 = L7y < 22727 1F =95
i slijedi da je za p € [2,00) L~! uniformno neprekinut operator (iako nije lokalno Lipschitz-
neprekinut).
Uocimo da se za p \, 2 ova ocjena reducira na ve¢ izvedenu ocjenu u slucaju p = 2.

Neka je sada p € (1,2). Iz Leme 4 (ocjena (1x),!) slijedi ocjena

|Vu — Vo2
|Vul?>=P + |Vu|?~P.

VL) = Lo u=v)y >a |

S druge strane je

. 2
[rwu-vur= [ =T (g o)
Q Q 29— 29—
<|Vu| P+ |Vl P)

[V

2

1

Ut Y me )

V2P + yvv\%p)

[ViS]

Stoga je

2—p

1
— 2 2 PN o
HVU_V/UHLP(Q) < {/ |V'LL VU| } {/(‘VU‘Q—p+|vU‘2—p> 2;0} P
Q ( Q

V2P + |Vv|2_p>

[ViS]

2—p

fi{jg( YV — Vol? }%{/Q(WNM+WVva}2p

|Vu|>=P + |Vv|2_p>

[VS]
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< (2p1>22pp{/9< |Vu — Vo2 }

[Vul>7P + !W\?—p)

2—p

{ [awar+1vam} ™

o=

[ViS]

Na taj je nacin

2—p

—p _ 2 >
Vqu|ip(Q)<(2p1)2p{/< [V = Vol )p}{/<vup+wp)} |
Q 2 Q

|Vul?2=P + |Vu|2—P

te iz ocjene za dualni produkt imamo

2
Ju— UHW(l)vP(Q)

IS

2 1

-1
<@ || L) - (U)”W-LP(Q)Hu_UHW(I)’p(Q){HVUHiP(Q) + ”W”Zﬁ”@)}p

ili, ekvivalentno

2 1

2_q
@5 L) — LO)llw-s@) { V6l o) + Vel b

Ju— UHWé’p(Q)
1

Na kraju, iz relacije (]a:|p + ]y\p> " < |w| + |y| imamo

2 1

@5 L) = L) lw-sey {1 Vel gy + 10y}

Ju — UHW(l)vP(Q)

Zakljucujemo da vrijedi
—1 -1

1, .2 _ _ _
~(@ M = gl (1L (Pt + L7 )

Iz Leme 7 sada imamo ocjenu

-1 -1
1274 = L7H9) gy <

1

+ (ngHWLP(Q)) ,,_1}227 ;
1

2-p

_1\2-1

VI (T N 1 L
o pl

1
oAt

2 1 =T
<@ = gy { G lw-1me))

(67

—_

[\

S}

p—1

182 51 P -
i (2P~ )b le — guw—l,p/(Q){{HfH{;V*lLP(Q) T HgH\T}V*ll’p(Q)} } ’

1

2-p
ot

<

2—
p—
2—p

1\ 2 p—1
< @571 = gl oy I -y + Nl |

te je za p € (1,2) L1 lokalno Lipschitz-neprekinuto preslikavanje.
Q.E.D.
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Lema 9. Neka je Ly, : W(l)’p(Q) — WL (Q) kao u prethodnom.
Tada je L;1: W17 (Q) — Wé’p(Q) strogo monoton operator. Stoviée, vrijedi
(1) pe(1,2) = y(f =g, L () = Lo (9) v = 5227 allf = gllyy
_2 1+20-3)  If- gH
(2) p e [2,00) = o f — 9. L7 () — Lit(g) )y > 21 7o jv T
||fHV/ K +||9HV/ P
Lema 10. Neka je p € (1,00), i neka su definirana sljedeca preslikavanja
(1) zape (1,2) g,5: R* xR — R

& — &
9(8182) =g ||21p+\2’212p

5 & - &P
N (ST

(2) zap e [2,00) h,h: R xR x R4 x R — R

”'71 "72’2
§11P72 + |22

h(&1,€2,m1,m2) =

”'71 "72|2

(5175277’177’2) <|£ ’+|€2|>p 2

Tada vrijede sljedece tvrdnje:
(i) ishodiste je tocka minimuma za funkcije g i g, ali nije tocka infleksije
(ii) ¢ =0, g°° = g, g nije konveksna ranga 1 (i stoga nije kvazikonvesna)
g =0, §g°¢ = g, g nije konveksna ranga 1 (i stoga nije kvazikonvesna)
(iii) h® =0, h*® = h, h nije konveksna ranga 1 (i stoga nije kvazikonvesna)
h¢ =0, h*¢ = h, h nije konveksna ranga 1 (i stoga nije kvazikonvesna)
Dem.

(i) Jednostavnosti radi promatrat ¢emo samo slucaj d = 1. Uvedimo sljedeée oznake:

I={(z,y) e RxR:2>0,y >0}, [I:={(xr,y) e RxR:2<0,y>0}

IHHT:={(z,y) e RxR:2<0,y<0}, IV:={(z,yy eRxR:2>0,y<0},

g++ = 9|I y  9—+ = Q\H )

g—— = g|UI y  g+— = 9|Jv .

Uocimo da vrijedi g(x,y) = g(y,z) = g(—

x,—y), te na odgovaraju¢im domenama
vrijedi

gr—(r,y) = (@ -y, g1(x,y) =9+ (—2,—y) =y —2)¥,

— )2
g+(T,y) = # g—(@,y) = grt (2, —y) .

Stoga se polazni problem reducira na provjeru tvrdnje za funkcije g4+ i g4—. Primi-
jenit ¢emo kriterij za lokalne ekstreme:

C? funkcija g ima lokalni minimum ako i samo ako je Hessian funkcije g u tocki g
pozitivno semidefinitna matrica.

Promatrajmo sada funkciju g4+ .
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Rac¢unom se provjeri da vrijedi
Voii(r,y) =0 <= z=y.

Kako je g4+ nenegativna, i g44(z,y) = 0 ako i samo ako x = y, zakljutujemo da su
sve kriticne tocke funkcije g4+ (globalni) minimumi. Uoc¢imo da time nismo eliminirali
mogucénost da su ti minimumi nisu istovremeno i tocke infleksije. Pretpostavimo, stoga da
postoji barem jedna tocka (w,w) € I koja je tocka infleksije za g4. Presjecemo li epigraf
funkcije g4 proizvoljnom ravninom 7 okomitom na zy-ravninu koja prolazi tockom (w, w)
dobit ¢emo epigraf funkcije ¢ : (s1, s2) — R definirane s

2

Y

,_ z(s) — w)
QD(S) T g++(37(8), ’LU) (.%‘(S) + w)g_p
Ozna¢imo s 1y, (zy) presjek ravnine 7 i (pozitivnog dijela) y—osi (z—osi) gdje su s1 1 s2
odabrani tako da vrijedi

p(0)=s1, p(rw)=s2,

pri cemu je p pravac dobiven kao presjek zy-ravnine i ravnine m, a ¢ija jednazba je

te je 51 = yw i 52 = 0. Stovide, po izboru tocke (w,w) postoji ravnina 7 takva da ova
funkcije nema konveksan epigraf, i stoga nije konveksna. Tvrdimo da smo time smo dobili
kontradikciju. Dosta je provjeriti da za proizvoljnu ravninu 7 kao gore vrijedi gpN > 0.
Kako je z(s) = — s + zuw, to je (s) = K - (1), gdje je redom

K:=(—)? t) = ————
b::%>0, ti=—5+ Yy -
Yw

Bududi da je goN = @/JH, to u daljnjem promatramo funkciju ¢ : (0,7,) — R za koju
¢emo pokazati joj je druga derivacija nenegativna, pa ¢e tvrdnja leme slijediti. Preciznije,
pokazat ¢emo tvrdnju za ¢ definiranu na (0, +oc) i uz proizvoljnu konstantu b > 0.

U dokazu ¢emo sada prvi puta iskoristiti da je p € (1,2). Nakon kraceg racuna
pokazuje se da vrijedi

(Vt>0) wﬁ(t) >0 <=
(Vt>0) (—p®+9p—12)t2 +2(p° — 5p + 6)bt + (—p® + p + 16)6% > 0 .

Stoga, da bismo pokazali zeljenu tvrdnju, dosta je provjeriti da su svi korijeni gornje
kvadratne jednadzbe po ¢ ili imaginarni ili realni i negativni. Kako je p € (1,2), to vrijedi
p?—5p+6>0, —p>+9p—12 >0, —p> +p+ 16 > 0, te direktnim rjesavanjem kvadratne
jednadzbe slijedi tvrdnja (7).

Sada ¢emo razmotriti tvrdnju (ii). Prisjetimo se klasi¢nog teorema koji govori da
proizvoljna (strogo) konveksna funkcija 1) : R™ — R ima limes u beskonacnosti, te da
SoviSe vrijedi

lim  ¢(x)=+o0.

|x|—>+00
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Koristeci ovaj rezultat , lako se, restrikcijom limesa na podskupove oblika
Ty :={6cRIxRY: & — & =k},
vidi da funkcije g i g nisu konveksne, budu¢i da vrijedi

§€Tk7|1é|m—>+00 ) «EETk,llgn—WOOg(S) v

Iz gornjh relacija sada se trivijalno kontradikcijom pokazuje da je zaista ¢ =01 g = 0.

Nadalje, birajuc¢i & := (¢,0,...0) i promatrajuéi restrikciju od g na linearnu ljusku
od £ vidimo da (jer, po pokazanom, g nije konveksna za d = 1) ¢ nije konveksna ranga 1.
Imajuéi u vidu da je

t— ¢g"°(A +1tB)
konveksna za proizvoljne A € Mg, 41 B € Moy, tako da je r(B) = 1, ovu tvrdnju mozemo
direktno pokazati kotradikcijom u za proizvoljni d € N, i to odabiru¢i & = &2. Nadalje,
kako je, specijalno, za d = 1 ¢° = ¢, vidimo da je u tom slucaju ¢g"¢ = 0. Zakljucujemo
da vrijedi
(9l)" =0,

gdje je L proizvoljan potpostror u My, 4 razapet matricom ranga 1. Na kraju, primijetimo
da se tvrdnja (iii) dokazuje analogno kao i tvrdnja (ii).
Q.E.D.

3. Primjena u homogenizaciji

Neka je p € (1,2], % + % =1, te Q € R? izmjeriv skup. Carathéodoryeva funkcija
A:Q x RY— R? je u klasi Mon?(a, §; Q) ako vrijedi
—bl?
(1) (Va,beRY) (A(x,a) —A(x,b)) - (a—b) > OZW (ss x € Q)

(2) (Va,be RY) (A(x.a) — A(x.b)) - (a—b) > J[A(x,a) — A(x, b)[¢ (ss x € Q)

Neka je p € [2,00), ]lj + é =1, te Q C R? izmjeriv skup. Carathéodoryeva funkcija
A:Q x R4 — R? je u klasi Mon” (o, 3; Q) ako vrijedi
(1) (Va,b e R%) (A(x,a) —A(x,b))-(a—b) > ala—b|P (ss x € Q)
A(x,a)—A(x,b)|?
(2) (Va,beRY) (A(x,a) — A(x,b))-(a—b) > %% (s x € Q)
Najprije uo¢imo da postoje funkcije sa svojstvima kao u definiciji klase Mon” (a, 3; ).
Naprimjer, mozemo odabrati a” : 2 — R takve da vrijedi o < a,(x) < S (ss x € Q)
Definiramo li preslikavanja A" : Q@ x R4 — R% s

A"(x,€) = a"(x)T[["%€

tada je A" € Mon”(a, ;).
Takoder, odaberemo li niz matrica takav da je A™ € M(«, ;) (Sto je ekvivalentno
s (A™)T € M(«, 5;Q)), tada je preslikavanje

A™(x, &) == (A")TA"E|AmEP

u klasi Monp(ﬁ, %; Q) za p € (1,2), odnosno u klasi Mon?(a?, 5: Q) za p € [2, 00).
Specijalno, ako su matrice A" ortogonalne ((A")~™1 = (A

(A™)T € M(5, a; ), 1 stoga je uvjet ispunjen uz f := a.

81



Varijacijski modeli mikrostruktura

Konacno, za d = 1 konstruirat ¢emo funkcije iz klase Mon”(a, ;) koje nemaju
svojstvo

(VAeR)(VYaeR) A'(z,\a) = )\\)\|p_2A”(5L’,a) ,
iz cega zakljucujemo da je uvjet homogenosti gornjeg tipa zaista dodatni zahtjev na funkcije
iz Mon?” (a, 3; ).
Naime, za Carthéodoryjeve funkcije fj” OxR—R(neN,j=1,...,d) takve
da vrijedi

(VEER) o <[l(x,6<p (szec),
lako se provjeri da za
1
/ / q
() pe(,2)a =a,f =5

(2) pe[2,00) o = =, B = 6% , gdje je K, konstanta odabrana tako da vrijedi
p

(Va,be RY) |a—b|,| > Kyla— bl
uz A= (Ar,...,A)) QxR — R%i

aj\aj|p_2
M) = Aan o= [ Fix €
vrijedi A" € Mon?(«, ;).
Neka je p € (1,2], % + % =1, te Q C R? izmjeriv skup. Carathéodoryeva funkcija
A:Qx RY— R? je u klasi WMon?(a, 3;Q) ako vrijedi
(1) (VaeRY) (A(x,a) —A(x,0))-(a—0) > alal? (ss x € Q)
(2) (Va,beR?) (A(x,a) —A(x,b)) - (a—b) > §|A(x,a) — A(x,b)|? (ss x € Q)

Neka je p € [2,00), 117 + % =1, te Q C R? izmjeriv skup. Izmjeriva funkcija A :
Q x R4 — R? je u klasi WMon? (o, 8; Q) ako vrijedi
(1) (Va,b € R%) (A(x,a) — A(x,b)) - (a—b) > ala —bJP (ss x € Q)
(2) (VaeRY) (A(x,a) —A(x,0))-(a—0) > %|A(x,a) —A(x,0/7 (ssx € Q)
Ocito vrijedi (Vp € (1,00)) WDMon?(«, 5;Q2) C Mon”(a, 8;). Nadalje, za p €
N\{1} vrijedi WMon”(«a, 3;Q) # Mon?(«, 5;2). Naprimjer, za d = 1, p € N, p > 2,
mozemo definirati A: 2 x R — R s

a a a
Az, a) = / / / [, 61,82, Ep1)dEp—1 -+ - d§2dEr
0 JO 0
gdje je f: Q x RP~1 — R proizvoljna Carathéodoryjeva funkcija koja zadovoljava

(v (61752’ T 75]’*1) € Rpil) «Q < f(l’,fl,fg, ce 7€p*1> < 5p71 (SS X € Q) .
Sada, za opéeniti d € N definiramo funkciju A = (Ay,..., Ag) : @ x RY — R, gdje je za
jg=1...,dA; : Q x R — R definirana s

aj o aj
Ajxa) = Ajxaroad) = [ [T [T b G deadss
0 0 0
gdje je f; : Q2 x RP~! — R proizvoljna izmjeriva funkcija koja zadovoljava
_ 1 _
(v<€17£27 o 75[1*1) S R? 1) K_ga < fj(X7§17£27 o 75}?71) < Bp ! (SS X € Q) )
gdje je konstanta K, odabrana tako da vrijedi
(Va,b e R%) |a—b|, > Kya—bls.

Konacno, lako se provjeri da ovako konstruirane funkcije nisu u klasi Mon”(«, 5; Q).
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Teorem 3. Neka je p € (1,00), Q C R? ogranicen i otvoren skup, te A" : Q x R — R
proizvoljan niz u klasi Mon? («, 3; Q).

Tada postoji podniz A™ € Mon?(«, 5;Q2) i A* € WMon?’(a, 8;(2) te sa svojstvom
da za svaku f € Wfl’p/(Q) niz rjesenja u'* € Wé’p(Q) jednadzbe

—div (AT (-, Vi) = f

zadovoljava Whv (o)

Uk ———q>° 4

LI(:RY) I

A" (- Vu"r) (-, Vu™>) ,

pri éemu je u™ € Wé’p(Q) rjesenje jednadzbe

—div (A% (-, Vu™)) = f.

Dem. Neka je
L WP (Q) — WP (Q)

definiran s
L™(u) := —div (A"(x, Vu(x)) .

Tada zbog L,(0) = 0 iz Leme 8 zakljucujemo da je za fiksiranu f € W_l’pl(Q)
niz u" = (L")~!(f) ogranicen u Wé’p(Q). Neka je G = {f1, fo, f3,. ..} prebrojiv gust
podskup u W_Lp/(Q). Tada je u™ := (L™)71(f1) ogranicen u Wé’p(Q), pa ima slabo
konvergentan podniz koji isto oznacimo s u”llc, a pripadno gomiliste s B*(f1). Tada je
(L“’lc)_l( f2) ogranicen, te ima konvergentan podniz u"z, ¢ije gomiliste oznacimo s B ( fa).
Ponavljanjem ovog postupka dolazimo do niza u' (koji oznac¢imo s u) takvog da vrijedi

(VmeN) (L) ()2 Qoo s

Time je definirano preslikavanje B : G —s Wy (Q).
Znamo da je, specijalno, Vu™ ograni¢en u LP(Q;Rd). Kako je za svaki £ € N
preslikavanje
Vu —s AF(-, Vu)

neprekinuto sa LP(Q; R?) u LI(; RY), to vrijedi: za svaki k € N niz (A*(-, Vu™))en je
ogranicen u L4(Q; R?). Prijelazom na slabo konvergentni podniz i provodenjem Cantorovog
dijagonalnog postupka kao u gornjem dijelu dokaza zakljucujemo da postoji podniz (u(m))
i preslikavanje R : G — L9(Q; R?) za koji vrijedi:

LI(Q;R%)

A (-, Vul™) === R(f)

Uz B™ := (L)~ za f € G vrijedi u™ = B™(f) i stoga

vfeg) B Xpeip

~ te se zbog Leme 6 B> prosiruje do lokalno uniformnog preslikavanja na W_Lp/(Q).
Stovise, vrijedi

W(l)ﬁp(Q)

(Vfe W' Q) B™(f) B(f) .
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Nadalje, buduéi da za proizvoljne g, h € W_l’p/(Q) vrijedi

(Vi € WHP(Q)) y{B™(g) — B™(h), v )y — v{B¥(g) = B*(h), ¢ )y,
to odabirom v := g — h iz Leme 9 dobijemo ocjene

v(B*(g) = B*(h),g —h)yy = lim {B"(g) = B"(h),g — h)y

m—»00
_2
Oél 201 )

62

|u—m@4ﬂm
)
17

S

> 2

_2
)
HgH

ukoliko je p € [2,00), odnosno

v(B>(g) = BX(h),g — h) =

lim _v(B” () = B"(h).9 = h)yr > 227l — gllh oy

m—-rr0o0

ukoliko je p € (1,2). )
Stoga B> takoder zadovoljava uvijete Browder-Mintyjevog teorema. Stovise, (B>)~!
je lokalno uniformno neprekinut. Dakle je f = (B>)~!(u>), odnosno, za f € G

2/0.pd
A (7 (m)y LR

Ro (B>) ™ (u™)
Pokazat ¢emo da gornja konvergencija zapravo vrijedi za svaku f € WL (©). No, najprije
pokazimo da se R moze prosiriti na W_Lp/(Q).

Tvrdimo da je za p € (1,2) R : G — L9(;R%) lokalno uniformno neprekinut, i
stoga progiriv na W17 (Q). Iz Korolara 3 (ocjena (+)) imamo

IR(f) = RO a0ra) qunggg/gnvuﬂp—?vu”— Vo P2y

<pl—u— hmlnf/ |[Vu™ — Vo' P

(2‘1 2 n—->00

Dakle vrijedi

-1
an

WiP()

1 o n
IR(f) = R(9)llLo(mre) < 5W lim inf [lu™ —v

=3 T liminf || L, Y =Ly )||W1p

(2q_2q) n——%00

Iz Leme 8 imamo da je dalje

||R(f) - R(Q)HLQ(Q;Rd) <

1 1 12 =
< pJ{ = @ = gl o {1 i + ol )

p—1

2—p
RIS =915 {1 w1y + gl )
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nge je li(p) — W(2p 1)(*—1)(17 1)
Stoga je R : G — LI(Q;R%) lokalno uniformno neprekinut, i zato proiriv na

WL ().
Sada ¢emo pokazati analognu tvrdnju u slucaju p € [2,00).

Kao i ranije, polazimo od relacije
S —2 -2
IRU) = ROy < A limint [ (V" P20 = (902w,
Po Korolaru 4 tada vrijedi

B T p—1
IR() = ROy ey < 6927 2l inf [V = V0" 2,0 LIVan 2,0+ 9072, )}

—24. . -1 p -1 p
= 392l L) — L )Wy LI (D) Bt + 12 (0) Bt

. . — _ _ _p_ p—1
<Olminf | L7 (f) = Lo () gy { 1B Oy T+ L1 E2 (9) gy T 7

pri éemu je 0(p) := 392P~2. Koristeéi Lemu 7 imamo ocjenu

IR(f) = R gma) <

]

_ 1 P 1 p Y
< 0 it 127 () ~ L0y {2 g} ol 17}

n—>-:o0

[ V)

p—

iS]

|

1 p=2 —
= 0(0) ()7~ lninf 125" () = £ 9) Ry oy (1 g -nt Y {19l )7}

n—>00
Nadalje je
I1R(f) = R(9)|lLaamay <
<= 2 liminf 1 (7) = L @l ) { {1 -1} + 9l g }q}pgz
-1 0 0 )
Konaé¢no, primjenjujuci rezultat iz Leme 8 zakljucujemo da vrijedi
|R(f) — R(Q)HL‘I(Q;Rd) <
B =21l o 151 . ‘ =2
=t o2 - gl oy LI w1} €1 )}
s =
< S0 = a5 o { Ut + ol )]

1 (p-2)?

gdje je o(p) :=pr=T -2
odnosno prosiriv na W_LpI(Q).
Definirajmo operator C' : Wé’p(Q) — LY RY) s C := Ro B!, Tada vrijedi

L2(Q;:RY)
-\

. Vidimo da je za p € [2,00) R lokalno uniformno neprekinut,

A (. vy ™) C(u™) .
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Preostaje pokazati da je C' oblika
C(u™) = A®(-, Vu™),

za neku A € WMon” (o, ;).

Koristit ¢emo varijantu tzv. Mintyjevog trika. Primijetimo, dakle, da za proizvoljni
w CC Qi proizvoljnu ¢ € CL(Q) takvu da je |, = 1 vrijedi: za svaki & € R mozemo
odabrati f € W= (Q) takvu da vrijedi

v (x) = p(x)€ - x

Ova tvrdnja vrijedi zbog jedinstvenosti rjesenja ovog (nelinearnog) problema:

—div(C(v)) = [,
pri ¢emu je T(x) := p(x)(&,x). Naime, ako su v" rjesenja odgovarajuéih zadaca uz ovako
definiran f, iz konvergencije 1.
nWO (Q)

0 Uy
slijedi v>° = v, budud¢i da je v*>° rjeSenje jednadzbe
—div(C(v™)) = f
Za takve w CC Q, € e RYi f € WL/ (Q) definiramo
AL (x.€) = R(f)(x) ,x € w.

Tvrdimo da je time dobro definirano preslikavanje A® : Q x R — R?, da je
A>* € WMon”(a, 3; ) te da zadovoljava ostale uvjete iz teorema.

Da bismo pokazali da je A* dobro definirano, treba pokazati:

Ukoliko su za i = 1,2 w; CC Q, ¢; € CL(Q), & e R4 f; € W_l’p/(Q) kao u gornjem
razmatranju, definiramo li za (x,€) € w; x R A®(x, §;) := A®(x, &;), mora vrijediti

(V"E S Rd) A(fo|wlﬂw2('a£) = C2>O|W1ﬁw2("§)

ili, ekvivalentno,
§1 =& = AT(x,§) =AT(x,&) (ssx EwiNwy) .

Odmah vidimo da su A : w; X R? — R? i izmjerive funkcije. Stovise, za svaki & € R?
x — AX(x, §) su funkcije iz L9(w;). Neka su za j=1,2 v](-m) € Wé’p(Q) takvi da vrijedi

m), WP ()
) (x)~C 2 (x)E - x

Stavimo E* := Voi™ i D7 := A (-, vul™).
Uoc¢imo da po konstrukeiji vrijedi

LP (woNwi;R?
B — B &)52_51 ,
buduéi da je po konstrukeiji ¢1|wynw; = ©2]wsnw; = 1, 1 stoga i

V(m(x)pg . X) — V((pl(X)pl . X) = €2 — 51 (SS X € wo N wl) .
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Takoder vrijedi q R
D72n _ DTLM )AOO(.’ 52) — AOO(-, 51) .

Kako je, stovise, div D = f; i rot E;” = 0, mozemo primijeniti div-rot lemu, te
zakljucujemo da za proizvoljnu ¢ € C.(w; Nwg) vrijedi

ooy =Dy (B - B > L= [ 0A%(8) - A%(0) - (62~ )

Stavimo

Loi= / BA®(-, £) — A%(-.0)) - (€2 — 0) .

Zasebno ¢emo razmatrati slucajeve p € (1,2) i p € [2,00).
Neka je najprije p € (1,2). Specijalno za nenegativne funkcije ¢ zakljucujemo:

/Q@D(X)(DQ”(X) = Di'(x)) - (E5'(x) — B (x))dx

— /Q V() (A (x, Vol ™ (x)) — AT (x, Voi™ (x))) - (Voi™ (x) — Vo§™ (x))dx .

Vo™ (x) — Vo™ (x)) 2

2 / ) ) (x)dx
winwy Vo™ (x)[27P + [V (x))[27P

Na ovom mjestu prisjetimo se da po Lemi 10 preslikavanje g : R4 x R4 — R

definirano s e ¢ |2
_ 1—&2
9808 = g g

nije kvazikonveksna, te ne mozemo primijeniti Teorem 11 iz poglavlja 4. Kako je, s druge

strane, ¢g°? = g, uz & := 0, v%m) =01
LP(;RY
vam) LPERY 2

imamo ocjenu

(m) A2
lim [ (D5 — D™) - (EJ —0) > liminf/ L Vo, 700 =0 e
w1Nwa

m—so00 m—»00 Uém) (X) ’271) + |0‘27p

€2|2_p + |0|2—p w1 MNwsg

Kako je, s druge strane, (& — &2) — &1 — &2]¢ konveksna, sliéno se uz pomo¢ svojstva (2)
i Tonellijevog teorema iz definicije klase Mon”(«, §; 2)) pokaze da vrijedi i ocjena

g /wlﬂw2 a| 0 h(x)dx = 04|€2|p/ Y(x)dx

m—r0o0

1 1
L>timing [ 03D~ D1 > [ oA (.6~ A% €01
o B o B
Birajuéi &1 = &9 iz definicije od L imamo da je L = 0 te je i

/ iﬂ%!Am(',&z) AR €)= 0.
Q
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Kako je gornja relacija ispunjena za svaku nenegativhu ¢ € C.(wz Nwy), zbog nenega-
tivnosti ¢itavog integranda slijedi

(Vi) € Colwa Nwis RY))  ¥(x)|A®(x, &) — A%(x, )P =0(ssx €wrNuwy),

te je
A>(x,&) = A®(x,&1) (ss X Ewa Nwy) .

Time je pokazano da je A* dobro definirano preslikavanje.

Pokazimo sada da je A € WMon?(«, ;).

Najprije uo¢imo da je po Lemi 2 za proizvoljan i fiksiran & € R preslikavanje x —»
A>(x, &) izmjerivo.

Vet smo pokazali da je za nenegativne ¢

Lo [ algruxx.
w1Nws2
te je stoga uz we = wy za proizvoljnu ¥ € C.(w1; RT) ispunjeno i
[ (.6 A% (x.0) - (€~ 0) ~ o)) > 0.
w1

Dakle je i (detaljno obrazlozenje ovog zakljucka dano je u Lemi 3)

(A®(x,&2) — A®(x,0)) - (§2 — &1) = al&|’ (ss z € wi)

te je zadovoljen uvjet (1) iz definicije klase WMon? (v, 3;2). Analogno se pokazuje da je
zadovoljen i uvjet (2).

Primjenom div-rot leme na nizove (A (-, Vu(™) — D7) i (Vu(™ — EJ*) slicno se
(uz pomo¢ Leme 3) pokaze da proizvoljni w; CC € vrijedi:

(V& € RY)  (C(u™)(x) = AX(x,£1)) - (u™(x0) — &1) = BIC (™) (x) — A%(x, &1)|7 ,

za, skoro svaki x € w;.
Fiksirajmo x¢ € wi\F1, gdje je E1 C wy skup na kojem gornja nejednakost vrijedi
tockovno i takav da je u(£7) = 0. Tada vrijedi

(™) (x0) — A% (%0, p1)| < BV (x0 — €177 .
Specijalno, za &1 := Vu™(xg) imamo
|C (™) (x0) — A% (x0, Vu™(x0))| < P~ [Vu™(x0) — Vue(x0) [P~ =0,

odnosno

(VXO S wl\El) C(’LLOO)(X()) = AOO(X(), VUOO(X())) .
Biranjem niza wy,  Q vidimo da smo dokazali:
C(u™)(x) = A®(x, Vu™(xp)) (ss x € )

Konaéno, pokazimo da je preslikavanje & — A>°(x, &) neprekinuto za skoro svaki x € €.
Fiksirajmo xo € Qi &€ € R%. Tada je po konstrukciji

A (x0, &) = A% (x0, Vu™(x0) ,
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za neku u™ € W(l)’p(Q). Fiksirajmo ¢ > 0. Za 6*~! := ﬂ,%f tada vrijedi
(VneR’) |¢-nl<i=

|A (x0,&) — A% (x0,m)| = [C(u™)(x0) — A*(x0,m)|
<APHVUX (xo) =Pt = pPHE P =<
Stoga je A® : Q x R? — R? Carathéodoryjeva, te A*° € WMon?(a, 3; Q).
Na kraju, iz konvergencije

LI(Q;RY)
-\

A (. 74 (m)) A% (-, Vu™)

zakljucujemo da je u™ rjeSenje jednadzbe
—divA® (-, Vu™) = f .

Sada ¢emo razmotriti slucaj p € [2,00). Uoc¢imo da zbog p € (2, 00) slijedi ¢ € (1, 2],
a zbog ogranic¢enosti skupa €2 vrijedi

fan(Q;Rd) LI(Q;R%)

f=TIn f

Stoga zakljucujemo

. m ama LI RIXRIXRIXRY) o o
(EY", BT, DY*, D3*) —— (&1, &, AT (&), AT (L &)

Iz Leme 10 slijedi da preslikavanje h : R x R? x R¢ x R — R definirano s

) lm — "72|2
h‘(£17£27n17n2) = |€1|p—2 + |£2’p—2

ima konveksifikaciju nula, te Tonellijev teorem moze dati samo trivijalnu ocjenu. S druge
strane je (£1,&2) — |&1 — &2|P konveksna funkcija, te iz definicije klase Mon?(«, ;) za
p € [2,00) zakljucujemo

/QWXNDS‘(x) ~DP(x)) - (EP(x) — E™(x))dx >
1

1 | D" (x) — D§'(x))[?
B S, [ET ()PP + B3 (x)[>7P

P(x)dx

odnosno
/wa)(Da”(x) — Di"(x)) - (E5"(x) — E7"(x))dx > /w . ay(x)|EY" — B[P

Stoga (ponovno po Tonellijevom teoremu) u gornjoj relaciji mozemo prijeéi na limes, te
imamo

/ Y(x)(AT(x,€1) — AT (x,82)) - (&1 — &2)dx > / ah(x)|&1 — &of?
Q w1Nwa
odnosno

/ V) (A (x,2) = A(x,0) - (62— O)dx > / A% (x, &) — A®(x, 0)) |7 (x)dx .
Q w1Nwa
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Kao i ranije, primjenom Leme 3 slijedi
1
A (x, &) — AT(x,0) - (§2—0) > BIAOO(X, §2) — AT (x,0)[7

A™(x,81) — A (x,&2) - (&1 — &2) > afé1 — & .

te je A% : Q x R — RY dobro definirano preslikavanje, izmjerivo po x € i zadovoljava
ocjene iz definicije klase WMon?(a, §;€2). Potpuno analogno kao u slucaju p € (1,2)
pokazuje se da je & — A% (x, £) neprekinuta u nuli za skoro svaki x € Q.

Time je pokazano da je A*° € WMon?(«, ;).

Konaéno, zbog slabe konvergencije u LI(€; R%) lako se vidi da u™ zadovoljava

—divA® (-, Vu™) = f .

Q.E.D.
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Varijacijski modeli mikrostruktura
Egzaktna rjesenja

U poglavlju 4 vidjeli smo da rjesavanje relaksacijske zadace odgovara odredivanju
kvazikonveksne ovojnice. Konstrukcija netrivijalnih egzaktnih rjesenja je delikatnija: na
osnovi negativnih rezultata za zadac¢u dva gradijenta do nedavno se smatralo da je netrivi-
jalna egzaktna rjesenja moguce konstruirati vrlo rijetko. Ipak, rezultati posljednjih godina
sugeriraju da takva rjesenja postoje, ali da moraju biti vrlo komplicirana. Kao pripremu
za dokaz nekih od gore spomenutih rezultata posluzit ¢e nam neke generalizacije dosadasn-
jih pojmova. Napominjemo da glavne rezultate ovog poglavlja ne dokazujemo: dokazi su
tehnicki slozeni i jos uvijek nisu publicirani ([MS 99]).

Neka je O C M,.»4 otvoren skup. Funkcija f : O — R je konveksna ranga 1 na O
ako vrijedi

(VAe[0,1)(VA,BeO)(r(B—A)=1)
M+ (1-MNBeO=fAM+(1-XM)B)<A(A)+(1-XNf(B).
Lako se vidi da je takva f lokalno Lipschitzova na O.
Sljedeca definicija preuzeta je iz [Da 89].
Za konacnu familiju parova (A;, F;) € (0,1) x M,.4 uvjet (H;) definiramo induktivno

kako slijedi.
(i) Parovi (A1,F1) i (A2, F2) zadovoljavaju (Ha) ako vrijedi

r(F1—Fy)=1,\+X=1.
(ii) Familija (A, Fi)é:l zadovoljava uvjet (H;) ako, nakon prenumeriranja, vrijedi
r(F—F1)=1,
te nova familija (\;, F;)!_, definirana s

~ Aj— A
B -1 !

=—F, ,+———F
AN_1+ N -1 N1+ N !

(5\17Fz> = ()\Z,FZ) za 1 S 1 < [—2

zadovoljava uvjet (H;_1).
Vjerojatnosna mjera v € My(M,«4) je lamina konacnog reda ako postoji familija
(A, F;) € (0,1) x M,y koja zadovoljava uvjet (H;) i vrijedi

l
VvV = Z )\151?1 .
i=1

Vjerojatnosna mjera v € My(M,x4) je lamina ako postoji niz () lamina konac¢nog reda
s nosacem u fiksnom kompaktnom skupu takav da vrijedi

*
Vj%V s
u smislu konvergencije u Mpy(M,;«q).
Skup lamina konacnog reda na M, .4 oznacavamo s L£(M,4), uz analognu oznaku
L(O) za lamine na otvorenom skupu O C M, 4. U [Pe 93] dokazan je sljede¢i vazni

teorem:
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Teorem 1. Vjerojatnosna mjera v € My(M,«q) s kompaktnim nosacem K je lamina ako
i samo ako za svaku funkciju f : M, «q — R koja je konveksna ranga 1 vrijedi

(v, ) = f({v,id)) .

"

Drugim rijecima, receni skup se podudara s M"(K). Napominjemo da je jedna od

najznacajnijih posljedica Sverakovog kontraprimjera ¢injenica da postoje Youngove mjere
koje nisu lamine. U daljnjem koristimo oznaku v := (v, id).

Lema 1. Neka je K C M,y kompaktan skup, O C M, otvoren skup takav da je
K™ COif:0— R konveksna ranga 1 na O. Tada postoji otvorena okolina W skupa
K'¢ i funkcija Fyy : M, «q — R koja je konveksna ranga 1 na M,..4 tako da vrijedi

Fwlw = flw .

Dem. Koristeci definiciju skupa K" lako se pokaze da postoji nenegativna funkcija g koja
je konveksna ranga 1 takva da vrijedi

K™ = {X € Mypq: g(X) =0} .

Kako je f lokalno Lipschitzova, to bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je
f > 0 na nekoj okolini skupa K"¢. Za k > 0 definirajmo

Uy = {X €0: f(X)>kg(X)}.

Neka je Vj, unija svih komponenti povezanosti skupa Uy koje imaju neprezan presjek s K.
Lako se vidi da postoji ko takav da vrijedi V3, € O. Nakraju, definirajmo F': M, 4 — R

S
X)), zaX eV
FX) = {kog(X) , inace '

Q.E.D.

Lema 2. Neka je O C M,.q otvoren skupi f : O — R neprekinuta funkcija. Definirajmo
Rof: O —Rs

Rof:=sup{g:9< f& g: O — R je konveksna ranga 1} .
Tada za svaki X € O vrijedi
Rof(X)=inf{(v, ) :v € L(O) &7 =X} .

Dem. Oznaéimo s f funkciju @ definiranu s
f=mf{(v,f) ,veL£(0),7=X}.

Ocito vrijedi Rof < f na O. S druge strane, iz definicije skupa L(0) slijedi da je za
proizvoljni segment ranga 1 [771, 72| sadrzan u O takav da je vy, v2 € L£(O) i svaka konveksna
kombinacija elemenata vy i v2 ponovno u £(O). Stoga je f konveksna ranga 1 na O i
Rof=1F.

Q.E.D.
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Teorem 2. Neka je K € K(M,yq) iv € M™(K). Neka je O C M,.q otvoren skup yakav
da je K™ C O. Tada postoji niz v; € L(O) takav da vrijedi

() (Vi €N (vj,id) = (v, id)

(ii) vi——v
Dem. Neka jev € M™ i1 A :=7. Tada je A € K". Odaberimo otvoren skup U C M,...4
koji zadovoljava K¢ C U C UCOi definirajmo

F={pellU):n=A}.

Tvrdimo da slabi— zatvarac skupa F sadrzi v. Pretpostavimo suprotno. kako je F kon-
veksan, prema geometrijskoj formi Hahn-Banachovog teorema postoji neprekinuta funkcija
f U — R koja zadovoljava

(v, f) <inf{(u, f) - p € LU) ,i = A} .

Prema Lemi 2 funkcija f := Ry f je konveksna ranga 1 na U i zadovoljava

(n, f) < (. f) < f(@).

Prema Lemi 1 mozemo konstruirati funkciju F': M;»4 — R koja je konveksna ranga 1 i
takvu da je f = F' na K"°. Prema tome v ne pripada M9, sto je kontradikcija.
Q.E.D.

Za iskaz glavnih rezultat ovog odjeljka trebat ¢e nam neke defnicije.

Lipschitzovo preslikavanje u : Q@ — R' je po dijelovima afino ako postoji prebrojivo
medusobno disjunktnih podskupova €2; C € koji pokrivaju €2 do na skup mjere nula tako
da je u na svakom od njih afina funkcija.

Neka je F(Q;R") familija neprekinutih preslikavanja s  u R". Kazemo da neprek-
inuto preslikavanje vg : 2 — R dopusta finu CY-aproksimaciju familijom F(;R") ako
za proizvoljnu neprekinutu funkciju € : 2 — (0, 00) postoji element v familije F(€2; R")
tako da vrijedi

(Vx e Q) |v(x)—vp(x)] <e(x).

Neka je sada K € KC(M;xq). Niz otvorenih skupova (U;)72; €ini in-aproksimaciju
skupa K ako vrijedi
(i) U; su otvoreni i sadrzani u fiksiranoj kugli
(ii) U; C U zasvakii € N
(i) lim; o0 supxecy,d(X, K) =0
Do sada smo promatrali razli¢ite konveksne ovojnice kompaktnih skupova u M,.y4.
Sada ¢emo ovu definiciju na prikladan nac¢in prosiriti na otvorene podskupove u M,y 4. Za
O C M,.«4 otvoren skup definiramo

0= K™ K C O, KeK(Mnya)}-

Teorem 3. (Otvorene relacije) Neka je O C M, otvoren i P C O™ kompakt. Neka
je ug : © — R" po dijelovim afino Lipschitzovo preslikavanje takvo da je Vug(x) €
P (ss x € Q). Tada ug dopusta finu C°— aproksimaciju po dijelovima afinim Lipschitzovim

preslikavanjima u : Q@ — R" koja zadovoljavaju Vu(x) € O (ss x € Q). .
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Teorem 4. (Zatvorene relacije ) Pretpostavimo da kompakt K C M,, dopusta in—
aproksimaciju nizom (U;). Tada proizvoljna funkcija v € C1(Q; R") koja zadovoljava

Vv(x) € Uy (ss x € Q)

dopusta finu C*-aproksimaciju Lipschitzovim funkcijama u :  — R” koje zadovoljavaju
u(x) € K (ssx €).

Stovise, postoji Lipschitzovo preslikavanje w : Q@ — R” koje zadovoljava

Vw(x) e K (ssxe€ Q)& u=w na 00 .

"

Dokaz gornjih teorema zasniva se na Gromovljevoj metodi konveksne integracije (isp.
[Gr 86]) i konstrukcija podsjeéa na konstrukciju neprekinutih, ali nigdje diferencijabilnih
funkcija.

Neki otvoreni problemi

U prethodnom odjeljku navedeni se trenutno poznati pozitivni rezultati koji se ticu
egzaktnih rjeSenja za neke netrivijalne podskupove u M,y 4. Ovdje navodimo neka neri-
jeSena pitanja vezana uz tu problematiku, te neka opcenitija pitanja vezana uz preciznije
varijacijske modele mikrostruktura koji uklju¢uju eksperimentalne rezultate (za precizan
iskaz vidi poglavlje 1, Zadace 4 1 5).

Jedan od glavnih otvorenih problema je mozemo li u definiciji in—aproksimacije kon-
veksnu ovojnicu ranga 1 (ili laminacijski konveksnu ovojnicu) zamijeniti kvazikonveksnom
ovojnicom. Ocekuje se da je kljucni korak razrjesenje sljedece slutnje:

Slutnja. Neka je K € M, 4 kompaktan kvazikonveksan skup i v € M%(K). Tada
za svaki otvoren skup takav da je K C U postoji niz u, : (0,1)? — R" takav da Vu,
generira v i da vrijedi Vu,(x) € U (ss x € (0,1)%).

Poznato je da je slutnja istinita za kompaktne konveksne skupove (isp. [Mii 97a)), sto
je zapravo poopcenje Zhangove leme, koja tretira samo slucaj kad je K zatvorena kugla.
Nadalje, navodimo rezultate koji su nastali kao posljedica ¢injenice da su egzaktna
rjeSenja promatrana u prethodnom poglavlju vrlo komplicirana, te se postavilo pitanje jesu
li rjeSenja nesto jednostavnija uz neke geometrijske pretpostavke na €2 ili za specijalne K.
Prisjetimo se definicije perimetra skupa u R%. Ako je E C Q C R, tada

PerE = sup{/ div p(x)dx : ¢ € CHLRT), || < 1} :
E

Za poliedarske skupove ili skupove s glatkim rubom PerE podudara se s (d — 1)—
dimenzionalnom Hausdorffovom mjerom skupa 0F.

Teorem 5. Neka je u rjesenje zadace dvije potencijalne jame i neka je
E:={xe€Q:Vux) e SO(2)A}

skup konac¢nog perimetra. Tada je u lokalno jednostavna lamina i OF se sastoji od segme-

nata koji se mogu sjeci samo na 0S). .
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Zanimljivo je napomenuti da je jedan od kljuénih koraka u dokazu ovog teorema
sljedeci rezultat, koji je neposredno vezan uz zadacu jedne potencijalne jame. Najprije
nam je potrebna sljedeca definicija: Skup konac¢nog perimetra A je nedekompozabilan ako
za proizvoljan A; C A koji zadovoljava PerA = PerA; + PerA\ A; slijedi da jedan od
skupova A ili A\A; d-dimenzionalne Lebesgueove mjere nula. Moze se pokazati da je
svaki skup konacnog perimetra unija najvise prebrojivo nedekompozabilnih komponenti.

Teorem 6. Neka je u € WH(Q; R") takva da vrijedi detVu > ¢ > 0. Pretpostavimo da
je B C Q skup konacnog perimetra i da vrijedi
Vu(x) € SO(d) (ssx € E) .
Tada je Vu konstanta na svakoj nedekompozabilnoj komponenti skupa E. .
[ako su dosadasnji rezultati zanimljivi i dobro aproksimiraju fizikalnu situaciju, min-
imizacija elasticne energije kontinuuma je zapravo veliko pojednostavljenje. Problem da

ovakav pristup zanemaruje dodirnu energiju, skalu i geometriju mikrostruktura obi¢no se
korigira uvodenjem malenih doprinosa visih gradijenata. Najpoznatiji funkcionali su

£ (u) ::/QW(VU(X))dx+/952|V2u(x)\2dx,

JE (u) ::/QW(VU(X))dX%—/QdVQu(X)\dx.

Parametar ¢ > 0 uvodi karakteristicnu duljinu, te je za ocekivati da se na limesu
kad ¢ — 0 oba gornja modela priblizavaju standardnom modelu koji uzima u obzir samo
minimizaciju elasti¢ne energije. Cak i osnovni modeli opisani funkcionalima I€ i J¢ nisu
bi anizotropi¢ni ¢lan V2u ili, opéenitije, ¢lanove oblika h(Vu,eV2u).

Za sada poznati rezultati minimizacije funkcionala I odnose se na slucaj d = 1 uz
odgovarajuce periodi¢ne rubne uvjete.

Teorem 7. Neka je
1
IF(u) :== / (e%u2, + (u2 — 1)* + u?)dx
0

Tada je za dovoljno malen € > 0 svaki minimizator od I¢ (uz periodi¢ne rubne uvjete)
periodican uz minimalni period

Pf = 4(26)3 + O(e3) .

"

Konaé¢no, nasa razmatranja zavrsit ¢emo pregledom nekih matematickih objekata i
postupaka koji u nekim situacijama u usporedbi s Youngovim mjerama uspjesnije rjeSavaju
odgovarajuce probleme.

Kako Youngove mjere ne detektiraju smjer, skalu ili geometriju oscilacija, posljednjih
godina uvedeni su novi objekti koji detektiraju neke od gornjih pojmova. Napominjemo
da su slicni objekti postojali i ranije: primjerice, Federer je nezavisno od naseg konteksta
uveo pojam semielipti¢nosti (koji je vrlo blizak kvazikonveksnosti), te objekte poznate kao
varifolds (koji u njegovoj teoriji igraju ulogu Youngovih mjera).

Noviji objekti koji mogu detektirati smjer sirenja oscilacija su H-mjere (takoder poz-
nate kao mikrolokalne defektne mjere) koje je nedavno uveo Tartar (isp. [Ta 90]), i neza-
visno Gérard (isp. [Ge 91]). Oni su pokazali da za proizvoljan niz (u,) koji konvergira k
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nuli slabo u L?() postoji podniz (uy, ) i Radonova mjera g na € x S4=1 koju nazivamo
H-mjerom niza (u,) takva da za proizvoljni pseudodiferencijalni operator A reda nula ¢iji
je pripadni simbol a(x, ) dovoljno regularan vrijedi

2 Aup,, un, )12 — | adp
xSd-1

pri cemu je s S oznacena sfera u R%. Jedan od vaznih otvorenih problema je veza
izmedu Youngovih mjera i H-mjera (vidi [MT 97|, [Ta 95] za djelomi¢ne rezultate), te
mogucénost generalizacije H-mjera na nekvadraticni slucaj.

S druge strane, jedan od objekata koji mogu opisati skalu oscilacija nedavno su uveli
Alberti i Miiller pod imenom dvoskalne Youngove mjere (isp. [AM 99]). Promatrajmo niz
periodickih funkcija wy, : (0,1) — [—M, M|. Za dani niz skala h, — 0 definiramo novi
niz

n(z,y) = wp(x + hpy) .

Skup
K = {geLOO<_L7L> : |g’ <M}7

L > 0, je slabo— kompaktan skup u L>(—L, L) i v, mozemo shvatiti kao preslikavanje
Vo 0 (0,1) — K, definirano s © — vp(x, ).

Kako je K kompaktan metricki prostor, to postoji podniz niz V,, koji generira Y-
oungovu mjeru v € Lg% ((0,1); Mp(K)). Koristeéi ovu ideju i rezultate I'-konvergencije,
moguce je opisati asimptoticko ponasanje kad ¢ — 0 funkcionala

1
= / (22, (x) + W o uy(a) + ala)u®(x))da
0

gdje je 0 < ¢ < a(x) < C. Primjena ovog pristupa na funkcionale /. u visim dimenzijama
otvoren je problerm, kao i moguénost ukljuc¢ivanja nelokalnih ¢lanova u podintegralnu
funkciju.
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Sazetak

Mikrostruktura je struktura na proizvoljnoj skali koja je izmedu makroskopske
skale i atomske skale. U ovom radu proucavamo varijacijske modele za sustave koji spon-
tano formiraju mikrostrukture, pri ¢emu pretpostavljamo da dobivena struktura optimizira
izvjesno svojstvo.

Rad se sastoji od Sest poglavlja. U prvom poglavlju formulirane su osnovne zadace:
karakterizirati egzaktna i aproksimativna rjesenja u klasi Lipschitzovih funkcija za zadacu
Vu € K, gdje je K kompaktan skup matrica. Nadalje, opisana je fizikalna interpretacija
rjesenja te veze medu razli¢itim aproksimativnim rjesenjima.

U drugom poglavlju bavimo se slucajem kada je K konacan skup, osobito kada
sadrzi dvije, tri ili cetiri matrice, te kada je K tocno grupa rotacija.

U tre¢em poglavlju definiramo pojam Youngove mjere, dokazujemo osnovni teorem
o Youngovim mjerama, te teoreme lokalizacije i homogenizacije. Takoder, preko primjera
povezujemo Youngove mjere s problemom klasifikacije minimiziraju¢ih nizova, odnosno
aproksimativnih rjesenja.

Cetrvrto poglavlje uvodi pojmove konveksnosti te konveksnih ovojnica za funkcije
i skupove. Detaljno je opisan odnos medu pojmovima polikonveksnosti, kvazikonveksnosti
i konveksnosti ranga 1, te su dane karakterizacije kvazikonveksnosti koje su potrebne za
konstrukeiju u Sverakovom protuprimjeru. Nadalje, pokazano je da se relaksacijska zadaca
za aproksimativna rjeSenja svodi na odredivanje kvazikonveksne ovojnice pripadnog skupa.

U petom poglavlju proucavamo homogenizacijsku zadacéu za izvjesnu klasu kvazi-
linearnih eliptickih jednadzbi s p-rastom o gradijentu. Po uzoru na [Ta 97|, uvodimo
klasu Carathéodoryjevih funkcija koja kao specijalan sluc¢aj obuhvaca klasu koju je uveo
Tartar (Course Peccot 1977.), izvodimo precizne apriorne ocjene i promatramo pripadni
H-limes. Pokazujemo da je problem odredivanja H—zatvaraca takve klase funkcija ekviva-
lentan odredivanju kvazikonveksne ovojnice odgovarajuc¢ih funkcija. Za razliku od slucaja
p = 2, gubitak kvazikonveksnosti ima za posljedicu gubitak kompaktnosti promatrane klase
uz prirodnu H—topologiju.

U Sestom poglavlju promatramo problem egzistencije egzaktnih rjesenja za ap-
straktnu klasu kompaktnih skupova K, dokazujemo neke rezultate vezane uz generalizacije
dosadasnjih pojmova, te navodimo novije rezultate, otvorene probleme i slutnje koje se
ticu zadace dvije potencijalne jame, problema in-aproksimacije i C%-aproksimacije Lips-
chitzovih funkcija.
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Summary

A microstructure is any structure on a scale between the macroscopic scale (on
which we make observations) and the atomic scale. We study variational models of systems
which spontaneously form internal microstructure by assuming that the structure formed
has certain optimality property.

This work is divided into six chapters. The first one sets the problem: how to
characterise exact and approximate Lipschitz functions satisfying constraints of the type
Vu € K, where K is a fixed compact set of matrices. We also describe the physical
background and investigate the relationship among possibly different approximate solutions
in some detail.

In the second chapter some special cases of the above problem are being studied.
In particular, we consider the case where K contains only two, three or four matrices.
Moreover, we prove that the one-well problem, where K = SO(d), admits only trivial
exact and approximate solutions.

The third chapter introduces and develops Young measures as a part of functional-
analytic apparatus necessary for further exposure. Apart from the Fundamental theorem
for Young measures, localisation and homogenisation results are proved, and some of the
applications in the calculus of variations are being indicated.

The fourth chapter deals with convexity properties of sets and functions, and their
relationship to some relaxation problems which are understood as natural generalisations of
the above ones. We prove some classical theorems regarding the weak lower semicontinuity
of integral functionals with respect to weak convergence in various spaces of functions,
where specific information on the integrand is given. Here we also study some famous
(recently solved, as well as unsolved) questions, such as Sverak’s counterexample and its
consequences.

In the fifth chapter we study a homogenisation problem for a class of quasilinear
elliptic equations. More precisely, for suitably defined class of functions, we are trying to
determine whether or not it is stable with respect to H-convergence, and if not, to describe
its H-closure. Remarkably, we find that this problem coincides with quasiconvexification of
certain functions, establishing therefore a link with homogenisation and relaxation prob-
lems in the theory of microstructure.

Finally, in the sixth chapter we briefly mention some nontrivial results related
to exact solutions, and give an overview of alternative ways to describe microstructures,
especially those that include issues like propagation phenomena or geometric structure for
realistic microstructures.

109






Zivotopis

Roden sam 11. rujna 1974. u Zagrebu (Medvescak). Od rodenja do 1983. godine
zivio sam s roditeljima u Dardi (Baranja), gdje sam pohadao osnovnu skolu do 3. razreda.
Potom smo preselili u Osijek gdje sam zavrsio osnovnu i srednju skolu.

Godine 1993. upisao sam kao redovni student prvu godinu dodiplomskog studija
Prirodoslovno-matematickog fakulteta u Zagrebu na Matematickom odjelu, (dipl. inz.
matematike), te sam kao izvrstan student bio dobitnik stipendije grada Zagreba. Tijekom
1996. pod vodstvom doc. dr. sc. N. Antoni¢a napravio sam rad Youngove mjere i neposti-
zanje ekstrema u varijacijskom racunu koji je nominiran za Rektorovu nagradu.

Iste sam godine, kao student-volonter sudjelovao u organizaciji prvog Hrvatskog
Matematickog Kongresa, te sam bio neformalni sudionik drugog Europskog Kongresa
Matematicara u Budimpesti.

16. listopada 1997. diplomirao sam s temom FElipticki Dirichletov rubni problem
na smjeru teorijska matematika pod vodstvom prof. dr. sc. Z. Tuteka.

Nakon toga sam upisao poslijediplomski studij matematike na Prirodoslovno-ma-
tematickom fakultetu u Zagrebu, od kada sam i aktivan ¢lan Seminara za diferencijalne
jednadzbe i numericku analizu.

Od 1. veljace 1998. zaposlen sam na Prirodoslovno-matematickom fakultetu,
Matematicki odjel kao znanstveni novak na Zavodu za primijenjenu matematiku.

Dobitnik sam jednogodisnje DAAD stipendije za studijski boravak na Max
Planck Institutu za Matematiku u prirodnim znanostima, Leipzig, za akademsku godinu
1999/2000.

111



