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1 Uvod

1.1 L? prostori

Definirajmo prvo £L(M, M, 1) kao prostor svih kompleksnih (realnih) izm-
jerivih funkcija na prostoru mjere (M, M, u). Ako je (M, M, i) prostor mjere
i g€ L(u), tada funkciju A, : RT — R definiranu sa \;(s) = pf{r € M :
lg(x)| > s} zovemo distribucijska funkcija funkcije g. Cesto ¢emo u tekstu
izostavljat g u oznaci A,.

Za p € [1,00] Lebesgueov prostor LP(M) definiramo kao prostor svih
(klasa skoro svuda jednakih) funkcija iz £(M, M, 1), s normom

s = ([ 1Pdn)’, pe o)

| Il Loeary := vrai sup 5| f| := inf{s € R" : A\s(s) = 0}

manjom od oo. Takoder znamo da su LP prostori Banachovi, te da je samo
prostor L? Hilbertov.

Izmjerive funkcije oblika Y, axxa,, ax € R, gdje su A, € M, nazivamo
jednostavnima. U ovom radu ¢emo ih oznacavati sa ¢(M) odnosno sa ().
Ako za skupove Ay vrijedi da su i konacne mjere tada takve funkcije zovemo
elementarnima i oznacavamo ih sa £. Napomenimo jos da je skup elemen-
tarnih (jednostavnih) funkcija gust u L? prostoru, za p € [1,00). One ¢e nam
biti posebno vazne, jer ¢e standardni dokazi najprije pokazati tvrdnje na el-
ementarnim (jednostavnim) funkcijama, a potom ¢e ih preko limesa prosiriti
na trazene funkcije.

Ako je M topoloski prostor, tada takoder imamo prostor L} (M) kojeg
sac¢injavaju sve funkcije f sa svojstvom da se za svaki kompaktan skup K C
M, njihova restrikcija na K, nalazi u LP(K).

Za eksponent p definiramo njegov konjugirani eksponent p’ preko relacije:

1 1
__|__/:1
p p

1

(formalno, - = 0, pa je 1’ = 00).

Lema 1 (Holderova nejednakost) Neka je p € [1,00], a p' njegov konju-
girani eksponent. Ako su f i g izmjerive funkcije na M, onda vrijeds

1fallrany < W flleanllgll L (-



Teorem 1 (Rieszov teorem o reprezentaciji) Neka je (M, M, pn) pros-
tor o-konacéne mjere, p € [1,00) i neka su p i ¢ medusobno konjugirani ekspo-
nenti. Ako je G ogranicen linearan funkcional na LP, tada postoji jedinstven
g € LY tako da vrijedi:

VieIr G(f) = /M fodu.

Dual E’ Banachovog prostora F je skup svih ogranicenih linearnih fun-
kcionala na E. E’ je Banachov prostor uz normu |[ju| = sup,_; |(u,v)],
gdje (u,v) nije skalarni produkt, veé¢ vrijednost funkcionala u u toc¢i v. Iz
Rieszovog teorema sljedi da je (LP)" = L4. Neka su Ej, Fs dva Banachova
prostora, tada je adjungirani operator AT : E), — E/ operatora A : E; — Es
definiran kao (AT1,)(vy) = ly(Avy), odnosno (ATly, v1) = (lo, Avy).

Neka je E separabilan Banachov prostor. Tada (e,) tvori Schauderovu
bazu tog prostora, ako

N
(Vv € E)3(un) €CY) v = JvlznooZunen.
n=1

U Schauderovoj bazi poredak e, je vazan, ako zelimo da nam poredak
ne igra nikakvu ulogu, tada uvodimo bezuvjetnu bazu koja se razlikuje od
Schauderove dodavanjem jednog od uvjeta: > fi,e, € E = > |ualen €
E ili ako je ) pne, € E i€, = %1 proizvoljno odabrani, da je tada i
>, Hn€nen € E. Nemaju svi Banachovi prostori bezuvjetne baze, npr. L'(R)
i L>(R). U Hilbertovom prostoru bezuvjetna baza se zove Rieszova baza.

Definicija 1 Funkcija ¢ : (a,b) — R je konveksna ako vrijedi:
(Vs,t € (a,b))(VA € (0,1)) @(As+ (1 = N)t) < Ap(s) + (1 — X)e(t).

Lema 2 (Jensenova nejednakost) Ako je (M, M, ) prostor konaéne mjere,
g € LY(M,{a,b)) i ¢ konveksna na {a,b). Tada je

1 1
w(—/ gdu) < —/ (pog)dp.
p(M) S (M) S
Definicija 2 Niz (f,,) izmjerivih funkcija je Cauchyjev u mjeri p ako vrijedi
(Ve > 0) limpu(|fy — ful “le.00]) = 0.
odnosno takav niz konvergira u mjeri p prema funkciji f ako vrijedi:

(Ve > 0) lim(|fy — f]"[e.00]) = 0.



Teorem 2 Ako je (f,) Cauchyjev niz u mjeri, onda postoji izmjeriva funkcija
f takva da f, — f u mgjeri. Stovise, postoji podniz (fn,) koji skoro svuda
konvergira toj funkciji f, koja je jedinstvena do na razliku na skupu mjere
nula.

1.2 Soboljevljevi prostori

Uvedimo najprije Schwartzov prostor & brzoopadajué¢ih funkcija. Za

ograni¢enu neprekinutu funkciju ¢ na R? je njezina norma ||¢||¢ := sup |po(z)].
z€RY
U zapisu Schwartzovih oznaka definirajmo familije polunormi na sljedeci

nacin

lellas = llz*0%¢llc,

lellk = sup Jl¢lla,s.
la+3|<k

Schwartzov prostor S je prostor svih C*° funkcija ¢ za koje je ||¢||x < oo,
za svaki k € Ny. Na njemu mozemo definirati prirodnu topologiju kao na-
jslabiju topologiju u kojoj su sve polunorme ||¢||x neprekidne. Vrijedi da
je Schwartzov prostor S, zajedno s prirodnom topologijom, Fréchetov pros-
tor, odnosno potpun metrizabilan lokalno konveksan Hausdorffov topologki
vektorski prostor. Metrika na S se moze zadati s

S e vl
)= 2 2 L

Nadalje, za svaki p € [1,00] je S C LP(RY).
Dual prostora S, &’ se sastoji od takozvanih temperiranih distribucija. To
su linearni funkcionali na § neprekinuti u sljede¢em smislu

(3C eRMEN eN)(Vp € S)  [(u,¢)| < Cllelln-

Za proizvoljnu funkciju v € § mozemo definirati Fourierovu pretvorbu
Fu := 0 formulom:
1 ,
7 / e~y (z)dr,
(2m)z Jra

a inverznu Fourierovu pretvorbu formulom

w(€) = L e u(x)dx
= g [ uw

Pretvorba u je ogranic¢ena i neprekinuta funkcija iz S.

u(g) =




Teorem 3 (Plancherel) Fourierova se pretvorba na jedinstven nacin prosiruje
sa S do unitarnog operatora s L*(RY) na samog sebe.

Fourierova pretvorba se moze definirati i na prostoru temperiranih dis-
tribucija na sljedec¢i nacin:

(G,9) =(u, ) (WES PES)
<ﬁ7 §0> = <ﬁ’> 95> (u S 8,790 € S),

gdje je u(x) = u(—=z). Poznavajuéi Fourierovu pretvorbu mozemo definirati
Soboljevljev prostor H*, s € RT kao skup

HY(RY) = {f € S®Y : A f € LR},

gdje je funkcija A(§) := /1 + [£|%



2 Marcinkiewiczev teorem interpolacije 1
Lorentzovi prostori

2.1 Rieszov teorem interpolacije

Interpolacijskim teoremima za linearne operatore smatramo teoreme slje-
deceg tipa: neka je linearni operator T : A — B takav da su A i B vektorski
prostori. Pretpostavimo da su Ay i A; Banachovi potprostori prostora A, a
By i By Banachovi potprostori prostora B takvi da je T'| 4, neprekidan s A; u
B; za1=10,1. U tom slu¢aju obi¢no mozemo pokazati da postoji beskona¢no
mnogo meduprostora (A, B) gdje su A C A1 B C B takvi da je operator
T|4: A — B ogranicen.

Definicija 3 Rezanje izmjerive funkcije f je bilo koja funkcija g takva da je

fl@) r<|f(@)] <7

= > 0.

9(z) { 0 , inace 2Ty 20

U cijelom ovom poglavlju ¢emo imati operatore kojima ¢e domena biti

neki vektorski prostor D izmjerivih funkcija, takav da sadrzi sve elementarne
funkcije i ima svojstvo da je svako rezanje funkcije iz D ponovno u D.

Definicija 4 KaZemo da je operator T : D — L(v) jakog tipa (p,q), ako
postoji konstanta k neovisna o f € LP(M) N D, takva da je | T fllq < K| fl,
za svaki f € LP(M)ND. Nagmanji k za koji vrijedi nejednakost zovemo (p, q)
normom operatora T.

Teorem 4 (Riesz-Thorin) Neka je T linearan operator tipa (pi, qi), s (pi, ;)
normom jednakom k; za i = 0,1. Tada je za svaki t € [0,1] operator T tipa

(pt, @) s (pe, qr) mormom ky < ky~'kt, gdje je =t = L

Dokaz teorema moZze se naci u [1].

2.2 Marcinkiewiczev teorem interpolacije

Marcinkiewiczev teorem je analogon Riesz-Thorinovog teorema u smislu
da slabi uvjeti na rubu jo$ uvijek garantiraju da je operator jakog tipa za
konveksnu kombinaciju rubova, i to za operatore koji ne moraju biti linearni.

Definicija 5 Za operator T : L(u) — L(v) kaZemo da je subaditivan ako je
T(fr + L) (@) < [T()@)] + T (f)(2)] (ss x € N), za fi, f> € L(p).



Definicija 6 KaZemo da je operator T : D — L(v) slabog tipa (p,q), ako
postoji konstanta k neovisna o f € LP(M) N D takva da je

A(s) < (@)q (1)

gdje je X distribucijska funkcija funkcije T(f), za p € [1,00] i ¢ € [1,00).
Kada je ¢ = oo imamo uvjet || T fl, < k|| fll,- Nagmangi k za koji vrijede ove
nejednakosti zovemo slabom (p,q) normom operatora T.

Teorem 5 Ako je operator T tipa (p,q), onda je i slabog (p,q) tipa, za p €
[1,00] i q € [1,00].

Dokaz: Za q = oo definicije se podudaraju. Uzmimo da je ¢ < oo i neka su
felP(M)YND,s>0iAs)=p{zeM:|T(f)(x)] > s} = u(Es). Tada
je SIN(3) = s [y dp < [ IT(f)lodp < |T(F)3 < (k] fllp)7. Nejednakost
podijelimo sa s? i dobit ¢emo nejednakost (1). |

Teorem 6 (Marcinkiewicz) Ako je T subaditivan operator slabog tipa (p;, q;),
gdje je 1 < p; < ¢; <00 zaj =0,14go# qu, tada je T tipa (py,q:) uz
17—t ot o1 it ot

Ovaj teorem je direktna posljedica teorema 9 na stranici 13. Uvjet p; < g;
za j = 0,11 nije tako ogranic¢avajudi, jer je ve¢ina nama zanimljivih operatora
tog tipa.

Definicija 7 Prostor LP* = {f € L(p) : [f], = (Supss, Sp)\f(S))% < oo}
zovemo Marcinkiewiczevim prostorom, odnosno slabim LP prostorom.

Operator T' : LP N D — L(v) slabog tipa (p,q) je zapravo operator s
kodomenom LP™ jer zaista iz A(s) < (%)q sljedi (sq)\(s))% < k[l fllp,
odnosno (sup,., s9As(s))s < k|| f[, < oo

Zgodno je odmah uociti primjer neke funkcije iz novodefiniranih prostora,
tako naprimjer funkcija f(z) = ﬁ nije ni u jednom LP prostoru, ali je u L.
Kakoje)\(s):,u{:)sGR:El‘Ss}:u{xER:|x|§§}:%,odmah
dobivamo [f]; = sup,.( SA(s) = sup,.( 2 = 2.

Lema 3 Za funkciju f € LP(M) wvrijedi jednakost || f||5 = — [J° sPdA(s) =
pJyT P A(s)ds.



Slika 1: Preslog jednostavne funkcije.

Sada ¢emo dati kratku motivaciju za uvodenje Lorentzovih prostora.
Uzmimo ¢(s) = s(A\(s))7, tadaje [f]p < 00 < [|¢]l1~ < 00. Iz leme 3 dobi-
vamo da je || fl|, = (f;"[¢ W>

o0, gdje je LP(0,00) uz mjeru v( fo A(ls)d —A(s)). Iz svojstava funkcije

», odnosno || f||, < 00 < ||@]|Lr(0,00) <

(sljedece poglavlje) A vidi se da je v zapravo mjera. Gledajmo sad uvjete
[flp < 001 ||¢|lr0,0) < 00 na funkciju ¢, ali za neke druge norme osim
| llpill lleo- Tada za proizvoljni g € [1, 00) imamo uvjet

([ )" <o 2)

Funkcije iz Lorentzovih prostora LP? koje ¢emo definirati u sljede¢im poglavljima
zadovoljavat ¢e (2).

2.3 Nerastudi preslog

Definicija 8 Nerastuci preslog f* funkcije f € L(u) je funkcija f* : RT —
R* definirana kao f*(t) = inf{s: A\s(s) < t}, zat > 0.

U narednih nekoliko lema uvijek ¢emo imati lims ., A(s) = 0, odnosno
da je preslog realna funkcija. U njima ¢emo pokazati neka osnovna svojstva
nerastuceg presloga f* i distribucijske funkcije funkcije f.

Lema 4 i) Funkcije X i f* su nerastuce i neprekidne zdesna.

ir) (Yt >0) A f*(t)) <t.

i11) Funkcije f i f* imaju istu distribucijsku funkciju.

Dokaz: Da je A nerastuca slijedi iz monotonosti mjere, a tada iz definicije
presloga odmah slijedi da je f* nerastuca. Kako je

U{z e M |f(@)] > s} = {z € M:|f(z)] > s0}

$>580



i iz neprekinutosti odozdo mjere p slijedi da je limg\ 5, A(s) = A(so), odnosno
A je neprekidna zdesna.

Za nejednakost (ii) gledamo sljedece. Iz definicije f* imamo da postoji
niz s, \, f*iA(s,) < t. Sada iz neprekidnosti zdesna funkcije A vidimo da
je limg \ g+ A(s,) < t, odnosno A(f*(t)) <t.

Lako je vidjeti da je f* neprekidna zdesna u tq, ako je f*(ty) = 0, jer
je onda (Vt > ty) f*(t) = 0 zbog nenegativnosti i monotonosti funkcije f.
Gledamo slucaj kada je f*(tg) > 0, uzmimo tada o € (0, f*(¢9)) i niz €, \, 0.
Iz definicije f* mora vrijediti A(f*(t9) — ) > tp. Dakle imamo:

(Fno € N)(Vn >ng) AN f*(to) — ) > to+ €p,

iz ¢ega slijedi (Vn > ng) f*(to) — a < f*(to + €n), jer u suprotnom za neki
n>mng: [f*(to) — a > f*(to + €,) 1 uz opadanje funkcije A i tvrdnju (ii)
imali bismo kontradikciju A\(f*(to) — a) < A(f*(to + €n)) < to + €,. Bududi
da je f* nerastuca imamo f*(to) —a < f*(to + €,) < f*(to) za svaki n > ny.
Odnosno iz proizvoljnosti « i €, dobivamo neprekidnost zdesna.

iii) Iz definicije presloga f* imamo da je f*(t) > s < A(s) > t, odnosno
Er ={t >0: f*(t) > s} = (0,\(s)). Uzmemo Lebesgueovu mjeru tih
skupova i dobili smo tvrdnju iii). [

Lema 5 Neka je (fm)men niz izmgjerivih funkcija na prostoru mjere (M, M, 1)
i f izmjeriva funkcija tako da |fn| /| f| po tockama, onda vrijedi:

i) (Vs >0) Au(s) /7 A(s)

i) (V¢ >0)  fo(t) /7 f*(t)

Dokaz: i) O¢ito je da
EP={zeM:|fu(z)|>s} CE,={zeM:|f(x)] >s}i | | E=E.
m=1

Tada iz monotonosti i neprekinutosti na rastué¢e unije mjere p imamo

Am(s) = p(ES") < p(Es) = A(s) 1 1im Ap(s) = A(s).

ii) Iz definicije f* imamo f(t) < fr ,(t) < f*(t) za svaki m € N.
Uzmimo [ = lim,, . f5(t). Kakoje £ () <[ dobivamo A, (1) < A\ (fi(t)) <
t. Dakle A(I) = lim, oo A (1) < ¢ povlaci f*(¢) < 1. Aliiiz fr(t) < f*(¢)
imamo [ < f*(t). Odnosno [ = f*(¢). |



Primjer 1 (Pozitivna jednostavna funkcija.)

Uzmimo funkciju f oblika f = 377 | ¢;jxg,; tako da E; € M, p(E;) > 0
1E;NE, =0zasve j#k, tetakvudajecy > ¢y > c3...¢, > Cpp1 =0
(poslozimo tako ako treba). Oznacimo d; = p(E)+- +u(E Jzaj=1...n

idy:=0. Tada je

_ dj 7S€[Cj+1vcj>71§j§n
)\<S>_{ 0 ,e0<s

ey J 6 stEldjidy),1<j<n

Preslog jedne takve funkcije se vidi na slici 1.

Lema 6 Ako je f izmjeriva funkcija, A njena distribucijska funkcija i p > 0,
. l ES
tada je [f], = supyso £ £ (0)

1

Dokaz: Ako je f jednostavna funkcija lako vidimo sup s[A(s)|» = sup djc; =
s>0 1<5<n

[un

supt%f*(t). U slucaju da je f izmjeriva postoji (f,,) niz jednostavnih poz-

>0

itivnih funkcija tako da f,, /' |f| po tockama. Iz leme 5 odmah slijedi
1

sup sA(s)]7 = supsup shn(s)]s = supsupsihn(s)]» = supsupts £, (1) =
m  t>0

>0 s>0 m m  s>0
sup sup tr fr(t) =sup tpf (t) |
t>0 m t>0

Iz prethodne leme je ocito da Marcinkiewicev prostor mozemo definirati

kao LP>® = {f € L(p) : sup,~ t%f*(t) < o0}

2.4 Lorentzovi prostori

U skladu s nejednakosti (2) i lemom 6 definiramo Lorentzove qu prostore
na sljedeci nacin. Za p € [1,00) i ¢ € [1,00) je || fll;, = (£ [~ (¢ v fH(t th)

dok za p € [1,00] i ¢ = 0o je ||f[/;. = sup;= t%f*(t) Prlpadnl Lorentzovi
prostori su LP := {f € L(u) : || f|l5, < oo}

Lema 7 | f|l, = ||f*|l, za svaki f € LP(M) i za svaki p € [1,c0].

Dokaz: Za p > oo iz leme 3, na stranici 6 imamo

1= (o [ s = (o [~ A1) = 17

9



azap=o00je

[fllec = inf{s - Ap(s) = 0} = inf{s : Ape(s) = 0} = [/l o
Lako se vidi da je LPP = LP normiran prostor, a iz nejednakosti

llz =117 + e+ 1 e > Iz = D7 e + @+ D7 s

sljedi da || ||», opéenito ne mora biti norma.
U definiciji kvazinorme || ||, smo uveli konstantu 2, kako bismo dobili

neovisnost izraza ||xgll;, o konstanti ¢, za E € M i u(E) < oo. Zapravo

je lIxelly, = (,u(E))% za svaki ¢ € [1,00]. To je zato §to je LPY u vezi

sa LP prostorima. U smislu da je LP! najmanji normirani prostor tako da
1

Ixelly, = (L(E))? vrijedi, a LP*¥je najveci takav.

Teorem 7 Ako je f € LP1 § g1 < qo, tada imamo:

0) 1 g < 1 [15gs

ii) LP1 C [Pa2,

Nadalje pretpostavimo da je || || norma koja éuva poredak (||g] < || f|| za
lg| < |f] (ss)) definirana na p(M). Tada je:

w) (VE e M) Ixell < (u(E))r = (Vf e pM)) FI < IIf15
w) (VE e M) lxell = (u(E))» = (Vf € o(M)) [IfI| = [1FI5:-

Dokaz: i) U sluéaju go = oo, kako je f* nerastuca slijedi

t
e =ro(® [ wa)T < (2 [ rwe )T <,
D Jo P Jo u
Trazena nejednakost slijedi uzimanjem supremuma po svim ¢ > 0. Za slucaj
kada je g2 < 00, iz Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenicji i za f,,
jednostavne funkcije kao iz leme 5 vrijedi lim,,, oo || finll5, = | fIl5,- Ako dakle
tvrdnja i) vrijedi za f,, jednostavne onda iz teorema o sendvicu i prethodne
jednakosti tvrdnja vrijedi za f € LP?. Zna¢i ostaje nam pokazati tvrdnju i)
za f,, jednostavne. Uoc¢imo prvo da je

k= (3 [Trorg)t = (g [ )
Jj=1 j—1

= (Z(c?d]% - c;’»d]%_l)> é

j=1

Rl '@\,_.

Q

42
q1

Definirajmo a; = c ybj=af 10 = e Trazena tvrdnja je ekvivalentna sa

Sty aj(by —bi1) < (00 af(b] —bf )7, gdjesuar > ap > ... > a, >0,

7=1

10



0=0by <b <...<byi0 € (0,1]. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n.
Kada je n =1 ocito je a1b; < (a?bf)é. Pretpostavimo da nejednakost vrijedi
za n = N. Definirajmo funkcije

Z? (0 = ¥j_1) + 2" (Vs — V3))7 = (A + 2B

Zaj j 1 + I(bN—i-l - bN) Al + JIBl

za x € [0,ay]. Nasa zadaca je onda pokazati da je ¢(any1) > l(ani1) kad
god je 0 < any1 < ay. Iz baze i pretpostavke indukcije imamo ¢(0) > 1(0)
i play) > l(ay), gdje smo drugu nejednakost dobili iz (a) zamjenom by
s bys1. S druge strane, bududi da je derivacija ¢/(z) = B(Az™ + B)o~!
funkcije ¢ padajuca na RT, funkcija ¢ je konkavna. To zajedno sa ¢injenicom
da dominira linernu funkciju ! na krajnjim tockama 0 i ay povlaci da je
o(x) > l(x) za x € [0,ay]. Time smo dokazali tvrdnju i).

Tvrdnja ii) je direktna posljedica tvrdnje i).

Uocimo prvo da je dovoljno pokazat tvrdnju iii) za jednostavne pozitivne
funkeije, jer je [|f| < /Il < £l = £l Sada za f = 3577, ¢;xm, kao
i prije, mozemo definirati f, = brxr,, gdje su F = UV_ | E; i by = ¢ — cpya,
za k =1,...,n. Tada je ocito f*(t) = > ,_, fi(t)zat > 0,f => 1, ful

vrijedi

n n n L n 1 oo d
HEE IR ST ED AN R St A Ak
k=1 k=1 k=1 w1 P Jo

1 /:: 1 dt 1 /CO 1 dt
= — tp * t _— = — tp * t _— = * .
» /s ,;1 fk( ) t »Jo f ( ) ¢ ||pr1

Time smo pokazali tvrdnju iii).
1
Za pokazati iv), zamijetimo da je || f|/;., = sup;<;<, d} ¢;, ako koristimo
formule iz primjera 1 Neka se supremum postize za j = k, tada je || f||;., =
5 . D . 1 1
dp. Uz g = cxp, je 0 < g < fivrijedi ||f[l5, = dfck = ep(u(Fr))?r <
cillxell = llgll < |If]l, ¢ime je teorem dokazan.

Definicija 9 Subaditivan operator T : DNL™ — LP* je (r,p) restringiranog
slabog tipa ako zadovoljava nejednakost ||Tf|5. < k[ [/, gdje je k > 0.

Korolar 1 Subaditivan operator T slabog tipa (r,p) je i restringiranog slabog
tipa (1, p).
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Dokaz: 1z leme 6 vidimo da je (1) ekvivalentno sa ||Tf|>,, < k[ f[|,. Otprije
znamo da je || f|l. = ||f|li 1 iz teorema 7 je || f|l. < || f]|5;- To zajedno daje
da operator T zadovoljava i nejednakost iz prethodne defnicije. ]

Teorem 8 Neka je B normiran prostor s normom koja ¢uva poredak, a T :
o(i) — B linearan operator. Ako je |Txg| < Cllxeli = C(u(E))r gdje
je W(E) < oo i C neovisan o E, tada postoji konstanta A tako da ||Tf]| <
AllfI71 za svaki f € o(p).

Dokaz: Kako je f € ¢(u) tada je f = > fu 1 f* = D1, fr kao u
dokazu teorema 7. Nadalje je [|[Tf| = |2 ro i Tfell < Do TSl <
> k1 Cbillxm, [I7; - Jednako kao i u teoremu 7 je 3¢, Cbilxe,[I7 = Cll I3,
odnosno [|[Tf|| < C||f|%. Ako je f s kompleksnim vrijednostima, tada je
ITfIl < 4C| fII o

Napomena 1 [z prethodnog teorema imamo da je (sub)linearni operator T
slabog tipa, ako je takav na karakteristicnim funkcijama skupova konacne
mjere.

Lema 8 (Hardyeve nejednakosti) Ako jeq > 1,r >0ig: Rt — R*
1ZMJeriva funkcija tada je:

i) (o~ Lo o duqt”dw; ) (o lug(u))u"du)s
i) (f5 U7 glu)du]tm=tdt)e < (4)( [ [ug(u)]9u" du)a

Dokaz: Pokazimo prvo da tvrdnja (i) povlaci tvrdnju (ii). Uvrstimo ¢;(u) =
u—gg(%) u prvu nejednakost, i tada je

[ fotalin - [ sl

_ /0 h [ / h g(o)do]'s ™t

Medutim lijeva strana jednakosti je manja od

(g)q/ooo [ugl(u)}qu_r_ldu = (g)q/ooo [Ug(v)]qu_ldv,

to jest vrijedi nejednakost ii).
Dokaz prve nejednakosti slijedit ¢e iz Jensenove nejednakosti za p(z) =
2|9 i dpu(u) = ua ' du. Dakle, ra¢unamo

[ / tg<u>du]q - [ / gl :ua—ldu]q < (g)ﬂtru-;) /Ot[g(u)]quq_r_lﬂ .

12



Nadalje je

/O T / g < (9 / sl / ot
_ (g)q_l/Ooo[g(u)u]qu—’“—HZ(/Oot‘l—Zdt)du

- (g)q /O " lg(w)ulru du,

i time je pokazana Hardyeva nejednakost (i). |

Teorem 9 (Marcinkiewicz) Ako je T : D — L(v) subaditivan operator
restringiranog slabog tipa (rj,p;), j = 1,2, uzrg < 11 @ po # p1, tada postoji
konstanta B = By tako da:

Vfe DL Tflpe < Bllfl

za q € [1,00], :110;094—i 11040 50¢c(0,1).

1
p p1’ T T0 T1

Dokaz: Za f € D()L" definiramo

i fi(x) = flz) — fiz), gdje je y = B2 = 2 7L Tada imamo dvije
7‘0 7‘1 T 7‘1
nejednakosti:
(f)7(s) < f7(8)x00) (3)
1
. X)) ,0<s<tY
fi(s) < { f(s) ' <s (4)

Lako se uvjeriti da formule vrijede kada je f jednostavna funkcija, iz formula
slicnih kao u primjeru 1, ostali slucajevi se dobivaju preko limesa. Bududi
da je operator T subaditivan imamo formulu |[Tf](y)| = |[T(f* + f)(y)]| <
T ()| + [[Tf](y)| (ssy € N), aimamo i sljedecu inkluziju
{y e N [TfI(w)l > (Tf)(s) + (T )" (s)}
C{ye N:ITF)W) > (T ()} Uy e N TR > (T ()}

Ako su A\, A\'i )\, distribucijske funkcije funkcija T'f, T'f* i T f; redom, tada
iz. prethodne inkluzije i leme 4 (ii) vrijedi formula:

TS (5) + (T) () < NTFY () + M(Th)'(5) < 5+ 5 = 2.

13



Iz definicije (T'f)* je dakle

(s> 0)(Tf)(s) + (Tfi)"(s) = (Tf)"(2s) (5)

Uzmimo dasur; < ooiq < oco. Tada iz (5) uz zamjenu varijabli i nejednakost
Minkowskog znamo da je:

1

i, = (3] [ anrorg] = () H [ [e e

p
q\i.1 ® 1 At 7 ® 1 e AN g
(2 [( [ waryerd) ([ wanord)]
p 0 t 0 t
Kako je operator T restringiranog slabog tipa (r¢,po) i (r1,p1), to imamo

£ (TF)* (1) < kol f2ll7, 1 70 (TL) () < kallfill%, za t > 0. Dakle suma
unutar velikih uglatih zagrada nije veca od

® 1 . 1 dt\g 11 . 1odt\a
o [ H IR E) (AT
Iz nejednakosti (3), zamjene varijabli i prve Hardyeve nejednakosti imamo:
© 11 dty: 11 Y adty :
tr wo || £H|I* q—>q </ tp m / >} _>q
(| irnag) < (o [ 5 :
1 11 a1 duy ;
L o
To u
. o a_adu
T * q T T
([ =52’

- 1_%(hm)uﬂm

Na slican nacin, ali pomo¢u nejednakosti (4) i druge Hardyeve nejednakosti
dobivamo:

IN

N

(/Ow[t;pﬂ||ft||:ﬂ]q%)é < (/0” [17735 ( / P57 s +
+711 :f*(s)s%‘ldsﬂq%)q

IA

([ e’

S [ oty



- MéK/ﬂﬁfwan
(b o)
< () U+ P{z(lmU%mu]Mréﬁq;

= gm)( )11,

Pokazali smo nejednakost ||T'f[[5, < Bl|f|l;,, gdje je B = (MP)EZE(T’"’“??O +
ik
ri—r/’

Kada imamo r < 0o 1 ¢ = 00, ocjenjujemo t%(Tf)*(t) za t > 0 pomocu
nejednakosti (3),(4) 1 (5) kao u prethodnom slu¢aju. Racunom dobivamo
pozitivne konstante c¢1, ¢o 1 ¢3 (koje ovise samo o p, ¢,r, 1o i r1) takve da je:

£ (T < et ,,0/ F(s

+c2tp‘p1/ f*(t7)5ﬁ_1d5+03t113_?11/ F*(s)sm Lds.
0 Y

Koristeci ¢injenicu da je f*(s)sr < || fll%., dobivamo sljedece

C1

GEMO< (27 + 1+ 1)1 e = Bl

70 T1 T1
odnosno 75, < Bllf i

U slucaju kad je r1 = o0 i ¢ = oo dokaz ide slicno kao i prije , ali uz
upotrebu ocjene || f;||%, < f*(t7). |
2.5 Topologija Lorentzovih prostora

Definicija 10 Ako je (M, M, u) prostor mjere, tada za skup A € M kaZemo

da je atom ako je p(A) > 0 i ako za svaki izmjeriv skup B C A wvrijedi
u(B) =0 ili u(A\ B) =0.

Teorem 10 (Darbouxovo svojstvo) Neka je (M, M, u) prostor mjere. Ako
p nema atoma, onda je {u(A) : A e M} =10, u(M)].

Za skicu dokaza vidi [4].
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Lema 9 Nekaje E € M iFy={x € M :|f(x)| > s >0}, gdje je (M, M, )
prostor mjere bez atoma, tada je:

i) Jp [Fldp < [ ()t

i0) [ |fldu = J; f(0)de

iii) Ako je p(M) > t > 0 tada postoji E;, € M takav da je p(E,) = t i
Je \fldp =[5 f*(u)du.

Dokaz: i) Jasno je da je fi < f* za |f1| < |f|. Dakle za f; = fxg imamo

w(E) w(E)
/0 Pyt < /O F ()t (6)

Kako je Ay, je ograniCena s p(E), vrijedi da je fi(t) = 0 za svaki ¢ > p(E).
Lema 7 uz p=1 daje

A= 1= [ swae= " frwar
v = [ 1= [ sicoae= |

a to zajedno s (6) povlaci nejednakost i).

ii) Definirajmo funkciju g = f*x<ox(s)>- Zelimo pokazatida gih = fxp,
imaju istu distribucijsku funkciju. Kada je f jednostavna funkcija, tada je
dz - A(S) 1g(t) - Sj szeg[dtjl’d.?)?j 17"-72
h* = g imaju istu distribucijsku funkciju. Kada f nije jednostavna postoji
niz (f,,) jednostavnih funkcija tako da f,, ,/* f, i nizovi (hy,,) i (gm) definirani
kao hp = finXrF, 1 gm = frX<0,, (99> OCito [hy| /7 |h], dok iz |f| /| f]
sljedi f,r, /" f*1|gm| /" |g|. Dakle po lemi 5 je \j* 7 Xy i AT 7 Ay, to jest
A = Ag. Na kraju uz pomo¢ leme 7 dobivamo trazenu tvrdnju

/Fs !flduz/Mlh\du:/Ooogm)du: OA(S) P

iii) Uzmimo ¢ € (0, u(M)] i definirajmo skupove G i H s
G={reM:|f()] > F(OhH={zeM:|f) > (1)}

Tada je pu(G) < t < w(H). Prva nejednakost sljedi iz A(f*(¢)) < ¢ i
w(G) = A(f*(t)). Za izmjerivu funkciju f uzmimo (f,,) niz jednostavnih
funkcija tako da |f,,| /' |f| i definirajmo niz skupova (H,,) kao 1 H za pri-
padne f,,. Tada je UyenH,, = H 1 H,, C H,,11 za m € N. Iz neprekidnosti
na rastuce unije vrijedi u(H) = lim,, .o p(H,y) > t, zato jer je u(H,,) >t
za svaki m € N. Nadalje iz Darbouxova svojstva znamo da postoji skup E;

, odnosno po lemi 4 h i
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tako da G C By C H i pu(E;) = t. Sada za h = fxg, je h* = f* na (0,t)
ih*(u) =0 za svaki u > t. Tvrdnja dakle sljedi iz [, [fldu = [, |hldp =

fooo h*(u)du = fo u)du [ |

Neposredna posljedica tvrdnji i) i iii) prethodne leme je formula

Lo / fldu = / f(u (7)

Iz te tvrdnje imamo da je preslikavanje f — % fo f*(u)du norma na LP(M) za
svaki p € [1,00] it > 0. Da je norma konac¢ne vrijednosti sljedi iz Holderove

. L 1 .
nejednakosti, to jest iz [, [fldu = [y, xelf| < [Iflllxely <t [ f], gdje su
p i p' konjugirani.

Nesimetricna maksimalna funkcija m; funkcije f € L'(R) se definira kao

1 r+k
m=mys= sup —— u)|du.
p= s [l
Lema 10 Neka je f € L(u), tada vrijedi mf*(t) = %fotf (u)du
1 t+k
Dokaz: Ocito je da my«(t) = sup —— f*(u)du. Buduéi da je
- h>0h+k>0h‘|‘k t—h
f* nerastuca ,odmabh slijedi tvrdnja, jer je h+k tt+hkf (u)du < % fo u)dull

Za funkciju f € L(u) definirajmo |[flpg = (3 fooo[t%m(t)]q%)% za q,p €
: 1
[1,00) 1 [[fllpeo = sup,sgtrm(t) za p € [1,00].

Iz sljedecih nejednakosti se odmah vidi da je || ||, norma. || f + g|lpq =
(LI Ermeg (01 9)7 = (el ampglly < (B)lltr5 (mg + my)ll,
- < | Fllpg + (19 ]lpg-
Teorem 11 Ako je f € LP za p € (1,00, tada je ||fll5, < Ifllpy <
e VA2
Dokaz: Zato 8to je f* nerastuca vrijedi m(t) > f*(t) za t > 0, odnosno

1 £1l5g < [Ifllpg- Za q € [1,00) drugu nejednakost dobivamo iz prve Hardyeve
nejednakosti na sljede¢i nacin:

e = (4] / au "} )"
1:(5/0 [wf" (u))*u <1-i>—1du)3 :p%lnf“;q.
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Za preostali slucaj p € (1,00] i ¢ = 0o imamo

t t
trm(t) = tpl/ f*(u)du:tpl/ u rur f*(u)du
0

0
., o [t p o1 1 D .
< WMt [ b= L et = L

Napomenimo jo§ da je vazno upotrebljavati i || |l,q i || ||5, Prednost
| |lpq je to 8to je norma, no nedostatak je da nemozemo dobiti zadovoljava-
juée prosirenje za L'. To se vidi iz sljedeéeg racuna:

t o]

£l = suptm(®) =sup [ (s)ds = [ f(s)ds = 171 = 1.
t>0 >0 Jo 0

Teorem 12 Lorentzov prostor LP1 za p € (1,00] i q¢ € [1,00] i sa normom

| |lpq je Banachov.

Dokaz: Trebamo pokazati samo potpunost prostora LP?. U slucaju p = oo
odmah vidimo da je L°°* = L Banachov prostor, dok za p € (1, 00) uzmimo
(fn) C-niz u normi || ||, Kako je ¢ < 00, iz teorema 7 i teorema 11 sljedi

da je (f,) C-niziunormi || |[[5,. 1z leme 6 to je ekvivalentno sa

sup p({z € M : [fu(x) — fm(2)| > 5}) — 0 kad n,m — 0,

5>0
a to je upravo definicija da je (f,) C-niz u mjeri. Nadalje iz teorema 2 u
poglavlju 1.1 znamo da postoji podniz (f,,) i funkcija f tako da f,, (z) —
f(x) (ss). Tada za dani 0 > 0 postoji jo = jo(d) tako da || fr, — fillpg < O
za svaki j,n > jo. Uz gy = fn, — f 19 = f — fj, iz Fatouove leme sljedi
Jelgldp < liminf,_.o [ |geldp za bilo koji E € M, a iz (7) i jos jedne
upotrebe Fatouove leme imamo || f — fjllpg = [|9]lpg < 0 za svaki j > jo. W

Napomena 2 Lorentzov prostor L', za q € (1, 00] nije normabilan.

Rjesenje: Pokazat ¢emo samo slucaj kada je ¢ = co. Uzmimo niz funkcija
fr= ‘x—}rk' To je niz u L'*, jer je

Mels) = p({z € R : >s}):u({xeR:|x+k!<§}):2s,

|z + k|
odnosno Hm\](ﬁo = Sup,.s2 = 2. Uzmimo funkciju f = Y, fr. Ako
je || || norma ekvivalentna sa || ||i,, odnosno (|| || < d|| |[i), tada

A< 11251 fell < nllfell < ndl fillie = nCh. Kako je f(z) = Cylogn
za x € [0,n], znamo da || f||i,, > C2lognA(Cylogn) > Cynlogn, a to je u
kontradikciji sa prethodnom ocjenom.
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3 Karakterizacija funkcijskih prostora
preko vali¢a

3.1 Osnovno o vali¢ima

Pri¢u o vali¢ima ¢emo zapoceti komentiranjem njenih prednosti u analizi
signala. Signal je na primjer funkcija koja opisuje zvuk. Jedno od pitanja
koje se proucava je frekvencijska analiza signala u nekom trenutku. Odnosno
Sto je ¢ovjek odsvirao na klaviru u datom trenutku. Fourierovom transfor-
macijom se moze dobiti frekvencijska analiza signala. Medutim, kod nje je
problem to $to nam je tesko dobiti tu analizu za dati trenutak, to jest imamo
samo jedan parametar w kojim odredujemo koje frekvencije ¢emo analizirati

u tom signalu: X
flo) = == [ star

Ono sto zelimo dobiti kod vali¢-transformacije jest dobra analiza frekvencija
u danom trenutku. Zato kod nje imamo dva parametra kojim je reguliramo,
jedan za odabir frekvencija (a), a drugi za odabir trenutka (b). Zapisimo je

sada kao t B b
=l [ st

Velikim vrijednostima parametra a tada odgovaraju niske frekvencije, odnosno
malim vrijednostima visoke frekvencije. Nama ¢e u ovom poglavlju biti na-
jvaznije ortonormirane baze valica za LP(R), po kojima ¢emo raditi razvoj
funkcija. I ne¢e nas zanimati frekvencijska analiza, ve¢ analiza singulariteta
u funkcijama. Medutim, za baze nam trebaju prebrojive familije valic¢a, i
zato trebamo dobro odabrati familije parametara a i b tako da pokrivaju
cijeli vremensko-frekvencijski opseg, odnosno

Tww(f)=uay 2 [ f(t)Y(ag™t —nby), za m,n € Z.

Haarova baza je prvi primjer ortonormirane baze vali¢a za L*(R) . Defini-
rana je s odabirom parametara ag = 2,by = 1 i funkcije

1 z€l0,3)
b(z)=q -1 ze[31)
0 inace

0dnosno Y, ,(r) = 272 (27 ™x — n).
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3.2 Viserezolucijska analiza

Viserezolucijska analiza se sastoji od niza aproksimirajuc¢ih prostora Vj,
takvih da zadovoljavaju

VooV cVa L. (8)

i S —
UjezV; = L*(R), (9)
NjezV; = {0}. (10)

Ako je P; ortogonalni projektor na prostor V;, tada (9) osigurava da je
lim; o Pjf = f za svaki f € L*(R). Medutim, postoje mnogi primjeri
niza prostora koji zadovoljavaju uvjete (8) do (10), a koji nemaju nikakve
veze s viSerezolucijskom analizom. Kako bismo dobili viserezolucijsku analizu
morat ¢emo dodati jo§ neke zahtjeve. Prvi od njih je

fevie f(2) e, (11)

S tim zahtjevom imamo da su svi prostori V; zapravo skalirane verzije
prostora Vj. Sada ¢emo dati primjere prostora koji zadovoljavaju uvjete (8)
do (11):

V; ={f € L*(R) : flin i1y = konst., za svaki k € Z}, (12)

kojeg ¢emo zvati Haarova viSerezolucijska analiza, a ona je povezana s Haar-
ovom bazom iz poglavlja 3.1. Slika 2 nam pokazuje kako izgledaju projekcije
neke funkcije na prostore V5 i V4. Ovaj primjer nam jasno izlaze jos jedno
svojstvo koje trazimo od viSerezolucijske analize, a to je invarijantnost na
translaciju za neki prirodni broj,

feVvo=f(-—n)eVy,nelZ. (13)
Zbog uvjeta (11) i (13) znamo da vrijedi
feV;=f(-—2n)eV;,nel.
Zadnji uvjet koji trazimo je da postoji funkcija ¢ € V; tako da je
{¢o.n : n € Z} ortonormirana baza za V;, (14)

gdje je za svaki j,n € Z,$;,(z) = 2-5¢(279x — n). Uvjeti (14) i (11) nam
daju da je {¢;, : n € Z} ortonormirana baza za V; i to za svaki j € Z. U

20



1
0.8
0.6
0.4
0.2
2.5 5 7.5 10 12.5 15\ 17.5
-0.2
0.4
1 T 1 .
0.8 E— 0.8 o —_—
0.6 S 0.6 . o
0.4 o 0.4 — -
0.2 0.277 -
25 5 7.5 10 12.5?17.5 25 5 7.5 10 12.5 15— 17.5
0.2 0.2 _

Slika 2: Funkcija f i njene projekcije na Vi i V.

Haarovom primjeru jedan od mogucih izbora za funkciju ¢ je x(o,1). Funkciju
¢ ¢emo zvati skalirajuc¢a funkcija ili tata-vali¢.

Glavno nacelo viserezolucijske analize je da kad god familija zatvorenih
potprostora zadovoljava uvjete (8) do (14), da tada postoji ortonormirana
baza {1 : j, k € Z} prostora L*(R), gdje su 1;(z) = 272¢(27 7z — k), tako
da za svaki f € L*(R) je

Piaf="rf+ Z(f? Vi) )k (15)

kEZ

Vali¢ ¢ se moze eksplicitno konstruirati, a dio te konstrukcije ¢emo pokazati
u nastavku teksta. Funkcija v se jos naziva i mama-vali¢.

Za svaki j € Z definirajmo W; kao ortogonalni komplement potprostora
Vi u Vj_y. ZapiSimo to kao

Via=V; 0 W (16)
Vrijedi i
Wy LWy ako j # (17)
jer ako je j > j' tada W; C V;; LW).. Nadalje vrijedi, za svaki j < J
J—j—1
Vi=V;® @ Wik, (18)
k=0
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gdje su svi ti potprostori ortogonalni. To zajedno s uvjetima (9) i (10) povlaci

L&) = PW,. (19)

JEZ

dekompoziciju prostora L?(R) u medusobno ortogonalne potprostore. Uz to
prostori W; nasljeduju svojstvo (11) prostora V;:

f S Wj = f(2j) e Wh. (20)

Formula (15) je ekvivalentna tome da za neki j, {¢;; : k € Z} tvori ortonor-
malnu bazu za W;. Zbog uvjeta (19),(9) i (10), to povlaci da {¢; : 7,k € Z}
tvori ortonormalnu bazu za L?(R). S druge strane svojstvo (20) osigurava da
ako je {1o : k € Z} ortonormirana baza za L*(R), dasu tadai {¢; : k € Z}
ortonormirane baze za W; i to za svaki j € Z. Stoga se na$ zadatak sveo na
pronalazenje funkcije ¢ € Wy takve da je {¢(- — k) : k € Z} ortonormirana
baza za Wy. Necemo dalje opisivati konstrukciju funkcije ¢, ve¢ éemo samo
navesti nekoliko svojstava koja su nam potrebna kako bismo mogli eksplic-
itno zapisati funkciju, odnosno izreci teorem. Kako je o € Vo C V11 ¢_y,
je ortonormirana baza u V_q, znamo da je

6= b1, gdie je by = (¢, 0 10), > > = 1. (21)

nel

Teorem 13 Ako familija zatvorenih potprostora (V;)jez u L*(R), zadovo-
ljava wvjete (8)-(14), tada postoji njima pridruZena ortonormirana baza val-
ica {jk : J,k € Z} za L*(R) tako da vrijedi (15). Jedna od mogudih kon-
strukcija zay jep =3 (=1)" Th_p_1¢_1n, gdje red konvergira u L* smislu.

Zapisimo funkciju ¢ kao ¢ = Y ¢,¢(22 — n), a to mozemo jer valiéi ¢_q,,
¢ine bazu za V_;. Tada imamo sljedecu lemu:

Lema 11 Ako je |¢p(z)| < C(1 + |z|)~'7¢ i ¢ je neprekidna, tada vrijedi

ZCQn:1:ZCQn+1:>Zgz5(x—l):const7é0.
1

n n
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3.3 Daubechiesin valié

Prvi netrivijalni primjer valica kojeg ¢emo navesti je konstruirala Ingrid
Daubechies. Naime, pokazano je da je moguce konstruirati familiju valic¢a za
koju skalirajuc¢a funkcija ¢ ima sljedeca svojstva:

1) supp ¢ = [0, 3],

2) Usrednjenje: f03 o(t)dt =1,

3) Ortogonalnost: ¢(t —ms) i ¢(t —my) su ortogonalni za m,n € Z,

4) Regularnost: Konstantne i linearne funkcije mogu biti zapisane kao suma
funkcije ¢ i njezinih translacija.

Slika 3: Graf funkcije Dy.

Medutim, i njena prakti¢na konstrukcija se provodi preko tih svojstava,
odnosno iz rekurzije, koja koristi svojstvo da skalirajuc¢a funkcija zadovoljava
jednadzbu rastezanja:

B(t) = crp(2t — k).

Koeficijenti ¢, tada iznose

143 3+43 3-V3 _1-V3

4 ,C1 = 4 , Co =

Budud¢i da su samo 4 koeficijenta razli¢ita od 0, skaliraju¢a funkcija se oz-
nacava sa Dy. Na slici 3 se vidi njen graf.

Co =
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3.4 Bezuvjetne baze za LP(R),p € (1, 00)

Teorem 14 (Calderén-Zygmund) Neka je [ pozitivna funkcija iz L'(R)
it o > 0. Tada postoji dekompozicija skupa R na skupove G i B, to jest
R=GUB,GNB =10 i to takve da vrijedi:

i) f(x) <« za skoro svaki x € G

i) B = UpenQr,

gdje su Qy, intervali s medusobno disjunktnim unutrasnjostima, takvi da je

a < Q™ f(z)dr <2a, k€ N. (22)
Qk

Dokaz: Odaberlmo L = 2! tako da je 2 lfR z)dr < a. Iz toga imamo

1fkk+1 x)dr < azak €Z.

Uzmimo mterval Q = [kL, (k+1)L] i podijelimo ga na dva jednaka dijela,
[kL,(k+3)L] i [(k+ %)L, (k + 1)L]. Takoder odaberimo bilo koji od ta dva
intervala i nazovimo ga @', te neka je I = |Q'|™! fQ/ x)dx. Ako je sada
Iy > a, stavimo @’ u familiju intervala koji ¢e saCinjavati skup B, jer je
uistinu

o<l < QI /Q f(@)dz = 2Q| /Q f(@)d < 2.

U suprotnom, ako je Ig < o, ponavljam dijeljenje, ako treba do ad infini-
tum. Ucinimo to isto i za drugu polovicu intervala () i za sve druge intervale
[kL,(k + 1)L]. Na kraju ¢emo imati prebrojivu familiju intervala koji zado-
voljavaju jednadzbu (22). Ozna¢imo njihovu uniju s B, a komplement s G.
[z konstrukcije skupa B znamo da za « ¢ B postoji opadajuéi niz intervala

Q1,Q2,Qs3, ... takvih da je x € Q, za svaki n i |Q,|” 1an y)dy < a.
Zapravo, |Q;] = 5|Q;-1] 1 Q; C Q;_1 zasvaki j > 1. Kako je funkcija f € L,
vrijedi da je skoro svuda ekivalentna s nekom neprekidnom funkcijom g, pa
imamo da skoro svuda vrijedi sljedece:

o | s 1| < |7 [ swan- g [ a
< |igg [, 101l
< oo [ 1w = sy
< g, v - s@i
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< ano /Q o)~ gy

< 6

gdje je zbog neprekidnosti funkcije g i zbog toga sto se ), steZe do z, ng
takav da |g(x) — g(y)| < e. Time smo pokazali da vrijedi

|Qnl™ o fy)dy — f(x)(ss).

Kako je lijeva strana manja od « to slijedi da je f(x) < a(ss = € G). [ |
Uo¢imo da nam izbor L = 2! daje da su svi intervali iz dokaza dijadski,
odnosno oblika [k277, (k4 1)277] za k, j € Z.

Definicija 11 Integralni operator (T f)(x) = [ K(z,y)f(y )dy je Calderon-
Zygmundov ako mtegmlna jezgra zadovoljava | K (x, y)| < ol y| i| 2K (z,y)|+

|a—y (x,y)] < = y‘g, te definira ograniceni operator na L*(R).

U dokazu sljedeceg teorema ¢emo koristiti malo izmijenjenu definiciju
distribucijske funkcije A, to jest Af(s) = u{z € M : |f(x)| > s}.

Teorem 15 Calderon-Zygmundov operator je ogranicen s L*(R) u L*°(R).

Dokaz: Zelimo ocijeniti Ars(a). Napravimo prvo Calderon-Zygmund dekom-
poziciju za funkciju |f| i «, i definirajmo funkcije g i b

_ [ f@ TG
g(x) = { Q| ka fydy ,z € Int(Qx)

() = { 0 x e
=\ F@) = QU Sy, F)dy x € Int(Qu)
Stoga vrijedi f(z) = g(x) 4+ b(z)(ss) odnosno T'f = T'g + Th. Slijedi dakle
da je |T'f(z)| > o mogucée samo ako je |T'g(x)| > § ili [Tb(x)| > §. Tada je

Aeg(a) < Arg(5) +0m(5)- (23)

Tvrdnja ¢e dakle biti pokazana ako su oba ¢lana s desne strane jednadzbe
(23) ogranicena s <| f|11.
Iz ¢injenice da je T' ograni¢en operator na L? znamo da je

0% 0%

(3)°ry(5) < / | Tg(x)|?da < / Tg()]* = |ITgllz> < CllgllZ-
(weR T (x)|> 5} R
(24)
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Vrijedi i slijedeca nejednakost, gdje je u drugom retku koristena formula (22)

Il = /Q|g($ﬂ2dx-+./;|g(xﬂ2dx

o i+ @iy [ s
|f(x |dw—|—22a y)|dy
), 1

< ij£|f(xﬂdw:=2aHfHLu

IN

VAN

koja zajedno s nejednakosti (24) daje

wra(5) < 2Cll (25)

Za svaki k € N definirajmo intervale ()} tako da imaju isto srediste kao i
Q. 1 dvostruko vec¢u duljinu, to jest Qx = [y — Re, yx + Ri] 1 QF = [yr —
2Rk, yr, + 2Ry]. Definirajmo nadalje i skupove B* = UpQ; i G* = R\ B*,
tako da imamo

Bl =2Y1a < Z/ o)ldz < 2 fll,

odnosno da vrijedi

o € B*: [T0()] > 2} < B < || fllue (26)

Preostaje nam ocijeniti ¢lan [{x € G* : |Tb(z)| > §}|:

e m) = 9| < / Th(@)|dz < | |Tb(z)|dz.
2 2 (2€G*:|Th(z)|>2) o
(27)

Kako bismo ocijenili zadnji integral, moramo razdvojiti razli¢ite doprinose
funkciji b. Definirajmo b, sa

B 0 ,$¢Qk
m“”‘{f@»—@u*ff@My,xEHMQw
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Tada je b(x) = >, be(x)(ss), zato §to se Q) ne preklapaju. Odmah slijedi
Th=, Th i

/G* T(x)|dz < Z/ Ty, (x |dx<Z/ Ty ()| da

R\Qj,
- Zk:/R\Qz
N zk:/ﬂ%\czz
3 / / K (2yy) — K (@, 9)1be () ldyda,
k R\Qj v Qk

(28)

dx

K(z,y)br(y)dy
Qk

/Q (K () — K.y bu(y)dyd

IN

gdje smo u predzadnjem retku slobodno mogli dodati ¢lan K (x,y), jer je
yr € Qi 1 Jo, bi(y)dy = 0.

Razliku K (z,y)— K (z, yx) moZemo ocijeniti koriste¢i ogradu na parcijalnu
derivaciju d, K funkcije K s obzirom na drugu varijablu i zamjenu varijabli
T =y + Rpu,y = yr + Ryv, |ul > 2,|v] <1 u treéem retku rac¢una:

/ K(2,y) — K(z,y)|de
R\Q;,
1
< / / 02K (2, 1 + 1 — ye) |y — weldtda
R\Qj,
1
< / / Cly = will (@ = ) — ty — )| dtde
|z—yK|>2Ry

= R2\v]/ / dtdu <.
|u|>2 R |’LL

Dobivena konstanta C” je neovisna o k, pa dobivena ocjena zajedno s nejed-
nakosti (28) daje sljede¢u nejednakost:

/\Tb )de < C’Z/ |bx ()| dy

< C,Z/ )+ |Q|/ 1) dz]d
< 20y / Wldy < 201 £,

koja zajedno s nejednakostima (25), (26) i (27) dokazuje teorem. [
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Teorem 16 Calderdon-Zygmundov operator je ogranicen s LP(R) u LP(R), za
p € (1,00).

Dokaz: U prethodnom teoremu smo pokazali da je T ogranicen s L' u L1,
a preko Marcinkiewiczevog teorema 7' se prosiruje do ograni¢enog operatora
sLPulP zal<p<2 Zelimo pokazati tvrdnju teorema i za 2 < p < oo,
pa u tu svrhu koristimo adjungirani operator T operatora T definiran sa

/ (T ) ()g(@)dz = / f (o) Tg)@)dz.

Adjungiranom operatoru je pridruzena integralna jezgra K (z,y) = K(y, x),
koja takoder zadovoljava uvjete definicije Calderén-Zygmundovog operatora.
Na L2(R), T je adjungiran u L? smislu, pa slijedi da je ogranicen, odnosno
T je Calderén-Zygmundov operator. Iz prethodnog teorema sada imamo da
je T ogranifen s L' u L, a onda iz Marcinkiewiczevog teorema slijedi da
je ogranicen s L u LP, za 1 < p < 2. Bududi, da je za % + % = 1, operator
T : L? — L? adjungiran operatoru T : LY — L, vrijedi da je T ogranicen za
2 <q< o0 [ |

Teorem 17 Ako je ¢ klase C*,
()], [ (2)] < C(1+ [z]) 77 (29)

i () = 2_%¢(2_jx — k) je ortonormirana baza za L*(R), tada je {1 :
J, k € Z} i bezuvjetna baza za svaki LP prostor, p € (1, 00).

Dokaz: Trebamo pokazati da ako je f = Zj’k ¢tk € LP, da je onda i
Dk WikCikYjk € LP za svaki izbor w;y = £1. Iz svojstava (29) funkcije
¥ lako slijedi da je ¢ € LP za p € (1,00) i f = ., ¢jxt;r povlaci da je
cix = [ f(@)¢;r(x)dr zbog ortonormalnosti familije (¢;)). Moramo dakle
pokazati da je za svaki izbor w;, = £1 operator T, definiran s

wa — Z wj,k(f? ¢j7k)¢j7k

j7k

ogranic¢en operator s LP u LP. Nije tesko vidjeti da je T, ogranicen s L* u
L?, jer je

T =Y lwin(f )P =Y 10 )2 = 1112
g,k J.k

Sada ¢e LP ograni¢enost slijediti iz teorema 16, ako uspijemo pokazati da je
T, Calderon-Zygmundov operator, a to slijedi iz slijedece leme. |
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Lema 12 Odaberimo w; = £1 i definirajmo K(z,y) = >, wixthje(2)¥;1(y)-
Tada postoji C' < oo tako da
C

|z —y|

K (z,y)| <

C
2 o)+ |2 K| -y
K|+ g K| < o
Dokaz: Najprije iz (29) vrijedi

[K(z,y)] < Z\%k k()]

< CZW (14272 — k) (1 + 277y — k)71~
gk
Odaberimo jy € Z tako da je 270 < |z — y| < 27071 | podijelimo sumu na dva
dijela: j < jo1j > jo. Mozemo uociti daje Y, (14+|a—k[) "1 ¢(1+|b—k|) 1~
uniformno ogranic¢eno za sve a, b, jer je

S Atla—k) (bK< Y (A+]a—k)

! i
< sup Zl+|a — k)t

0<a’<1

< 22(1 +) <0
=0

i onda to iskoristimo da ocijenimo gornji dio sume:

DY 29+ R — k)T 2Ty — k)T < ) 27
J=jo k J=jo
< 02j0+1
4C
< .
|z =yl
Za donji dio sume vrijedi sljedece:
Jo—1
> 2o JZ (14 |27z — k)1 + [279y — k|)] !
j=—00

Z 2]2 (1+ |27z — k(1 + |27y — k)]

Jj=—Jjo+1

Z 2JZ (24 272 — k) (2 + |27y — k|)] (30)

Jj=—Jjo+1
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Odaberimo k¢ € Z tako da ky < ij—;“y < ky+1inekajel =k —ky. Tada je

24 290 — k| =2 + 2j$;y—l+<2jx;y—ko>‘21+ 9

x—y_l
2

9

i na sli¢an nacin 2427y —k| > 1+|2/ 4= —[|. Zadnje dvije nejednakosti nam uz
a = 27254 gdje je bez smanjenja opéenitostia > 0izam € N;m < a < m+1
daju:

Z[(Q + |2jZE — /{:|)(2 + |2jy _ km—l_e

< Dl +la+ A+ a1

l

= l_il[(l + (m D)+ (] =m = 1))
+l_§m: [(1+ (m— D)1+ (m+10)] "
+l§1[(1 + (= m= D)1+ (I +m))

< 23 (m— ()
+2 i 1+ (—m—1)]""(1+2m) "

< 0(1l+m1+al\)16,

Dobivena nejednakost uz |z —y| < 29071 daje da je desna strana nejednakosti
(30) manja ili jednaka:

P x o1
Y 2](1+2ﬂx29‘)—1—6 < 0N R4 g

< 2o Z 2j’(1 + 2j’71)7176
=1
< 027 <20 o -y,

¢ime je dokazano |K (z,y)| < Clz —y| ™.
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Koristeéi istu tehniku iz
0. K (z,y)| < 22‘j|w’(2‘jx —k)|[v(277y — k)]
7.k
< C’Z 27U+ 279 — k) (1 + |27y — k[)] 7'
7.k

lako dobivamo |0, K (z,y)] < Clz — y|™2, i na slican nacin |9,K(z,y)| <
Clz — y|™2. Kada zbrojimo te dvije nejednakosti imamo traZzenu tvrdnju. W

3.5 Karakterizacija funkcijskih prostora preko vali¢a

Bududi da 1;, tvori bezuvjetnu bazu za LP(R) to postoji karakterizacija
za funkcije f € LP(R) koja koristi samo apsolutne vrijednosti koeficijenata iz
rastava funkcije u nasoj bazi. To¢nije, za 1 < p < oo imamo

Fer®) e [ 31U v PP € P®R)
J,k

-

= [Z (f, wj,k)’227]'X[2jk,2j(k+1)](£€)} = LP(R).
7.k

Za dokaz tih ekvivalencija vidi Meyer [2]|. Na sli¢an na¢in moZzemo dobiti
karakterizacije i za druge funkcijske prostore.
Soboljevljevi prostori H*(R) su primjer gdje imamo potpunu karakterizaciju:

H*R) = {f € S'(R): X*f € L*(R)}.
Njihova karakterizacija je tada

feHR) &> |(f, ) P(1+27%%) < oo,
7,k

Drugi primjer koji ¢emo ovdje obraditi su Holderovi prostori C*(R), a defini-
rat ¢emo ih na sljede¢i nacin. Za s € (0, 1) neka je

C*(R) = {f € L*([R) : s;ll? |flz + lhh)ls_ f@)] < OO},

azas=n+s,¢ €(0,1),n € N neka je

n

C*(R) = {f € LX(R)NC"(R): 7—f € (J}
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U slucaju da je s prirodan broj ne¢emo imati klasi¢ne C™ prostore funkcija
koje su n puta neprekidno diferencijabilne, niti Lipshitzove prostore, veé
malo veée prostore. Umjesto prostora C'* imamo prostor A, kojeg ¢emo zvati
Zygmundova klasa, a definiran je kao

A= {7 € @) nCo) s sup LIRS =N =2 o),

dok umjesto prostora C™ imamo prostore

m—1

N ={f e L ®INCR):

fen}.

Za Holderove prostore imamo sljedec¢u karakterizaciju: Funkcija f € L} (R)

je u prostoru C*(R)(za s ¢ N) ili u prostoru A”(za s = n € N) ako i samo
ako postoji C' < oo tako da

|(f, dor)| < C, keZ
|(f )| < C2796%3) j >0,k € Z. (31)

Ovdje smo implicitno pretpostavili da je ¢ € C", gdje je r > s, dok su
uvjeti (31) karakterizirali globalnu regularnost. Za karakterizaciju lokalne
regularnosti ¢emo se posluziti teoremom iz Jafard [3]. Radi jednostavnosti

mi ¢emo iskazati teorem za slucaj kada ¢ ima kompaktan nosa¢ i kada je
klase C*.

Teorem 18 Ako je funkcija f Holder neprekinuta u xo s eksponentom « €
(0,1), odnosno

[f(x) = fzo)| < Cla — o], (32)
tada je' L
max(| (f, v—;)ld(zo, supp (1)) = O(2~ (=) (33)

za j — 00. Obratno, ako znamo da je f € C za neki € > 0 1 da vrijedi uvjet
(33), tada je
2

’f(l') - f(l'o)‘ < C|33' — l’o]alog m

(34)

U teoremu nemamo ckvivalenciju uvjeta (33) i (32). Ocjena (34) je optimalna
kao i uvjet f € C°. Ako je funkcija f samo neprekidna ili ako je izostavljen
¢lan sa logaritmom u (34) tada postoje kontraprimjeri, koji se mogu naci

'Ako a — 0(ili ), tada sa O(a) oznaavamo vrijednost koja je ograniena sa Ca,
gdje je C konstanta.
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u [3]. Uzrok neekvivalencije uvjeta (32) i (33) moze biti postojanje manje
regularne tocke blizu tocke xy ili jake oscilacije funkcije f blizu tocke zy. Za
primjere vidi [10]. Ako malo promijenimo uvjet (33) tada mozemo zaobici
navedene probleme, sa sljede¢im teoremom u kojem ¢emo opet imat funkciju
Y € C' s kompaktnim nosacem.

Teorem 19 Definirajmo za € > 0

S(zo,j5€) = {k € Z : supp (; ) N [xg — €, 0 + €] # O}.

Ako je za nekie >0 i o € (0,1)

max_ (/.4 = 027 iz+a)y, (35)

keS(zo,—j;€)

tada je funkcija f Holder neprekinuta u xo s eksponentom c.

Dokaz: Odaberimo bilo koji x € [zg— ¢, xo+€]. Buduéi da bilo koji od uvjeta
k() # 01 9Y;%(x0) # povladi da je k € S(xo, j; €), imamo sljedece

f(@) = f(wo) = Z(f Vi) [Wjr(x) — jk(a0)]
= Z Y (Fn) i) = viu(o)].

i kES woje)

Iz pretpostavke (35) slijedi da je

@) = ol < 32D 3 (@) = via(o)l

kes(x():j;e)

Kako 1 ima kompaktan nosa¢ znamo da broj k-ova za koje je 1; x(x) # 0 ili
Y, k(o) # 0, uniformno ograni¢en po j sa 2suppv + 1. Ta tvrdnja ima za
posljedicu da je

Z [Vjk(r) — Yjn(zo)| < Co max i k() — V(o)

keS(xo,J;€)
< Cy273 max V(279 — k) — (27720 — k)|

Iz toga &to je v ogranicena i klase C'!' imamo

V(27w — k) — (27720 — k)| < Cymin(1,277 |z — z0).
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Odaberimo sada j, tako da je 2% < |z — x| < 27071, Tada je

[f(x) = flzo)] < C1CCs[ Y 2% 4 Y~ 297 |z — ]

j=—o00 j=jo+1
S C4[2aj0 + 2(a_1)j0|l‘ - $()|] S C5|£L‘ — $0|a,

¢ime je pokazan teorem. ]

Napomenimo jos da postoje sli¢ni teoremi i za prostore C'*, gdje je a > 1.
Nadalje, ako je a = 1(ili opcenitije a € N) tada zadnji korak prethodnog
teorema propada, jer drugi red ne konvergira. Mozemo izbje¢i divergenciju
ako upotrijebimo ocjenu |(f,¢;x)| < C za j > 0. Kraj rac¢una ¢e izgledati
ovako:

f(z) — flzo)] < 010203[ Z 2%+Zzaﬂ 7[3:—:1:0]+22 x—xoq

j=—o00 J=jo

3
i ] 22
< Cy2%° + Jjol|z — 20| + Y

| = o

< Cslz — x| In |z — x0]]-

To je razlog zasto moramo biti pazljiviji kad imamo a € N i zbog cega
uvodimo Zygmundovu klasu.

U ostatku ovog poglavlja ¢emo ilustrirati teorem na primjeru, gdje ¢emo
vidjeti da katkad trebamo testirati za velike j kako bismo dobili zadovoljava-
juéi rezultat. Funkcija koju éemo proucavati je sljedeca:

2¢~|r—al r<a-—1
f(z) =< e le=al a—1<z<a+1
e~z —a—-1)2+1] x2>a+1.

Graf funkcije f je prikazan na slici 4, uz koeficijent a = 0. Funkcija f ima
Holderove eksponente 0, 1,2 u tockama x = a — 1,a,a + 1 tim redosljedom,
dok je na ostatku domene klase C**°.

Program kojim ¢emo implementirati nase rjesenje ¢e racunati A; malo
drugacije definirane, to jest A; = max{|(f,¢¥_;x)| : xo € supp (Y_;r)}-
Takoder ¢e crtati tocke (7, lfg’z ) za j = 3,...,10. Tako dobivene tocke bi
trebale lezati na istom pravcu, pa ¢emo taj pravac aproksimirati metodom
najmanjih kvadrata. Iz tako dobivenog nagiba pravca, mozemo izracunati
Hoélderov eksponent o u tocki x. Ako je a = 0 tada dobivene tocke leze na is-
tom pravcu s prili¢no velikom toc¢nosti. Koeficijenti nagiba tih pravaca ¢e biti

priblizno % > g, g, ovisno o tocki u kojoj se racuna. Razvoj u ortonormiranoj
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0./8
0.6
0.4
0.2
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Slika 4: Funkcija je klase C*° osim u to¢kama x = —1,0,1, gdje funkcije

£ f', f" tim redosljedom imaju prekide.

bazi vali¢a nije invarijantan na translacije, pa dijadski razlomci, a pogotovo
0, igraju vaznu ulogu u odnosu na dijadsku mrezu {277k : j, k € Z} centara
nasih vali¢a. Ilustrirat ¢emo to odabirom razli¢itih vrijednosti parametra a.
Za a = ﬁ imamo drugacije vrijednosti A;, ali su jos uvijek dobro poredani
na pravcu i s dobrom aproksimacijom eksponenta «. Odabirom koeficijenta a
tako da je iracionalan broj, dobivamo najlosije rezultate. Sve je to pokazano
na slici 5, za tocke xro = a — 1,a,a + 1 i koeficijente a = 0, %8, V2 — %. Za
a = 0 je pogreska aproksimacije koeficijenta o + % u sve tri tocke manja od
1,98%. Za a = ﬁ prve 4 tocke, ne leze ba$ najbolje na pravcu. Metodu
najmanjih kvadrata smo stoga radili samo kroz zadnje 4 tocke, i tako do-
bivene aproksimacije su unutar 2,03%, dok bi inace bile puno veée. Za
odabir a = v/2 — % ne moze se vidjeti poravnanje tocaka u tocki prekida
a — 1. U njoj bismo trebali racunati za drugi raspon j-ova. Uz isti a, ali za
tocku a—1, metoda najmanjih kvadarata za zadnje 4 tocke daje aprosimaciju
unutar 8,64%. Moguéa je i joS bolja aprokismacija, ali tada bismo izbacili
itocku j =10. U xg = a + 1, gdje je funkcija f” Lipshitzova aproksimacija
je unutar 1,81%. Sve to ilustrira ¢injenicu da je za odredivanje lokalne reg-
ularnosti funkcije puno korisnije koristiti preobilne familije vali¢a, jer je tu
neinvarijantnost na translacije puno manje izrazena, ili je uopé¢e nema kao
na primjer kod neprebrojivih familija (vidi [9] i [10]).

Program kojim sam ra¢unao trazene koeficijente je napisan u Maple 7.0.
Samu konstrukciju Daubechiesovog vali¢a nisam izvodio, ve¢ sam se posluzio
gotovim paketom koji se moze nac¢i na web stranici http://www.mapleapps.
com/categories/engineering/engmathematics/worksheets/. Kod pro-
grama se nalazi u dodatku A.
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—(a+ 1) = —0.49277

a=0

—(o+ §) = —1.48682
a=20

—(a+ %) = —0.49875

a= 133 a=+2-1.375

—(a+ %) = —1.49802 —(a+ 3) = —1.37036

a= 135 a=+2-1.375

—(a+ %) =-2.45471
a=+2-1.375

Slika 5: Grafovi ocjena Holderovih koeficijenata funkcije sa slike 4 u tockama
a — 1(gornji), a(srednji), a + 1(donji). Za razli¢ite vrijednosti koeficijenta a.
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3.6 Vali¢i za L'([0,1])

Buduéi da L! prostori nemaju bezuvjetne baze, niti valiéi je ne mogu
tvoriti. Medutim, u ovom poglavlju éemo ipak konstruirati bazu koja ¢e u
nekim elementima biti bolja od Fourierove.

Prvo éemo uvesti periodizirane valice. Uz zadanu viserezolucijsku analizu
zajedno sa skaliraju¢om funkcijom ¢ i valicem 1 koji imaju dobar pad (recimo
|p(x)|, [¥(x)] < C(1+ |z|)717¢ ) moZemo definirati periodizirane valice s

M) = gkl D), (@) =) (r + 1),

lez leZ

i pripadne prostore s

VP = Span{¢fy k€ Zy, WP = Span{yTy 1 k € Z}.

j
Kako ¢(- — k) ¢ini ortonormiranu bazu vrijedi

Zc2n =1= Zc2n+17 (36)

n n

i [7 ¢(z)dx =1, dok iz leme 11 vidimo da je Y, , ¢(x +1) = C, a to nam
dalje daje

1 = /: $(x)dr =Y lm o(z)dx = Z/Ol oz + 1)dx

1 : 1
= /Zgb(erl)dx:/ Cdzx = C,
07 0

odnosno )7, ., é(x + 1) = 1. Nadalje, slijedi da za j > 0 je ¢ (z) =
2723, 9277z —k+2771) = 2%, odnosno prostori V" su identi¢ni jednodi-
menzionalni prostori koji sadrze samo konstantne funkcije. Takoder, pokazimo

sljede¢e uz zamjenu varijabli £ = [ —n,m = —n + 1 i upotrebu identiteta
S hom = 3 homy1 (kojeg imamo iz uvjeta (36) i toga §to je h, = v/2¢,):

Zw(aﬁLé) = ZZ h_ni10(2x +1—n)

= Z(— " hé (22 + k) = 0.

k,m

Stoga imamo W7” = {0} za j < 0. Ocito je i da je V", W™ C VI, sto
je naslijedeno iz neperiodiziranih prostora. StoviSe, Wf “" je ortogonalan na
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Vf””, jer je

/,¢Per g)ekr; )w _ ZQ ]/ ¢235E+2 Jl—k:)gb(? Jp 4279 — k;/)d

LI'eZ
U'+1 -
S 2|a|/ D(2Yly 4+ 2911 = ') — k) (20Ty — )y
ez 7l
- Z(l/’j,mzmm%k’) =0,
reZ

pa kao i u neperiodiziranom slucaju imamo V" Vp DWW, Prostori

V1 WP su konacno dimenzionalni, zato sto je =¢t, zaméeZ
7 k+m2|ﬂ Jik

i sli¢no za ¢"". Oba prostora su razapeta sa 2V! funkcija, i te funkcije su
ortonormirane. PokaZimo to za VV;’ . Neka su ki k' takvi da 0 < k, k' <

2lil — 1, tada je
( ;'73:7 fj;) = Z(¢j,k+2‘j‘7’7¢jvk,) = 5k7k"
rEL
Bududi da je U_;enV" = L*([0, 1])(5to se vidi iz neperiodiziranog slucaja)
ocito je da funkcije iz {¢py} U {¢fy « —j € Nk = 0,...,29 — 1} tvore
ortonormalnu bazu za LQ([O 1]). Prenumerirajmo tu bazu na sljedeci naé¢in:

g(x) = 1=¢fq(z)
gi(z) = Ygg ()
gp(x) = ¢YI(2)
PET per 1 . 1
g3(x) = 1(@) = (e = 5) = gl = 3)
ga(z) = P¥5,(x)
gai(z) = Yo(2)
92j+k(x). = Iiefk(:v) =gy(z—k2)za 0< k<2 —1

Teorem 20 Ako je f neprekidna periodicna funkcija s periodom 1, tada pos-
toji niz (ay,) kompleksnih brojeva tako da pri N — oo

N
Hf - Zangn L
n=0
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Dokaz: S obzirom da je {g, : n € N} ortonormirana baza, nuzno je «,, =
(f, gn). Definirajmo Sy kao

N-1

Prvo ¢emo pokazati da je Sy uniformno ogranicen, to jest

S8 fllee < CJf]] L=, (37)

gdje je konstanta C' neovisna o f i N.
Ako je N = 27, tada je Sy = Projyrer, a otuda je

2lil—1

Su)@) = S (F,6"7)6" / K, (2. 9) f (9)dy,

k=0

.. olil—1 er —Der 7~ ..
gdje je Kj(w,y) = > iy 9" 1(2)¢"(y). Na kraju imamo

IS fllie < [ sup / ) ldy]

z€[0,1]

Preostaje nam, dakle, ocijeniti sljedece

12—
sup / Koty < sup [30 S fomsute + Doty + )
z€[0,1] z€(0.11J0 2o ez
oo 21911
< sw [ 3 S 2o 1) - Blloly - k)
TSm0 ko0 ez
2lil—1
< Csup Z Z|¢$ + 271 — k)|
=0 lez
< Cswp Y Iota’ + ml,
meZ

a to je uniformno ograniceno, jer je |¢(z)| < C(1 + |z|)~17¢, §to je bio uvjet
da bismo uopéce imali bazu {gqi . : 7, k € Z}. Time smo pokazali nejednakost
(37) za N = 27,

Promatrajmo slu¢aj kada je N =2/ +m,0 < m < 2/ — 1. Imamo:

(Snf)(@) = (Soi f)(@) + D (fr )0 ().
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Na sli¢an nacin kao i za prethodnu ocjenu mozemo pokazati da je L* norma
druge sume takoder ogranic¢ena sa C/||f||1~, i to uniformno po j, ¢ime smo
pokazali da nejednakost (37) vrijedi za svaki N.

Uzmimo sada [ € E = Uje V. Tada je f € V¥ za neki J > 0,
tako da (f,¢"5 ;) = 0 za j* > J, odnosno (f,g)) = 0 za | > 27, 1 sve to
sa posljedicom da je f = Syf ako je N > 27, pa zato imamo da tvrdnja
teorema vrijedi za funkcije iz prostora E. Kako je E gust u prostoru? C(T)
neprekidnih periodickih funkcija sa normom || || (za dokaz vidi [2]), imamo
dokazan teorem. |

Teorem 21 Ako je f € L*([0,1]), tada je

Hf - ﬁ:(f, n)9n

n=0

— 0, kad N — oo.
It

Dokaz: Uoc¢imo najprije da je L'([0,1]) sadrzan u dualu prostora C(T),
odnosno

I fll.r = sup{|(f,9)| : g je neprekidna s periodom 1 i ||g||z~ < 1}.
To odmah dovodi do

ISvfller = sup{|(Snf,g)|: g je neprekidna sa periodom 11i ||g||p~ < 1}
= sup{|(f, Sng)| : g je neprekidna sa periodom 11 ||g||p~ < 1}
< Cllfller, (38)

gdje smo u zadnjem koraku koristili ocjenu (37) i Cauchy-evu nejednakost
() < N fllzllhllze. Kako je prostor E = U_jenV™ takoder gust i u
LY([0,1]), $to vrijedi, jer je L?*([0,1]) gust u L'([0,1]). Imamo zavrsetak
dokaza slican, kao i u prethodnom teoremu. |

Zamijetimo sada i razliku ovih teorema i slicnih teorema kod Fourierovih
redova. Naime, ovdje nam je bila dovoljna samo neprekidnost funkcije f i
odmah smo dobili uniformnu konvergenciju, dok kod Fourierove analize je
potrebno da je funkcija f klase C'!'. Napomenimo jo$ da je poredak funkcija
gn vazan jer imamo Schauderovu bazu, a ne bezuvjetnu bazu.

2T je oznaka za jedini¢nu kruznicu.
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A Maple program

VVV V VVVV V V V

VVV V V V V VV VVVVVYVYV YV

restart;

libname:="c:/MapleLib", libname;

with(D4wavelets); with(student);

ip:= (f,g,a,b) -> evalf(simpson(f*g, t=a..b, 3072));
psibD4:= t ->

-(1+sqrt(3) ) /4*D4(2%t-1)+(3+sqrt (3)) /4*D4(2*t) - (3-sqrt (3))
/4*¥D4A(2xt+1) + (1-sqrt(3))/4*D4A(2xt+2);

plot(psiD4(t), t=-2..3, axes=boxed);

ff:= (t,a)-> piecewise

(t<=a-1,2xexp(-abs(t-a)),a-1<=t and
t<=a+1l,exp(-abs(t-a)),t>=a+l,exp(-abs(t-a))*((t-a-1)"2+1));

plot(£f£(t,0),t=-3..3,axes=boxed) ;
NpsiD4:=(j,k,t)->(2~(-j/2)*psiD4 (2~ (-j)*t-k));

plot (NpsiD4(-3,1,t),t=-1..2,axes=boxed) ;
aa:=0;x:=aa-1;A:=array(3..10);for j from

3 to 10 do A[j]l:=0 end

do;

for j from 3 to 10 do for k from

ceil ((x)*27(j)-2) to floor((x)*2~(j)+1) do

A[j] :=max(abs(ip(ff(t,aa),NpsiD4(-j,k,t),2"(-j)*(k-1),
2°(-j)*(k+2))) ,A[j1); od; A[jl; od;

b:=array(1..8);

for f from 1 to 8 do b[f]:=log(A[f+2])/1log(2.0);
C:=array([[1,3],[1,4],([1,5],[1,6],([1,7],[1,8],[1,9],[1,10]11);
with(linalg) ;tup:=array(l..2);

tup:=leastsqrs(C, b);

1:=(t)->tup[2]*t+tup[1];1(10);

PLOT(POINTS([3,b[1]],[4,b[2]],[5,b[3]],[6,b[4]1],[7,b[5]],
[8,b[6]1]1,[9,b[71],[10,b[8]1]1),CURVES([[3,1(3)],
[10,1(10)]11),AXESSTYLE(BOX)) ;
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