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Predgovor

U ovom Radu se proucavaju tri vazne valne jednadzbe iz matematicke fizike; Schré-
dingerova, Klein-Gordonova, te klasiéna valna jednadzba. Tematski, Rad se sastoji iz
dva dijela. U prvom se razvija aparat iz funkcionalne analize; Fourierova transformacija i
teorija interpolacije Banachovih prostora (I. i II. poglavlje). Ovo se pak koristi u drugom
dijelu, gdje se dokazuje egzistencija rjeSenja linearnih jednadzbi i odgovarajuée ocjene
(ITI. i IV. poglavlje). Na kraju se daju neki teoremi egzistencije za nelinearne jednadzbe,
kao smjernica mog daljnjeg proucavanja. Rezultati su numerirani po poglavljima, tako
da npr. teorem II.3 ukazuje na teorem 3 iz drugog poglavlja.

Osobito mi je zadovoljstvo na ovom mjestu zahvaliti mom mentoru dr. sc. Nenadu
Antoniéu. Svojim Zzivim i nadasve zanimljivim diskusijama pobudio je u meni interes
za ovo podruéje matematike. Bez njegove velike pomoéi ovaj Rad ne bi imao sadasnju
razinu kvalitete. Ugodna mi je duznost zahvaliti i apsolventici fizike, Ani Babac, na
pomoéi oko razjasnjenja nekih kvantnomehanickih pojmova, vezanih uz Schrédingerovu i
Klein-Gordonovu jednadzbu.

U Zagrebu, prosinca 1995.
Neven Balenovié
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I. Fourierova transformacija i distribucije



Globalna rjesenja valnih jednadzbi

1. Uvod

Pri proucavanju kompleksnih funkcija definiranih na R”, v : R" — C, osobito je
pogodna notacija koju je uveo Laurent Schwartz. Multiindeks je n-torka cijelih brojeva,
a=(ai1,...,0n) € Nj, za koju definiramo duljinu

la| ==a1 4+ +ay

i faktorijel

al =a1! - ay! .
Na multiindeksima imamo parcijalan uredaj: o < g ako je ay < 1, ..., an < (.
Za vektor x = (21,...,2,) € R"ia € Nj definiramo potenciranje 2% := z{! - - 23",
Opcenito, polinom m-tog stupnja u varijablama z1, ..., z, zapisujemo u obliku
P(z) = Z Cat® |
|a|<m

pri ¢emu su ¢, koeficijenti. Binomne koeficijente definiramo formulom:

() Lt =
B 0 mace .

Multiindeksi su zgodni najvise zbog toga Sto uz njih uobicajene formule iz jedne dimenzije
u istom obliku vrijede i u R". Tako vrijedi npr. Binomna formula

VaeNp) (Vo,y eR") (z+y)* = (O‘) 2By P
BLa b
Za x1,...,x, € R i prirodan broj m vrijedi tzv. multinomna formula:
m)!
m __ «
(x1+...+z,)" = Z R
|a|=m

Definirajmo derivaciju reda « s

oY =0 - o = o

n ax(l)él . ax%n :

Cesto ¢emo, umjesto gornje, koristiti sljedeé¢u derivaciju:

|a
(1) Dj; = Laj, D® = (L) 0% .

271 27

Ovako definirana derivacija bit ¢e osobito pogodna pri izu¢avanju Fourierove transforma-
cije.

Prema Schwarzovu pravilu, ako je |a| < k, za funkeiju u klase C*, 9%u je neprekinuta
funkcija i derivacija ne ovisi o redoslijedu ako je |a| < k. Lako se dokazuju sljedeé¢e dobro
poznate formule iz jednodimenzionalne analize:
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Fourierova transformacija i distribucije
Taylorova formula: Ako je u € Ck(R”; C), onda vrijedi

n _ i o vy ! _ pnk—laa
(Vz,y € R") u(ac—ky)—z a'ﬁ u(:c)+2k; /(1 ) 0% (x + ty) dt .

! ol
o] <k o=k 0

Leibnitzova formula:

(Vo e Nj) (Vu,v € CPI(R™ C)) 0%(wv) = Y (g) (8%u) (8 Pv) .
BLa

Redovito ¢emo koristiti sljede¢u oznaku: Ako je ¢ funkcija definirana na R, n € N,
stavljamo ¢(x) := ¢(—x). Ova ¢e pokrata biti vrlo korisna u dualnim produktima.

Na kraju ovog uvoda, dokazimo i jednu jednostavnu lemu koju ¢emo koristiti u
sljede¢em odjeljku.

Lema 1. Integrali

/ (1+|z))"*de i / (1+[22) " da

su konvergentni ako i samo ako je s > n. Posebno, [gn (1+|z|?)"" dz < 7"

Dokaz. Ogznacimo s I7 i Is redom gornje integrale. Za s > 01z € R" vrijedi

(1+202] + |2[2) % < (14 [212) 7
< (1 n |w1|2)—s/2n (1 n |x2|2)—s/2n

(14 f])~*

o (1 + |xn|2)—8/2n

pa se problem svodi na konvergenciju integrala [ = fR (1 + t2)_8/ 2n dt, u jednoj dimen-
ziji. Neposrednom integracijom zakljucujemo da s > n povlaci njegovu konvergenciju, pa
time i konvergenciju integrala [2, jer ocito vrijedi Io < [". Kako je I} < Is, to s > n
povlaci da i I; konvergira.

S druge pak strane, prijelazom u polarne koordinate zakljucujemo da, ukoliko je
s < m, integral I (pa stoga i I3) divergira. Posljednja je tvrdnja trivijalna.
Q.E.D.

2. Schwartzov prostor S. Distribucije

Pretpostavimo da na vektorskom prostoru X umjesto jedne norme imamo ¢itavu
familiju normi (pa)aca, pri cemu je A neki skup indeksa. Zeljeli bismo na prirodan nacin
definirati topologiju na X. Namece se analogija s uobicajenim; re¢i ¢emo da niz, odnosno
mreza, (x3) konvergira k = ukoliko

(2) pa(xg —x) — 0 za svaki ¢vrsti o € A .

Zeljeli bismo oslabiti gornju definiciju u smislu da oslabimo uvjete na familiju (pa)aca.
Podsjetimo se da je u normiranom prostoru uvjet ||z|| = 0 = = = 0 nuzan da bi
limesi bili jedinstveni, drugim rijecima, da bi inducirana topologija bila Hausdorffova.
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Globalna rjesenja valnih jednadzbi

Pretpostavimo da je (pa)aca familija funkcija koje zadovoljavaju sva svojstva norme,
osim da je z = 0 ¢im je po(x) = 0 za neki a. Umjesto toga pretpostavimo da je x = 0
samo ako je po(x) = 0 za svaki a. Pokazuje se da su i u tom sluc¢aju limesi jedinstveni u
topologiji gdje je konvergencija opisana kao u (2).

Definicija. Polunorma na vektorskom prostoru X, nad poljem realnih ili kompleksnih
brojeva, je funkcija p : X — Rar koja ima sljedeca svojstva
(1) (Vao,y € X) plz+y) < p(z) + p(y)
(i) (Vo e X)(VA e @) p(Ax) < |A|p(x).
Kazemo da familija polunormi (pq)aca razlikuje tocke ukoliko vrijedi
(71) pa(z) =0 za svaki a € A povlaci z = 0.

Definicija. Lokalno konveksan prostor je kompleksan ili realan vektorski prostor X, za-
jedno s familijom polunormi (p,)aeca koja razlikuje tocke. Prirodna topologija na lokalno
konveksnom prostoru je najslabija topologija u kojoj su sve polunorme p, neprekinute.

Pojam Cauchyjevog niza (Cauchyjeve mreze) prirodno se prenosi i na lokalno konvek-
sne prostore. Kazemo da je niz (mreza) u lokalno konveksnom prostoru Cauchyjev(a) uko-
liko za svaki € > 01 za svaki o € A postoji indeks niza (mreze) By takav je po(xg—24) < €
¢im je 8,7 > [y. Prostor X je potpun ako svaka njegova Cauchyjeva mreza konvergira.

Linearan operator medu normiranim prostorima X i Y je neprekinut ako i samo ako
je ogranicen. Slican rezultat vrijedi i u slucaju lokalno konveksnih prostora:

Propozicija 1. Neka su X i Y lokalno konveksni prostori s familijama polunormi
(pa)aca i (pg)pen- Tada je linearno preslikavanje T : X — Y neprekinuto ako i samo
ako za svaki 3 € B postojen € N; ay,...,a, € A, te konstanta C' > 0 tako da vrijedi

(3) pp(T) < C(pay () + - + pa, (2)) -

Ako je pak familija (pa)aca usmjerena (drugim rije¢ima, za svaki par indeksa «, 3 € A,
postoji v € Ai C > 0, tako da vrijedi p(x) + pg(x) < Cp,(x), za svaki x € X), onda
je linearno preslikavanje T': X — Y neprekinuto ako i samo ako za svaki € B postoji
a € A tako da vrijedi

(4) pa(Tz) < Cpa(z) .

"

Lokalno konveksni prostori ne moraju biti metrizabilni; stoga je od interesa identi-
ficirati one koji jesu. Sljedeci teorem daje jednu karakterizaciju metrizabilnih prostora u
klasi svih lokalno konveksnih topoloskih vektorskih prostora ([R-S], str. 131):

Teorem 1. Neka je X lokalno konveksan prostor. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(a) X je metrizabilan.
(b) 0 ima prebrojivu bazu okolina.

(¢) Topologija na X je generirana nekom prebrojivom familijom polunormi. .

Definicija. Potpun metrizabilan lokalno konveksan topoloski vektorski prostor naziva
se Fréchetov prostor.

Cilj ovog odjeljka jest uvodenje jednog posebnog prostora funkcija, tzv. brzo opada-
jucih funkcija S i njegovog topoloskog duala, temperiranih distribucija. Za ogranicenu
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Fourierova transformacija i distribucije

neprekinutu funkciju ¢ na R" je ||¢||¢ := supgern |¢(2)|. Definirajmo familije polunormi
na sljedeci nacin:

¢l 5 = l12°0%l|c .
(5) lelly = sup el g -
|a+0|<k

Lako se vidi da je familija (|| - ||, ¥ € No) zaista familija polunormi koja razlikuje tocke.
Schwartzov prostor S je prostor svih C* funkcija ¢ za koje je ||¢||,, < 0o, za svaki k € Np.
Prema teoremu 1, S je metrizabilan; na primjer, udaljenost mozemo zadati s

I e

SR Sl (R

Kako je 0 < a/(a+1) < 1, za svaki a > 0, slijedi da za svaki par funkcija ¢ i ¢ iz S gornji
red apsolutno konvergira i suma mu je manja ili jednaka 1. Da je d zaista metrika slijedi
iz ¢injenice da familija || - ||, razlikuje tocke pa je tada d(p,v) = 0 ekvivalentno s ¢ = 1.
Preostala svojstva metrike su oc¢ito zadovoljena, stoga je uz gornju razdaljinsku funkciju
S ogranicen metricki prostor.
Stovise, prostor S je potpun; naime, vrijedi sljedeéa

Propozicija 2. Schwartzov prostor S, zajedno s prirodnom topologijom danom s po-
mocu familije polunormi (|| - ||, k € Ng), je Fréchetov prostor.

Dokaz.  Pretpostavimo da je (fy,) Cauchyjev niz u svakoj polunormi || -||,. Tada je
on Cauchyjev i u svakoj polunormi [|¢[[, 5, pa stoga 9P f,, — Ja,p uniformno kada

m — o0, buduéi da je C(R") potpun. Dovoljno je dokazati da je g := go,0 C funkcija,
te da je go5 = 2%9Pg, jer je tada g € S i limy, f;m = ¢ u topologiji na S. Dokazimo to u
slucaju prve derivacije, u jednoj dimenziji (opéi slucaj ide potpuno analogno). Znamo da
za [, vrijedi

Fnl) = fn(0 /fm

Bududi da f], — go,1 uniformno, to za g vrijedi

X
9(x) = g(0) + /0 goa(t)dt |
pa je g klase Cl i vrijedi ¢’ = go.1.
Q.E.D.

Prostor § je ocito zatvoren na operacije deriviranja i mnozenja polinomom. Medu-
tim, vrijedi i viSe: S je zatvoren i na mnozenje s C*° funkcijama najvise polinomijalnog
rasta u beskonacnosti, koje oznac¢ujemo s O. Tocnije, skup O definiramo na sljede¢i nacin:
e € O CC®R") ako

(Va e Ny)(3C € R(J{)(EIN eN)VzeR") [0%(z)| < C(1+ \x!Q)N

Propozicija 3. Vrijede sljedece tvrdnje:
(a) neprekinutost deriviranja:

(Ve Np) (Ve € S)(VEk € No) |0l < lellpijal -



Globalna rjesenja valnih jednadzbi

(b) neprekinutost mnozenja s ¢ € O:

(Vo € O)(Vk € No)(3C, € RT)(AN; € N)(V g € S) [[Uglly, < Cill¢llsan, -

Posebno, za (x) = x vrijedi ||z%¢||;, < QkalﬂgonHM.

Dokaz. Jedina netrivijalna tvrdnja jest neprekinutost mnozenja funkcijom polinomijalnog
rasta, drugim rije¢ima, nejednakost u (b). Neka su ¢ € O i € S. Za multiindekse « i
[, koriste¢i Leibnitzovu formulu, imamo sljedece:

©) Lol s = [0 Wllo < 3 (7)!\96 @) )l

<8

Ako vrijedi |a + (] < k onda je i |y| < k, pa mozemo odabrati konstantu Ax > 0 i
Ni. € Ny tako da vrijedi ocjena

(Vv <B) |07 < Ap (14 |22)™

Raspisemo li desnu stranu ove nejednakosti po binomnoj formuli, te uvrstimo u (6) i
iskoristimo nejednakost mnogokuta za polunorme, dobijamo

foellas <43 (7) 5 (" Yeiar0 e

v<B J=0

Iskoristimo i pak multinomnu formulu za |2/ = (22 + ... 4+ 22)7 imamo

oellas <43 (7) > (") X L0l

v<B K Jj=0 J |k|=j
Kako vrijedi |y| < ki |k| < Ng, to je

2 —
122705 0) o = Nl azan. s < 1€ lisan, -

pa slijedi trazena neprekinutost, uz konstantu Cj = 2k(n + 1)k Ay,
Q.E.D.

Primjer 1. ,
(a) Promotrimo funkciju ¢, (z) := e~9*” 4 € C. Lagano se dobije da za polinom P, s stupnja
la + 3] vrijedi HS@G”Pa,g = || Pa,s¢all - Odatle slijedi

Rea=0= ¢, €O, v, &S,
Rea>0= ¢, € O, v, €S,
Rea < 0= ¢, €0, v, &S .

(b) Funkcija p¢(x) = e?™2¢ ¢ € R™ ocito nije iz S, ali je iz O, jer je uniformno, pa stoga i

polinomijalno, ograni¢ena. .
Definicija. Nosac¢ neprekinute funkcije ¢ definiramo preko komplementa: x ¢ supp ¢
ako je ¢ = 0 na nekoj okolini tocke x.

Nosac je stoga uvijek zatvoren skup, pa je kompaktan ako je ograniéen Deﬁnirajmo

Posebno, ukoliko je Q = R™ pisemo D = C°(R"). Ocigledno je D C S, medutim manje
je ocito da je D # ().
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Fourierova transformacija i distribucije

Primjer 2. Zadana je funkcija () := f(|z|?> — 1), gdje je
1/t
= { ot <0
, inace
Ocigledno je ¢ € D (naime, supp ¢ = CIK(0,1)).
Dijeljenjem funkcije ¢ pozitivnom konstantom fR" () dx dobivamo nenegativnu funkciju
¢o € D kojoj je nosac takoder CIK(0,1), a [z o(x) dz = 1. Svaka funkcija s gornjim svojstvima

se zove jedini¢nom test funkcijom. .

Nizovna konvergencija na D je relativno jednostavna. Reéi ¢emo da niz funkcija
(pr) iz D konvergira k funkciji ¢ € D ukoliko
(i) Nosaci funkcija ¢y sadrzani su u istom ograni¢enom skupu neovisno o j.
(i) Derivacije svakog danog reda a funkcija ¢y, konvergiraju uniformno k odgovarajuéoj
derivaciji funkcije .
Valja primijetiti da u gornjoj definiciji ne zahtijevamo da derivacije svakog reda
istodobno konvergiraju uniformno, ve¢ da svaka derivacija zasebno uniformno konvergira.
Osnovna motivacija za uvodenje Schwartzovog prostora S je Cinjenica da su za takve
funkcije operacije parcijalne integracije i deriviranja pod znakom integrala ocigledno dop-
ustene.

Podsjetimo se da je za p € [1, o0] Lebesgueov prostor LP(R™) definiran kao Banachov
prostor svih (klasa skoro svuda jednakih) izmjerivih funkcija na R™, s normom

= ([ weraz)” e inoo

|uf|f oo :=nf{M € R : |u(z)| < M(ssx)} .
Uoc¢imo da su za ogranic¢enu neprekinutu funkciju ¢ norme u L*° i prostoru C jednake:
el = ll@llgee-
Ako su u i v izmjerive funkcije takve da je uo € L'(R"), onda pisemo (u,v) :=
Jrn u(x)v(z) dz. Ovaj produkt je polulinearan (seskvilinearan, tj. linearan po w i antili-
nearan po v). Posebno, za u,v € L2(R”) gornji produkt je skalaran produkt u Hilber-
tovom prostoru L?(R™).

Teorem 2. Vrijedi:
(a) S C ﬂl<p<oo LP(R")

(b) (Vo S (Vp e [1,00]) [elly < )9l

() (¥ € 8)(¥pe[Loo]) (Vu € LP(RM) up € LARME|(u,0)] < )" [ull o el

(d) Za svaku izmjerivu funkciju u, takvu da je za svaku ¢ € S produkt up € Ll(R”),
vrijedi sljedece: ako je (u,S) =0, onda je nuzno i u = 0 (ss).

(e) Ako je ¢ — U(yp) antilinearan funkcional na S takav da vrijedi |U(p)| < Cll¢||y2,
onda postoji jedinstven u € L2(R") takav da je U(p) = (u, ) za svaki ¢ € S. Tada
vrijedi I ocjena ||ull;2 < C'.

Dokaz. Neka je 1 < p < oo, te neka je ¢ € S§. Tada vrijedi (propozicija 3, ocjena za
mnozenje mMonomom):

P < - 1+ a2 T 1+22)7"
()P < (;gign A I +xj)\) 110+
< (2" flello, [T (143

I
—_
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Globalna rjesenja valnih jednadzbi

Odavdje, integracijom i koristenjem leme 1, dobijamo ocjenu (b). U slu¢aju p = oo tvrdnja
je ocita. Tvrdnja (a) je jednostavna posljedica (b), dok (c) slijedi iz (b) i Holderove
nejednakosti (propozicija I1.1).

Da bismo pokazali (d) dovoljno je dokazati da za svaki omeden izmjeriv skup £ C R"
vrijedi (u, xg) = 0.

Neka je E i otvoren skup. Definirajmo niz podskupova (K;) od E na sljedeci nacin:

1
K; = {a:ER”:d(:E,EC) > —,} :
J

Skupovi K su ocito kompaktni za svaki j € N, pa po teoremu o particiji jedinice postoje

@; € CX(F) takve da je Yilg, = 1. Niz (¢;) po tockama konvergira k xp, stoga po
J

teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da (u, ;) — (u, xg). Kako je (u, ;) =0,
za svaki 7, to je tvrdnja dokazana u ovom posebnom slucaju.

Za opcenit ogranicen i izmjeriv skup £ € R" postoji niz otvorenih skupova (Uj)
takvih da je F, do na skup mjere nula, limes tog niza. Tocnije, oznacimo li s x; karak-
teristicnu funkciju skupa Uj, onda x; — xp skoro svuda. Za svaki j, po prethodnom,
vrijedi (u, x;) = 0 pa nanovo, iz teorema o dominiranoj konvergenciji, slijedi tvrdnja.

Za (e) uocimo da iz (d) slijedi kako je S gust potprostor od L%(R") (zapravo vrijedi
i vise: § gust u LP(R"™), za svaki p) , odakle slijedi jedinstvenost i ocjena norme za u.
Egzistencija slijedi iz Rieszovog teorema reprezentacije.

Q.E.D.

Definicija. Neka je 2 C R”" otvoren skup. Distribucija ili poopcéena funkcija u na 2
je antilinearan funkcional na C2°(€2) koji je neprekinut (ogranicen) u sljede¢em smislu (s
Kq ozna¢ujemo mnozinu svih kompaktnih podskupova skupa 2):

(VK € Ko)(3C € RT)(IN e N)(Vp € CZ(Q)) suppy € K = [{u, ¢)| < Clol -

Prostor distribucija na 2 je topoloski dual prostora D(2) = C2°(2) i oznac¢ujemo ga
s D'(Q) (posebno je D' := D'(R")). Gornja neprekinutost linearnih funkcionala na D(Q)
je neprekinutost u topologiji koja nije metrizabilna (radi se o tzv. topologiji induktivnog
limesa na D(2)).

Primjer 3. Neka je f lokalno integrabilna funkcija, drugim rije¢ima, integrabilna na svakom
ogranicenom skupu. Tada je T, definirana s

@)= [ S@s@)de.

distribucija. Zaista, buduéi da je podruéje integracije zapravo ogranic¢en skup (¢ ima kompaktan
nosac!), to gornji integral postoji. Nadalje, neka je K kompaktan skup, te ¢ € D takva da je

supp ¢ C K. Tada je
(T} < ( / If(fv)ldw> lelo

Za distribuciju Ty kazemo da je generirana funkcijom f. Ocito je da dvije lokalno integrabilne

funkcije, koje se podudaraju skoro svuda, generiraju istu distribuciju. .
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Fourierova transformacija i distribucije

Distribucije mozemo mnoziti glatkim funkcijama. Naime za u € D'(Q2) i ¢ € C*(Q)
mozemo definirati njihov produkt ¢u za svaku test funkciju ¢ € D(€2) formulom (Yu, ¢) =
(u, ). Lako se vidi da je i vu distribucija.

Definicija. Temperirana distribucija je antilinearan funkcional na § koji je neprekinut,
tj. vrijedi

(BCEeRT)EN eN)(Vp € S) [(u, )| < Cllolly -
Prostor svih temperiranih distribucija, kao dual prostora S, oznacavamo sa S’.

Primjer 4. Neka je g € S. Definirajmo funkcional (g, -) na S formulom

g.0)i= | g@)pa)do.
On je ocCito antilinearan, ali i ogranicen:

(g @) < N9l llello -

Stovise, ako su g1, g2 € S takve da je g1 # go, onda su i pripadajuéi funkcionali takoder razliciti.
Ocito dakle mozemo identificirati g € S's (g,-) € §’. Buduéi da je || - ||;1 neprekinuta polunorma

na S, gornjom je identifikacijom S prirodno ulozen u §’. .

Primjer 5. Distribucije 27 i 2%
Neka je Rez > —11i ¢ € S(R). Tada definiramo temperiranu distribuciju z% formulom:

(7) (%, ) = /000 *@(x) dw .

Ovako definirana, 2% dolazi od funkcije koja je jednaka 2%, za x > 0, odnosno 0, za z < 0.
Zaista je rijeC o temperiranoj distribuciji. Naime vrijedi

oo
(2%, #)] S/O 2% [ (@) de < "l

pa tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je || - |1 neprekinuta polunorma na S.
Distribucija z* definira se potpuno analogno:

0
(8) (z%, ) ::/ lz|*@(x) da .

—0o0
Bududéi da vrijedi
(#2,¢) = (23, 9) ,
odmah se vidi da je i % temperirana distribucija.
S pomocu % i z% definiraju se i neki drugi vazni primjeri temperiranih distribucija:
|| == 2% 427,
|z|*signa == a7 — a7,
(z +1i0)* == 2% + e a7 |
(x —i0)* == 2% + e *Ta? |
Ako je P polinom u n varijabli, tada se potpuno analogno definiraju distribucije P}, P*, (P+i0)?
i (P —i0)?. Primjerice
(Po)i= [ P (@)p(a) dr
{zeR™:P(z)>0}
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Temperirane distribucije mogu se mnoziti funkcijama 1 iz O:

(thu, @) = (u, 1) .

Gornja formula definira temperiranu distribuciju ¢u, i definicija je u skladu s mnozenjem
funkcija.

Konvergencija na D’ je slaba konvergencija, definirana na sljedeé¢i nac¢in: Kazemo da
niz (mreza) distribucija (uy) konvergira k distribuciji u € D’ ako

Ve €D) (uk,p) — (u, ) -
Na prostor D’/ moze se prosiriti i operacija deriviranja, formulom:
(D%, @) = (u, D%) .

Ovako definirana derivacija distribucije je o¢ito ponovo distribucija. Ako je u € S’, onda
je dovoljno definirati D*u gornjom formulom za ¢ € D. Zbog neprekinutosti derivacije
(v. propoziciju 1.), antilinearan funkcional ¢ — (u, D%p) je i u prostoru S’. Korektnost
definicije derivacije temperirane distribucije tada vrijedi zbog sljedece:

Propozicija 4. Ako suw iv temperirane distribucije, te (V¢ € C2°(R"))(u, ¢) = (v, ¢),
onda vrijedi i (V¢ € S)(u, @) = (v, ¥).

Dokaz. Neka je ¢ € S. Odaberimo funkciju ¢ € C*(R"), takvu da je ¢ = 1 na K(0, 1).
Za ¢ € (0,1) definirajmo ¢, := 1. € C°(R™), pri ¢emu je ¥ (x) := ¢(ex). Ocijenimo
razliku ¢ — @g:

0 20— o) = (1= v+ Y (oot

770

Za vy # 0, 9. = O(e), stoga je drugi clan s desne strane u (9) ocijenjen s €[¢[|q4 /-
S druge pak strane, prvi clan ocito zadovoljava |1 — .| < £2|z|?, buduéi da na nosacu
funkcije 1. vrijedi 0 < 1 — . <11 |ex| > 1. Dakle, vrijedi ocjena

lo = el < ned@lliye + Crelol -

Kako je za u,v € S zadovoljeno (u — v, pz) = 0, zbog gornje nejednakosti vrijedi

[(u— v, )| = [{u—v,0 =) < Codlell yia

pri ¢emu je indeks NV odreden s pomocu ocjene [(u—wv, )| < C||¢|| 5. Konacno, prijelazom
na limes ¢ — 0 slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

Prostor D’ (odnosno 8’) je zatvoren na deriviranje, te k tome uvijek vrijedi Schwar-
zovo pravilo D;D; = D;D;.
Ako su U C Q otvoreni skupovi, za u € D'(£2) mozemo definirati restrikciju ujy, =

u’CDO(U)' Kazemo da se distribucije u i v podudaraju na otvorenom skupu U ako vrijedi
w =0 .
v~ v

10
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Propozicija 5. Neka je Q2 C R" otvoren skup. Ukoliko su u i v dvije distribucije na )
koje se za proizvoljnu tocku x iz ) podudaraju na nekoj okolini te tocke, onda su te dvije
distribucije jednake.

Dokaz.  Za svaki ¢ € CX(Q2), K = suppy je po pretpostavci pokriven otvorenim
skupovima €, na kojima je v = v. Uzmimo particiju jedinice (¢;), podredenu kona¢nom
otvorenom podpokrivacu (£2;). Bududéi da ¢;¢ ima nosa¢ sadrzan u €2; vrijedi

(u,0) = (u,0 )~ 0j) = Y (u,05)
j

J

= (v,050) = (v,¢ Z 0i) = (v,¢) .

J Q.E.D.

Predhodna propozicija nam omogucuje da definiramo nosac¢ distribucije. Kazemo da
je distribucija u € D'(2) nula na otvorenom skupu U C Q ako vrijedi

Vo eD'(Q) suppp CU = (u,p) =0.

Komplement unije svih otvorenih skupova (dakle, zatvoren skup) na kojima je u nula je
nosac distribucije u (u oznaci supp u). Drugim rije¢ima, za x € Q vrijedi x & supp u ako
postoji okolina tocke x na kojoj je u nula.

Sliéno definiramo i singularan nosac¢ (franc. support singulier): x ¢ supp sing u ako
postoji okolina tocke x na kojoj je u glatka funkcija (tj. € U, a Uy € C*(U)); tocnije

By e C(U)) (Ve € CEU))(u, @) = (¥, ) -

I singularan nosac distribucije je zatvoren skup.
Za produkt ¢ € C®(Q) i u € D'(Q2) vrijede inkluzije:

supp Yu C supp ¢ N supp u i supp sing Yu C supp sing v .

Radi jednostavnosti zapisa oznac¢imo s 7g mnozinu svih otvorenih podskupova skupa
Q, a's Fq svih zatvorenih. Za tocku x € s U, oznacujemo familiju (filtar) svih okolina
tocke z.

Teorem 3. Vrijede sljedece karakterizacije:
(a) x¢&suppu <= (U € U,)(Vp € C(U))pu =0
(b) x ¢suppsingu <= (U € Uy)(Vp € C(U))pu € C®(U)

(c) (VF e Fq)suppu C F < ((Vgo e CX(Q))suppp NF =0 = (u,p) = 0) C

Prostor D/(2) sadrzi distribucije koje nisu definirane na ¢itavom R™. Cak i u slucaju
prostora D'(R") nema kontrole nad rastom takvih distribucija u beskonacnosti. Medutim,
lokalno su takve distribucije temperirane; svaka distribucija definirana na ograni¢enom
skupu {2 moze se prosiriti do temperirane distribucije na R":

Neka je u € D'(Q), te K := suppu € Kgq; izaberimo funkciju ¢p € C°(Q) takvu
da je ¥ = 1 oko K (isp. razdiobu jedinice). Buduéi da je (u, (1 —)p) = 0, to je i
(u, ) = (u, ) za ¢ € CX(N), pa antilinearan funkcional v mozemo prosiriti na S (pa
cak i na C®(Q)) definiravsi (u,¢) = (u,vp) za svaki p € S. Stovise, tako prosiren
funkcional zadovoljava nejednakost:

[{u, )| < CMlvelly < Cllelly

11
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pa je u € §8’. (Ovo se prosirenje sastoji u tome da je u nula van Cl(Q.)

Prostor C*°(Q2), uz odgovarajucu topologiju (uniformne konvergencije na kompak-
tima), oznacavamo s £(£2); posebno, £ := C*(R"). £(Q) je Fréchetov prostor. Njegov
dual, £(Q) (odnosno posebno &£ := &'(R™)), sastoji se od distribucija s kompaktnim
nosacemn.

Primjer 6. (Diracova ¢ ,,funkcija*) Osobito popularan primjer distribucije i tipi¢an primjer
distribucije s kompaktnim nosac¢em je Diracova mjera (masa), definirana na sljedeéi naéin:

(6, ) :=(0) .

Odavdje je oc¢ito da je nosa¢ Diracove mjere jedna jedina tocka, ishodiste. Fizikalno, § ima
interpretaciju koncentriranog djelovanja u jednoj tocki (koncentrirana vanjska sila, gusto¢a mase
materijalne tocke, gustota naboja elektrona u elektrostatici, ¢etverofermionska interakcija kao
model f-raspada u nuklearnoj fizici i fizici cestica. .. ).

Analogno mozemo definirati Diracovu masu koncentriranu u bilo kojoj tocki:

(0a; ) := p(a) -

Diracovu mjeru mozemo dobiti kao derivaciju Heavisideove funkcije H := X(g,00) u smislu dis-
tribucija (preciznije, u §’):

(', 0) = —(H. o) = — /0 " (@) dz = p(0) = (5,6

Za prostore test funkcija vrijede inkluzije
DcCScCg,
dok za prostore pripadnih distribucija imamo:

gcs cp.

3. Fourierova transformacija na S i §’. Konvolucija

Za proizvoljnu funkciju v € § mozemo definirati Fourierovu transformaciju Fu :=
formulom:

(10) (&) == /n e~ 28y () d .

Transformacija @ je ogranic¢ena i neprekinuta funkcija, jer je ocigledno |a(&)[ < [|ul|y1gny,
¢ € R (zbog |e~2™@¢| = 1); dok neprekinutost slijedi primjenom teorema o dominiranoj
konvergenciji.

Primjer 7. Za ¢(x) := e~le*/2 je (&) = (271)”/26_|2”5|2/2. .

Namjera nam je prosiriti Fourierovu transformaciju F na Siru klasu funkcija, koja
bi sadrzavala L2, pa i mjere poput Diracove mjere 6. Dokazimo sljededi

12
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Teorem 4. Ako je ¢ € S, onda jei ¢ € S, te je F neprekinuta. Drugim rijecima, za
svaki k € N vrijedi || ], < 4™(2m)"*(k + )|l g p-

Stovise, za ¢ vrijede sljedece tvrdnje:
(a) (Yo eNp) (D) (€) = £7p(&) & D@(&) = (—1)ll(x2p)"(€)
(b) (Vue LR (i p) = (i, 9)
(c) formula inverzije: ¢ =@ (tj. p(z) = [ga 77T 4H(E) dé
(d) Parsevalova formula (Vi) € S) (¢, ) = (p,1) .
Dokaz. Buduéi da je za ¢ € S i e ?™¢p € S, to mozemo derivirati pod znakom
integrala, stoga je (a) trivijalno zadovoljeno. Posebno, ¢ ima derivacije svakog reda i sve
su neprekinute.

U slucaju kad je k = 0, neprekinutost Fourierove transformacije i pripadajuéa ocjena
su ocite. Za |a+ (| = k # 0, slicnim trikom kao u dokazu teorema 2(b), te s pomoc¢u leme
1 i propozicije 3 dobijemo neprekinutost i pripadaju¢u ocjenu u proizvoljnoj polunormi
-l

kAko je u € LYR"), onda je i u® @ € L'(R™ x R") pa iz Fubinijevog teorema
slijedi tvrdnja (b). Dokaz tvrdnje (c) je nesto slozeniji. Naime, funkcija f(y,§) :=
e 2mi(@=1)€ () nije u L1 (R™ x R™), stoga nije moguée izravno primijeniti Fubinijev teo-
rem. Da bismo postigli apsolutnu konvergenciju uvodimo faktor (§) = e—lel*/ 2 te
zamjenu varijabli y := = + ez i £ :== (/e. Ractunajmo

wwawwﬁ%:/ Y (e€)p(y)e” ™ dyd
Rn n RTL
N / Y(Q)p(x +e2)e®™ T dzd¢
n RTL
= V(2)p(x +ez)dz .
Rn

Sada tvrdnja slijedi uzimanjem limesa po ¢ — 0 i primjenom teorema o dominiranoj
konvergenciji.
Na koncu, tvrdnja (d) slijedi iz (b) i (c):

(89 = (5,9) = (@, 9) = (,9) .
Q.E.D.
Prethodni nam teorem daje pregrst informacija o Fourierovoj transformaciji. Osobito
je zanimljiva formula inverzije, jer iz nje slijedi da je Fourierova transformacija neprekinuta
bijekcija sa S na samog sebe, a daje nam i eksplicitnu formulu za operator F 1 : u +— i

(11) (&) == /n 2™y (z) da .

Teorem 5. (Plancherel) Fourierova se transformacija na jedinstven nacin prosiruje sa
S do unitarnog operatora s L?(R™) na samog sebe i vrijedi Parsevalova formula (4 | ©) =
(u|v). (Slicna formula (G, 0) = (u,v) slijedi neposredno iz formule inverzije.)
Dokaz. Prema prethodnom teoremu, tvrdnja (d), za u € S, vrijedi ||d]|{2 = |Jul|{2. Kako
je F surjektivna izometrija na S, tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je Schwartzov prostor gust
u L2(R").

Q.E.D.
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Teorem 6. (Riemann—Lebesgueova lema) Fourierova se transformacija na jedin-
stven nacin progiruje do ograni¢enog linearnog operatora s L*(R™) u C3°(R"), prostora
svih C*° funkcija koje trnu u beskonacnosti.

Dokaz. Prema teoremu 4, ako je u € S, onda jei u € S, pa stoga i trne u beskonacnosti.
Nadalje, iz (10) slijedi ocjena
oo < Jull

pa tvrdnja teorema vrijedi zbog gustoce.

Q.E.D.

Iz Holderove nejednakosti (propozicija I1.1) slijedi da, ukoliko je % + % = 1, svaku
(klasu) g € L4(R™) mozemo identificirati s neprekinutim antilinearnim funkcionalom na
LP(R™). Medutim, vrijedi i obrat ([Rudin], str. 127): Svaki se neprekinuti antilinearan
funkcional na ILP(R"), 1 < p < oo, reprezentira jedinstvenim g € L4(R™) i norme je
jednake [|g]|pq-

Za indeks q, za koji vrijedi ]lo + é = 1, kazemo da je konjugiran indeksu p, te ga u
daljnjem oznacavamo s p’.

Teorem 7. (Hausdorff-Youngova nejednakost) Ako je1 < p < 2, onda se Fouriero-

va transformacija prosiruje do ogranicenog linearnog operatora s LP(R") u LY (R™), norme

manje ili jednake 1. .

Ovaj teorem dokazujemo u sljede¢em poglavlju (primjer I1.3), koriste¢i kompleksnu
metodu interpolacije.

Formula inverzije nam omogucuje prosirenje Fourierove transformacije na veéi pros-
tor. Po teoremu 3, svaki LP prostor mozemo identificirati s potprostorom prostora antili-
nearnih funkcionala na S. Po teoremu 4 vrijedi (a4, ¢) = (u, ¢); s druge strane, zamjenom
varijabli y := —z neposredno dobivamo (u, ¢) = (u, @). Posljednje dvije jednakosti imaju
smisla i za opcenite antilinearne funkcionale ¢ — U(p) = (u, ¢) na S i u slucaju kada u
nije funkcija, pa se gornje formule mogu uzeti kao definicije za @ i u.

Buduéi da je svaka Lebesgueova funkcija (iz prostora LP) ujedno i temperirana dis-
tribucija, to gornja definicija Fourierove transformacije posebno daje i prosirenje Fou-
rierove transformacije na svaki Lebesgueov prostor LP.

Iz teorema 4 po dualnosti slijedi sljedeci

Teorem 8. Ako jeu € S', onda su formulama (koje vrijede za svaki p € S):

{ )
< > ?

definirane temperirane distribucije u i . StoviSe, vrijedi formula inverzije i = 1.

,0) = (u,
,p) = (@,

S
©

Drugim rije¢ima, Fourierova transformacija je linearna bijekcija sa S’ u samog sebe.
Za integrabilnu funkciju v i ¥ € S vrijede i formule:

(@, @) = (u, @),
(Tyu, @) = (u, T—yp)

gdje je Tyu(x) := u(x +y) translacija argumenta. Uz ove oznake, jednostavno se dokazuje
sljedeéi teorem (pa dokaz ovdje ispustamo):
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Teorem 9. Neka jeu e S’ ¢y € O, a € NI, ay,n € R". Tada vrijede sljedeée formule:

Do) = 3 (D0 ).

(D) = £, (z%u)" = (—D¢)"a ,

(ryu)A = > W8, i=1i=1, (2™ My)N = 1_

i funkcije s neogranicenom nosacem, postavili smo kontrolu na ponasanje temperiranih
distribucija u beskonacnosti, sto je nuzno za definiciju Fourierove transformacije.

Propozicija 6. (Heisenbergova nejednakost) Neka je u € S(R). Tada vrijedi

5 1
(12) lefllzlfle = I F1E

Dokaz. Polazimo od identiteta

(wf(@) = of (2) + f(a) .
Stoga vrijedi
1F12 = /R F(2)f () de

_ / F(@) (wf (@) - of'(z)) de
R

_ /R o @) ds — [ 2f(@)f (e) ds

R
= —2Re/ vf(2)f (z)dr .
R
Odavdje, koriste¢i Cauchy-Schwarzovu nejednakost, dobivamo
2
I£lEe < 2llzflleallflle -

Na koncu, iz Plancherelovog teorema i (f')"(€) = 27rif(§), slijedi tvrdnja.
Q.E.D.

Analogno se dobija za proizvoljne a,b € R:

5 1
(13) I —a)flle (€ =0l = I fIz2

Primijetimo sljedec¢e: Ukoliko je f takva da je || f||; 2 = 1 i malena je izvan neke e-okoline
tocke a, onda je ||z f|l;2 malo, Sto znaci da lijevi faktor u (13) mora biti velik da bi
nejednakost i dalje vrijedila. Drugim rije¢ima, ako je masa funkcije f koncentrirana u
okolini neke tocke, onda masa njene Fourierove transformacije ne moze biti koncentrirana
u okolini neke tocke. Ukoliko uzmemo

=/ x|f<x>|2dx,b:=/ ENF(E) P de
R R
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onda (13) daje matematicku formulaciju Heisenbergovog principa neodredenosti za impuls
i koordinatu u kvantnoj mehanici.

Za f,g € S definiramo konvoluciju f % g formulom

(f*g)(z) = flx—y)g(y)dy .
RTL

Uoc¢imo da vrijedi sljedece
(¢) supp (f * g) C supp f + supp g
(i1) Za svaki o € Nf vrijedi D*(f * g) = (D*f) * g.
Teorem 10. Vrijede sljedece tvrdnje:
(a) Zasvaku funkciju f € S, preslikavanje g — f+*g je neprekinuto preslikavanje prostora
S na samog sebe.
(b) Veijedi (f * 9)" = fa.
(c) Konvolucija funkcija je komutativna i asocijativna.
Dokaz. Tvrdnja (b) se dobija izravnim racunom, dok su preostale dvije njene jednos-
tavne posljedice. Na primjer, iz f * g = ( f §)" slijedi da je konvolucija neprekinuta, kao
kompozicija mnozenja s f i inverzne transformacije.
Q.E.D.

Iz gornjeg je teorema vidljivo da su konvolucija i Fourierova transformacija usko
povezane; transformacija konvolucije dviju funkcija jednaka je produktu njihovih trans-
formacija. Kao i ranije, zeljeli bismo prosiriti konvoluciju na ¢im veéu klasu objekata.

Definicija. Za T € 8§’ i f € S definiramo njihovu konvoluciju, u oznaci T * f, kao
temperiranu distribuciju

(14) (T f,0) = (T, [x¢),
za svaki p € S.

Primijetimo da je gornja definicija dobra. Naime, zbog neprekinutosti preslikavanja
@ — [ * @, ovako definirana konvolucija temperirane distribucije i funkcije iz S ponovno
temperirana distribucija. Drugim rijec¢ima, za svaki f € &, preslikavanje f +— T x f je
funkcija sa S’ u sebe samog. Medutim, vrijedi i vise:

Teorem 11. Neka jeT € S', te f,g € S. Tada vrijedi
(a) TxfeO, (T f)y)=(T,7—yf) i vrijedi

(15) DT % f) = (D°T) % f = T % (D°f) .
(b) (T*f)xg=T=x(f*g).
(c) (T*f)"=Tf. .

Posve analogno se definira konvolucija i na vecem prostoru D:7ZaTeDifeD
definira se konvolucija formulom (7% f)(y) = (T, 7—y f) (ili, ekvivalentno, formulom (14)).
Konvolucija T x f je C* funkcija, odnosno C2° funkcija ukoliko je T € &’.

Preslikavanje * : D' x D —C> moze se prosiriti do preslikavanja s D' x & u D'.
Naime, ako su S € D' i T € £, onda definiramo za svaku test funkciju ¢ € D

(S*T,p):= (S,T*gp).
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Asocijativnost R* (S*T) = (R S)*T), pri cemu su R, S,T € S’ je i dalje zadovoljena,
ako najvise jedna od njih nema kompaktan nosac.

U sljede¢em poglavlju ¢emo pokazati kako se konvolucija moze prosiriti na Lebes-
gueove prostore (primjeri 4 1 5), te dati neke vaznije LP ocjene za konvoluciju.

4. Soboljevljevi prostori

Vazno je svojstvo Fourierove transformacije da za temperiranu distribuciju u, v €
L2(R™) je ekvivalentno s & € L?(R"). Buduéi da operacija deriviranja Fourierovom
transformacijom prelazi u mnozenje @ polinomom, to se glatko¢a distribucije u moze
mjeriti rastom « u beskonacnosti.

Najprije oznacimo A(§) := /1 + [£|%. Zasvaki s € R definiramo Soboljevljev prostor
H* (koji se jos oznacuje i s W*2(R™)) kao skup svih temperiranih distribucija za koje je
M4 € L2(R™); tj. da vrijedi:

Julfe = |+ IERTaOF de < oo

Buduéi da je H¥ C H! za s > t, to posebno definiramo H™® := U,cg H® i H® := N g H®.
Ocigledno vrijede inkluzije:
SCH*cH >®cS.

Primijetimo da smo prostore Soboljeva definirali na ¢itavom R", Sto je zahtijevalo
koristenje Fourierove transformacije. Moguce je definirati te prostore i na otvorenom
skupu €2, ali ovdje se ne¢emo u to upustati.

Teorem 12. Za proizvoljan s € R, u € H*t! ako i samo ako je u, Diu, ..., Dyu € H?.
Vrijedi i izraz za normu:

n
ullFssr = lullfs + > I1Djulle -
j=1

Stovise, za svaki k € Ng vrijedi
(a) uweHF < ((Va e NI)|a| < k = D% € L2(R”)>
(b) Akojes>mn/2+kiu e H?® ondasu za svaki |a| < k funkcije D*u ogranicene

i neprekinute. .

Iz teorema 12 vidimo da se H* moze ekvivalentno definirati kao skup svih temperi-

ranih distribucija kojima su derivacije do reda k u L2.
Navedimo nekoliko jednostavnih, a vaznih svojstava prostora HF.

(i) H* je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (u | v )y := (\fu, \¥v). Fourierova

je transformacija unitaran izomorfizam prostora H* i L?(R™, 1), pri ¢emu je mjera
p dana s du(€) == (1+ \flz)k d€.

(i) Za svaki s € R, S je gust u H?.

(711) Za svaki s € R i svaki o € N, takav da je |a| < s vrijedi da je D® ogranicen
operator s H u H5~lel,

(7v) Norma || - ||gs je translacijski invarijantna. Zaista, ako je g(x) = f(z — x0), onda je
§(&) = ™0 f(€), odakle slijedi [|gllgs = [/l
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Analogno prostoru H*, Soboljevljeve prostore mozemo definirati i nad drugim L
prostorima. Naime, prostor W*? definiramo kao skup svih temperiranih distribucija,
kojima su derivacije do reda s u LP(R™). Mi ¢emo koristiti samo s € N. Zbog energetskih
ocjena za rjeSenja valnih jednadzbi, koje ¢emo izvoditi u ¢etvrtom poglavlju, od posebne
je vaznosti prostor H, odnosno WP, Na WP definiramo normu

n
lullwrs == lullps + D 105ullp -
j=1

Uz ovo normu je WP Banachov prostor, za svaki 1 < p < co. U sluéaju p = 2, ve¢ smo
komentirali da je H' Hilbertov prostor.

Prema teoremu 12(b), ako je s > n/2 + k, onda je H® ulozen u C¥(R™). Takoder je
od znacaja znati kad je WP ulozen u neki Lebesgueov prostor.
Definicija. Za prostor LP(R") definiramo Soboljevljev konjugat indeksa p, u oznaci p*,
formulom 1/p* :=1/p — 1/n.

Teorem 13. (Soboljev—Gagliardo—Nirenberg) Neka je 1 < p < n. Tada je whp
ulozen u Lp*(R”) i vrijedi sljedec¢a Soboljevljeva nejednakost:

(16) (Vue W) ullp+ < C[Vullg, ,

pri ¢cemu konstanta C' ovisi samo o p i dimenziji prostora n.

18
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Globalna rjesenja valnih jednadzbi

1. Kompleksna metoda interpolacije

Kompleksna metoda interpolacije zasniva se na Hadamardovom teoremu o tri pravca.
On spada u siru klasu teorema koji se ¢esto nazivaju Phragmén-Lindelofovi teoremi i u
sustini daju razna poopcéenja principa maksimuma na nekim neograni¢enim domenama.
Ukoliko je X vektorski prostor s normama ||-[|(9) i ||- || ") koje zadovoljavaju odredeni uvjet
konzistencije, onda mozemo na prirodan nacin definirati familiju Banachovih prostora
(X3;0 <t <1) koja interpolira prostore Xy i X7, upotpunjenja prostora X u normama
- 11© 4 |- | redom. To vodi na sljedeéu ideju za interpolaciju: Ako familija (X;)o<t<1
interpolira prostore Xo i X1, a (Y7)o<t<1 prostore Yy i Y7, onda se bilo koje preslikavanje T,
koje jeiu L(Xp, Yp) iu L(X1, Y1), na jedinstven nacin prosiruje do ograni¢enog linearnog
preslikavanja iz X; u Yy, za svaki t. To je sadrzaj apstraktnog Calderén-Lionsovog teorema
interpolacije kojeg dokazujemo na kraju ovog odjeljka.

U daljnjem ¢e S oznacavati zatvorenu prugu {z € C : 0 < Rez < 1}, a X kompleksan
vektorski prostor.

Teorem 1. (Hadamardov o tri pravca) Neka je ¢ kompleksna funkcija, ograni¢ena
i neprekinuta na S, analiticka na unutrasnjosti od S, za koju postoje pozitivne konstante
My i My tako da vrijede ocjene:

lp(2)] < Moy, Rez=0 i

(1) lp(2)] < My, Rez=1.

Tada na citavoj pruzi vrijedi

(2) [p(2)] < My~ReZMe” .

Dokaz. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi My = M; = 1.
Zaista, ukoliko definiramo funkciju v formulom:

¥(z) = p(2) Mg My,
onda se lagano vidi da 1 zadovoljava sljede¢u ocjenu:
(3) W) <1, zeFrS.

Obrnuto, ako funkcija v, koja je ograni¢ena i neprekinuta na S, te analiticka na unutras-
njosti od S, zadovoljava ocjenu (3), onda funkcija ¢ definirana s

pl(2) = (2) My " M.

zadovoljava ocjenu (1). Dokazimo, stoga, teorem u sluc¢aju funkcije ¢ ogranicene jedinicom
na rubu pruge S.

Ako p(z) — 0 za |z| — o0, onda je |¢(z)| < 1 po principu maksimuma modula.
U suprotnom, za n € N definiramo niz funkcija ,, formulom:

2
on(z) = p(z)el D/,
Uz ovakve ¢, zbog Rez < 1 imamo
(4) [ea(2)] = lp(2)]eFe= 0/ < fp(z)le(m 2,
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pa zbog ogranicenosti funkcije ¢ na S vrijedi

(VneN) lim ¢y(z) — 0.

|2|—o0

No, sada je ¢y, za svaki n, funkcija iz prvog slucaja, pa zadovoljava ocjenu |, (2)| <
1,z € S. Medutim, ¢,(2) — ¢(2), za z € S pa prijelazom na limes dobivamo zeljeni
rezultat.

Q.E.D.

Napomena 1. Analogno, ili koriste¢i teorem 1, moze se dokazati i sljede¢a generali-
zacija Hadamardovog teorema:

Neka je ¢ kompleksna funkcija, ograni¢ena i neprekinuta na pruzi Sp := {z € C :

a < Re z < b}, analiticka na unutrasnjosti od Sj, za koju postoje pozitivne konstante M
i M tako da vrijede ocjene:

lp(2)] < My, Rez=a i
lp(2)] < My, Rez=b.

Tada na c¢itavom Sy vrijedi

b—Rez)/(b—a Rez—a)/(b—a
(5) o(2)] < My e

Napomena 2. Prethodni teorem mozemo poopéiti i na situaciju gdje ¢ poprima
vrijednosti u kompleksnom kona¢no dimenzionalnom normiranom prostoru. Ako je X
kompleksan Banachov prostor i U C C otvoren skup, onda za funkciju ¢ : U — X
kazemo da je analiticka (holomorfna) u tocki zy € U, ukoliko ¢ ima derivaciju po normi
(tzv. jaku derivaciju) u tocki zp. Funkcija ¢ je analiticka na U ukoliko je analiticka u
svakoj tocki od U. Pored gornje, jake analiticnosti, definira se i tzv. slaba analiticnost
funkcije ¢ : U — X: Kazemo da je ¢ slabo analiticka ukoliko je za svaki f € X’ funkcija
z+— x«( f,x(2))x analiticka. Naravno, jaka analiti¢nost povlaci slabu; medutim, vrijedi i
obrat, sto je jedna od znac¢ajnijih posljedica Banach—Steinhausovog teorema. Hadamardov
teorem vrijedi i za funkcije s vrijednostima u Banachovim prostorima. Dokaz je gotovo
isti: apsolutne vrijednosti valja zamijeniti normama; stoga u daljnjem tekstu koristimo

tu verziju Hadamardovog teorema bez posebne napomene. .

Napomena 3. Iz (4) se vidi da uvjet ogranicenosti na S funkcije ¢ mozemo oslabiti
i traziti npr. da ¢ ima najvise eksponencijalan rast kada Imz — oo. Svi rezultati koji

se oslanjaju na teorem 1 i dalje ¢e vrijediti uz ovu, oslabljenu, pretpostavku. .

[lustrirajmo najprije primjenu Hadamardovog teorema u dokazu Holderove nejed-
nakosti, formulirane u prvom poglavlju.
Propozicija 1. (Holderova nejednakost) Neka jel < p < oo, a f € LP(M,pu) i

g € Lp/(M, ) kompleksne funkcije na prostoru mjere (M, ). Tada je fg € LY(M, p) i
vrijedi nejednakost

gl < [1FllLallgll -
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Dokaz. Za p = oo tvrdnja je ocigledna. Buduéi da su jednostavne funkcije guste u
LP(M,pn) za 1 < p < oo, tvrdnju je u tom slucaju dovoljno pokazati za nenegativne
jednostavne funkcije f i g. Definirajmo

(6) P = [ g0 a,

F je ocigledno neprekinuta na pruzi S i analiticka u njenoj nutrini. Nadalje, vrijedi

|F(2)] S/ frRezgr(1=Re2) g,
M

pa je F' i ogranicena na S.
Ako je Rez = 0, onda iz prethodnog slijedi nejednakost

F(z s/ o dp = ||g|”, ,

|F(2)] .y lgll;,
dok za Re z = 1 vrijedi

F(2)] < /M 2 du =11,

Iz prethodnih nejednakosti i Hadamardovog teorema o tri pravea slijedi ocjena (z = z+iy):
/ 17
(7) (Vo e[0,1) [F() < glP S

Posebno, za z = 1/p dobivamo F(1/p) < || fllrs gl -
Q.E.D.
Sljededi je korolar prije posljedica dokaza negoli tvrdnje propozicije 1.

Korolar 1. Neka sup, q ir > 1 takvi da vrijedi 1/p+ 1/q = 1/r. Neka su, nadalje,
felP(M,pu)ige LY(M,pn) kompleksne funkcije na prostoru mjere (M, u). Tada je
fg € L"(M, p) i vrijedi nejednakost

(8) gl < Il llglle-

Dokaz. Ponovno je jedini netrivijalan slu¢aj kada su i p i ¢ realni brojevi (dakle, manji
od beskonac¢no). Uz funkciju F definiranu kao u (6) (s ¢ umjesto p) imamo

Vy e[0,1)) |F(@y)| <llglls & [FQ+iy)| < fIF, -

Odavdje i iz Hadamardovog teorema slijedi analogna ocjena kao u (7). Posebno, za
z = r/p dobivamo tvrdnju.

Q.E.D.

Korolar 2. (Interpolacijska nejednakost) Nekasul <p <q<oo,a f € LP(M,u)N
L4(M, u) kompleksna funkcija na prostoru mjere (M, ). Tada je za svakir, p < r < g,
f € L"(M,p), te vrijedi sljedeéa nejednakost:

(9) 1l < 15 I

pri ¢emu je a € [0,1] takav da vrijedi 1/r = a/p+ (1 — «)/q.

Dokaz. Neka je ¢ < oco. Uz p; :=p/aiq = ¢q¢/(1 — «) imamo 1/p; + 1/q1 = 1/r < 1.
Tvrdnja slijedi primjenom korolara 1 na funkcije u := [f|* i v := |f|(1=®). U slucaju
q = 0o, tvrdnju dobivamo izravnim racunom:.

Q.E.D.
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Definicija. Norme |- || i |- |V na prostoru X su konzistentne ako svaki niz (x,,)
koji tezi k nuli u jednoj normi, a Cauchyjev je u drugoj, konvergira k nuli u obje norme.
Ako su norme || - |9 i || - ||*) konzistentne, onda definiramo
(10) el = it @ + 1210 2 =y + 2y e Xoze X} .
Propozicija 2. Neka su || - ||(9) i || - ||(V) konzistentne norme na X. Tada vrijedi:
(a) || - ||+ je norma na X.
(b) Ako s Xg, X1 i X, oznacimo upotpunjenja od X u normama || - ||, || - || i - ||+

redom, onda se identiteta na X prosiruje do neprekinutog injektivnog preslikavanja
s Xo, odnosno X1, u X,.

Dokaz. Neka je z € X takav da vrijedi ||z|[+ = 0. Tada iz definicije funkcije || - ||+
zakljucujemo da vrijedi

int {Jly @ + 111 : o = y+ 2y € Xo.z € X1} =0.

Stoga postoje nizovi (y,) i (2,) u X takvi da y, — 0 unormi ||- |9, a z, — 0 u normi
|| - H(l). No, tada y, =  — 2z, — « u normi || - ™M), pa je, kao konvergentan niz, (yn)
Cauchyjev niz s obzirom na normu || - ||(). Zbog konzistencije normi slijedi da i niz (y,,)
konvergira k nuli u || - ||V, sto povlaci z = 0.

Nenegativnost, subaditivnost i pozitivna homogenost od || - ||+ su trivijalno zadovo-
ljene, pa je || - ||+ norma po definiciji, ¢cime je dokazana prva tvrdnja.

Buduéi da ||z]|y < [[y|© + ||z||) vrijedi za sve rastave oblika 2 = y + 2, gdje je
y € Xo, a z € X1, to posebno za y = x i z = 0 slijedi nejednakost

(Ve eX) ]+ < )@

Odavdje odmah zaklju¢ujemo da se identiteta prosiruje do neprekinutog preslikavanja
1 Xg — X4. Jos valja pokazati injektivnost.
Zbog linearnosti preslikavanja ¢ dovoljno je vidjeti da mu je jezgra trivijalna. Neka
je © € Xy takav da je i(x) = 0. Zbog neprekinutosti preslikavanja ¢ postoji niz (x,) u X
za koji vrijedi:
T, —x u X,

x, — 0 u Xy.

1z posljednjeg slijedi postojanje nizova (yy) i (z,) u X, takvih da vrijedi (Vn € N)zx, =
Yn + 2n 1
Yyp — T U X07

zn — 0 u Xi.
Sada, kao i ranije, zakljuéujemo da vrijedi z, = 2, —yn — 2 unormi ||-||%), pa ponovno
argument konzistencije daje z, — 0 u || - [|9), odnosno z = 0.

Dokaz za X1 je potpuno analogan.
Q.E.D.

Sve LP norme na nekom o-kona¢nom prostoru s mjerom su medusobno konzistentne.
Medutim, postoje i primjeri nekonzistentnih normi.
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Primjer 1. Neka je || - || L2 norma na C®(R™), te definirajmo ||f||V) := || f|©© + |£(0)].
Tada norme || - |9 i || - ||V nisu konzistentne.
Zaista, definirajmo niz glatkih funkcija (f,,) koje zadovoljavaju sljedeca dva uvjeta:
(a) supp fn, C [—1/n,1/n] i
(b) (VneN)(VzeR) folzr) < fu(0)=1.
Tada ocito vrijedi || f,||Y) < (2/n)'/2, sto trne k nuli za n — oo. Nadalje, zbog (b) je
| fm = Fall® = || f = f2ll® maleno za velike m i n, §to znaci da je (f,) Cauchyjev niz u normi
|- |V, Medutim, buduéi da je || fn||(V) > 1, za sve m, to (f,) ne konvergira k nuli i u normi

| - || sto povlaci da ove dvije norme nisu konzistentne. .

Primjer 2. Na X = C([0, 1]) definirajmo norme

1@ /|f ) da |

1710 = 37 Sl
neN
pri éemu je (r,,) niz svih racionalnih brojeva u [0,1]. Primijetimo da je || - |(*) zaista norma na

X, sto slijedi iz ¢injenice da je Q N[0, 1] gusto u [0, 1].

Neka je f € X, te neka je € > 0. Odaberimo N € N takav da vrijedi ZZO:N—H 27"M < e,
pri ¢emu je M > 0 maksimum funkcije f.

Definirajmo funkciju g € X takvu da vrijedi

n)=f(rm);n=1...,N,

/ |ge(x)| dx < €.

Tada funkcija h. := f — g. zadovoljava

1
> o lhe(rn)| < 2z

Zbog gornjeg slijedi || f||+ = inf {||g||(0) + ||| f =g+ h} < 3e, §to zbog proizvoljnosti broja
¢ 1 funkcije f povlaci da || - ||+ nije norma na X. Na koncu, iz tvrdnje (a) propozicije 2 slijedi

da norme || - | i || - ||V nisu konzistentne. .

Napomena 4. Obrat gornje propozicije takoder vrijedi. Naime, ukoliko je || - ||+
norma, a proirenja identitete su injektivna, onda su norme || - |9 i || - |*) konzistentne.

Za konzistentne norme || - |9 1 || - ||V) na prostoru X definiramo F(X) kao skup
svih neprekinutih funkcija f : S — X, analitickih na unutrasnjosti pruge S, koje
zadovoljavaju

a1 {Rez:0:>f(z)€X0,
Rez=1= f(2) € X1,

(12) sup{||f(2)]}+ : 2 € S} < o,

(13) £z = sup { £ IO, [ F(L+ig) |V sy € R} < o0
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Skup F(X) igra vaznu ulogu u konstrukciji familije Banachovih prostora koja in-
terpolira prostore Xg i Xj. Prostore X; ¢emo dobiti na neki nacin lijepljenjem onih
elemenata iz F(X) koji poprimaju istu vrijednost u t. Da bismo to mogli, moramo vidjeti
da li F(X) mozemo opskrbiti strukturom Banachovog prostora, te da li mozemo nadi
odgovarajuéi zatvoren potprostor po kojem ¢emo pocijepati F(X). Sljedeca propozicija
daje pozitivan odgovor na oba pitanja.

Propozicija 3.
(a) (F(X),| - |l) je Banachov prostor.
(b) Za svakit € [0,1] je
Kp:={f e F(X): f(t) =0}

zatvoren potprostor od F(X).

Dokaz. Da bismo dokazali da je || - || norma, ponovno je dovoljno vidjeti da || f||z =0
povlaci f = 0. Zbog nejednakosti || - ||+ < || - |®), k = 0,1; te definicije od | - ||, slijedi
nejednakost

sup{[[f (@)l [fF (L +at)ll+ - t € R} < || fl 7,

odnosno, zbog teorema o tri pravca

sup{[|f(2)[+ : 2 € S} < [| fll# -

Stoga, || f||F = 0 povlaci da vrijedi (Vz € S)f(z) = 0, drugim rije¢ima, f = 0.

Neka je (fn) Cauchyjev niz u F(X). Tada je za dovoljno velike indekse k i m,
| f&x — fmllF, odnosno, sup{||fx(z) — fm(2)||l+ : z € S} maleno, $to ima za posljedicu
da niz f, konvergira uniformno po z € S k neprekinutoj funkciji f : S — X;. Zbog
If )+ < 1fn(z) = F)l+ + 1 fa(2)]|+ slijedi da je f ogranicena na S, a analiti¢nost
u nutrini slijedi iz jednolike konvergencije. Konacno, (11) je ispunjeno zbog potpunosti
prostora Xg i X1, (13) je takoder zadovoljeno, pa je f € F(X), odnosno F(X) je potpun,
¢ime je dokazana tvrdnja (a).

K je zatvoren kao jezgra ogranicenog linearanog operatora, koji za svaki ¢ € [0, 1],
elementu f € F(X) pridruzuje vrijednost u tocki ¢, f(t) € X.

Q.E.D.

Za t € [0,1] definirajmo prostor X; := F(X)/Ky, te's || -||®) oznacimo odgovarajuéu
kvocijentnu normu.

Uoc¢imo da X mozemo poistovjetiti s podskupom X, preko preslikavanja koje svakom
x iz X pridruzuje [z], klasu ekvivalencije konstante s vrijednoséu .

S druge strane, X; mozemo poistovjetiti s podskupom X4 preko preslikavanja koje
klasu [f] preslikava u (zajednicku) vrijednost u tocki ¢, f(¢). To je preslikavanje ocito
injektivno, ali i neprekinuto, sto slijedi iz sljedeceg racuna:

Neka je [f] € Xy, te = f(t). Iz prvog dijela dokaza propozicije 3 slijedi ||z||y <
1f1l7, stoga je

=]+ < inf{[[fllz: f € FX)&f() =2} = [/
Oznac¢imo s X; upotpunjenje prostora X u normi || - H(t). Vrijedi:
X — X — Xt — Xy,
pri ¢emu svaka strelica predstavlja neprekinuto injektivno preslikavanje (ulaganje).
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Zat =0 (odnosno t = 1), X; se podudara s polaznim prostorom Xg (tj. X7). Zaista,
uzmimo z € X, te neka je f € F(X) takav da je f(0) = z. Tada vrijedi

o l® < sup {ILFEI, 1A+l y € RY = 7]l

pa je [l © < inf{]| £l : £(0) = x}.

Obratno, neka je ¢ pozitivna konstanta. Pogledajmo funkciju f.(z) := e~ “x. Tada
je I£im)I© = [z, a sup{| £o(1 + ip)||©) : y € R} = e=<|l2]| V), 5t0 mozemo naciniti
po volji malim izborom velikog ¢. Stoga je ||z[|) = ||f|lz > Wf{||f||lz : f(0) = x}.
Dakle, kvocijentna je norma za t = 0 upravo jednaka polaznoj normi || - ||{°). Posve je
analogan dokaz za t = 1.

Prostori X;,t € [0, 1], zovu se interpolacijski prostori izmedu Xy i X1, a pripadajuée
norme interpolacijske norme. Moze se pokazati da je X; = X’t; medutim, za nas je zna-
¢ajnija Cinjenica da je norma na Xy po definiciji jednaka kvocijentnoj normi na F(X)/ K.
Obicno se u primjenama, pri identifikaciji prostora X; s konkretnim Banachovim pros-
torom By, dokazuje da su oba upotpunjenja od X u istoj normi. Tu ¢emo strategiju i mi
provoditi u slje¢em odjeljku kada ¢emo nalaziti interpolacijske prostore LP prostora.

Sada je konacno sve priredeno da iskazemo i dokazemo osnovni teorem interpolacije.

Teorem 2. (Calderén—Lions) Neka su X 1Y prostori s danim konzistentnim norma-
ma || Hg?) il ng (odnosno |- Hgﬁ)) il ]|§,1)) Neka je T neprekinuta i uniformno ogranicena
funkcija sa S u L(X1,Y}), koja je analiticka na nutrini pruge S, te ima sljedeca svojstva:
(a) T(t): X — Y, za svaki t € (0,1).
(b) (Vy € RYT(iy) € £(Xo, Yo) i vrijedi Mo := sup{|[T(in)l|cxoey - ¥ € R} < 00 |
(c) Vy e R)T(1 +iy) € L(X1,Y1) i My :==sup{[|T(1+1y)|lz(x,,v;) ¥y €E R} <o0.
Tada je za svakit € (0,1), T(t)[X¢] C Y; i vrijedi ocjena

(14) 1T xy,v0) < My~ MY

Dokaz. Kao i ranije, dovoljno je dokazati teorem za My = My = 1.
Ako je f € F(X), onda je z — T(z)f(z) neprekinuta i ograni¢ena funkcija na S s
vrijednostima u Y4, te analiticka na S. Zbog pretpostavki (b) i (¢) imamo ocjene

1T (i) )1 < 1 (i)Y
IT(L+iy) f(L+ i) | < 1P+ i)

Zbog ovoga, preslikavanje Z : F(X) — F(Y), definirano s (Zf)(z) := T(z)f(z), ima
normu manju ili jednaku 1, odakle neposredno slijedi ocjena iz tvrdnje teorema. Nadalje,
za

(‘v’yGR){

Ki' = {f € F(X): f(t) =0},
Ky = {f € F(Y): f(t) = 0},
vrijedi Z(K{¥) C K, o ) )
Stoga je dobro definirano preslikavanje Z; : Xy — Y; formulom Zy([f]) := [T'(¢) f(2)].
Uz identifikaciju X; s podprostorom X, preslikavanje Z; se podudara s restrikcijom
T'(t) na taj podprostor. Konacno, zbog (a), vrijedi T'(t)[X;] C Y;.
Q.E.D.
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2. Steinov teorem interpolacije

Nakon sto smo dokazali apstraktni teorem interpolacije prirodno se namece pitanje
kako ga primijeniti na konkretne slucajeve. Glavna je poteskoca, naime, u identifikaciji
interpolacijskih familija. U ovom odjeljku, kao sto sto smo veé¢ najavili, rjeSavamo taj
problem u sluc¢aju L? prostora i formuliramo teorem interpolacije za taj slucaj (Steinov
teorem).

Neka je (M, p) o-konacan prostor s mjerom, a pg i p; takvi da vrijedi 1 < pg <
p1 < oo. Neka je, nadalje, X := LPO(M, p) N LPY (M, ), te s || - ||@ 1] - |V oznacimo
norme |- ||;po 1 |||l p1 redom. Pokazat ¢emo da u slucaju kada je p1 < oo vrijedi
Xy =LPt(M,p),0 <t <1, pri emu je

1 t 1-t

bt p1 Pbo

Zapy =o00it=1, Xy jezatvarac prostora X u L°° normi, Sto moze biti pravi potprostor
od L>®(M, p).

Tvyrdnja se pokazuje tako da se dokaze da se norme || - |9 1 || - ||;», podudaraju na
jednostavnim funkcijama, koje ¢ine gust podskup prostora X. Neka je t € (0,1), te ¢
jednostavna funkcija takva da vrijedi ||¢||;», = 1. Definirajmo preslikavanje f: S — X
formulom

(15) f(z) == |¢(.)|pt(ﬁ+lp;;)eiargw(-)

Za svaki z € S, f(z) € X i vrijedi

1—3y
y e R = [ [le@prE s

— [ I dut) = 1.
M

Ukoliko je p1 = o0, onda (Vy € R)||f(1 +iy)|[;~ = 1. U suprotnom imamo

dp(z)

1+7Ly_i7y)

Wy e R+, = [ flepn U5 R

_ / ()P du(z) =
M

Stoga e [1]l£(x) = supyer{llf (@) lpo (L +i9)llo} = L, pa nalazimo da je

lell® = it {[[fllz: f() = ¢} < 1= [l -

Obrnuto, neka je f € F(X) i ¢ jednostavna funkcija na M. Definirajmo, analogno kao u
(15), preslikavanje g formulom:

dp(z)

z 1—=2 X
(16) g9(2) = ]<p(-)|Qt(H+W)elargs0(-) ’
pri ¢emu vrijedi
1 1
—=1-=
qt Dt
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Kako je f(z) analiticka i ograni¢ena funkcija s vrijednostima u X, to preslikavanje defini-
rano s

1) = [ gz di.
M
zadovoljava H(t) = [,, ¢ f(t) du, pa po Hadamardovom teoremu imamo

[H(t)| < Sulli{IH(iy)l, [H(1 +iy)[}

yEe

< sug{\lf(iy)g(iy)llu, If(1+dy)g(1 + iy}
ye

< Slelg{Hf(iy)HLpo N9(iy) Iraos 11F (L + i)llper 1g(L + iy)|lra }
Yy

<[ fllzx) llgll 7 vy

= lellallfllzx) »

pri ¢emu je Y := L9(M, u) N LA(M,pn). Ovdje se jednakost izmedu pretposljednjeg
i posljednjeg retka u gornjem rac¢unu dobije potpuno analogno kao i prije, kada smo
ocjenjivali funkciju f.

Ovime smo pokazali da vrijedi | [}, o f(t) du| < l@llpe |l fll£(x), odakle zakljucujemo
da je f(t) € LP*(M, ), te vrijedi || f(t)|lpe < |Ifll7(x)- Stoga, za jednostavnu funkeiju v
imamo trazenu obratnu nejednakost:

[0l = inf{|| fllrx) : f €%+ Ke} = (@l -

Pokazali smo, dakle, da se norme ||-[|®) i || - ||, podudaraju na jednostavnim funkcijama.
Buduéi da je X = LPO(M, u)NLPY(M, i), a jednostavne funkcije su guste u Xy i LPt(M, p),
zakljucujemo da su ti prostori medusobno jednaki.

Kombinirajué¢i upravo dokazano s Calderéon—Lionsovim teoremom interpolacije ima-
mo:

Teorem 3. (Stein) Neka su (M,u) i (N,v) o-konacni prostori s mjerom, te neka
sul < po,p1,q0,q1 < oo. Neka je T neprekinuta i uniformno ogranicena funkcija sa
S u L(LPO(M, p) + LPY (M, pu), L% (N,v) + L% (N,v)), analiticka na nutrini od S, koja
zadovoljava sljedeca svojstva:

(a) T'(z) : LPO(M, ) "NLPY (M, ) — L9O(N,v) "N LA (N, v), za svaki z € S.

(b) Za svakiy € R je T'(iy) € L(LPO(M, u),L9(N,v)) i vrijedi

Mo := sup{||T(iy) curo Loy ¥ € R} < o0,
(c) Za svakiy € R je T(1 +iy) € LLPL(M, 1), L(N,v)) i vrijedi
My := sup{||T(1+ iy) | coum Loy -y € R} < 00

Tada je za svakit € (0,1), operator T'(t) : LP*(M, u) — L9 (N, v) i vrijedi ocjena

(17) 1T | ermepary < MEME
i G i o1t -t 1 _ ¢t 1—t
pri cemu su p; 1 ¢ odreden1sp—t_p—1+p_o7a_q_1+q_o_ .
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3. Riesz—Thorinov teorem interpolacije. L” ocjene.

Postoje brojne 1P ocjene za Fourierovu transformaciju i konvoluciju. One daju
uvjete na p i q tako da Fourierova transformacija ili konvolucija danom funkcijom bude
ogranicen operator s L” u L4. Da bismo dobili te vazne rezultate, ne moramo poseg-
nuti za teskom masinerijom apstraktne interpolacije koju smo razvili u prvom odjeljku
ovog poglavlja. Veé i Steinov teorem je preopéenit; ukoliko je T'(z) = T konstanta, kao
neposrednu posljedicu Steinovog teorema imamo najjednostavniji teorem interpolacije L”
prostora. RijeC je o Riesz-Thorinovom teoremu, nakon kojeg do kraja odjeljka slijedi
nekoliko primjera njegove uporabe.

Teorem 4. (Riesz—Thorin) Neka su (M, ) i (N,v) o-konacni prostori s mjerom, te
neka su 1 < po,p1,q90,q1 < 00. Neka je T' linearan operator s LPO(M, ) N LPY(M, ) u
L®(N,v) N LY(N,v), koji zadovoljava

(Vf € LP(M, p) N LPH(M, 1)) T fllpao < Mollfllieo &l T fllpar < Mollfllie -

Tada je za svaki f € LPO(M, u) "LPY (M, ) i svakit € (0,1), Tf € LY%(N,v) i vrijedi
ocjena

(18) 1T fllpee < Mo~ ME[|fllgpe

: : . 1 t 1-¢t 1 t 1-¢
I'l 111 1 I nr s — = — —_—, - = — —_—.
PIT CEIm SU py 1 4 odredeni s bt p1 Po ’ q q1 q0 [ ]

Primjer 3. (Hausdorff-Youngova nejednakost) Sada imamo sve priredeno da dokazemo
teorem 1.7, kao §to smo najavili u prvom poglavlju. Podsjetimo se, ako je 1 < p < 2, onda
je Fourierova transformacija ogranicen linearan operator s L?(R™) u L” (R"), norme manje ili
jednake 1.

Oznac¢imo s F operator Fourierove transformacije, F : L*(R") N L2(R") — L2(R") N
L>*(R"™) (ovdje imamo py = qop = 2,p1 = 1,q1 = 00). Iz Plancherelovog teorema slijedi

1F F 2 = [ Nes -

S druge strane, iz formule (Ff) (&) = [gn e~2m@E (1) dx slijedi ocjena

1F Fllgee < Fllee -

Iz posljednje dvije nejednakosti i Riesz—Thorinovog teorema slijedi da je Ff € L¥ (R™) za
1<p<2ivrijedi (My=M; =1)

IF Al < 1 lles -

Primjer 4. (Youngova nejednakost) Za f,g € S definiramo konvoluciju f * g formulom
(19) (f xg)(x) := N fle—y)gly)dy .

Ako je f € LP(R™), a g € L” (R™), onda, zbog Hoélderove nejednakosti i translacijske invarijant-
nosti Lebesgueove mjere, za svaki x gornji integral apsolutno konvergira i vrijedi ocjena

(20) 1 * gllree < fllollgllLe -
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Nadalje, neka su f, g € L'(R"). Tada zbog Fubinijevog teorema vrijedi

[ [ 10— waldyds = 17l
pa je i u ovom slucaju konvolucija f * g dobro definirana i zadovoljava ocjenu

(21) 1 * gl < [ flleallglles -

Koriste¢i Riesz—Thorinov teorem, sada mozemo definirati konvoluciju i na drugim Lebesgueovim
prostorima.

Neka je f € L'(R™). Tada, zbog formula (19) i (21), Tf(g) := f * g definira ograniten
operator s L!(R"), odnosno L*(R"), u samog sebe. U oba je sluéaja norma operatora Ty
ocijenjena s || f||; 1. Sada teorem interpolacije daje da se za svaki p, Ty prosiruje do ogranicenog
operatora s L?(R™) u L?(R"), s istom ocjenom norme.

Neka je sada g € LP(R"), te oznacimo s T, konvoluciju f * g. Po prethodnom vrijedi

T, : L'(R") — LP(R"), 1Tyl ey < l9lles 5
T, : L7 (R") — L*(R"), HTQHL(LpQLoo) < llgll» -

Ponovno primjenjujemo Riesz-Thorinov teorem. T’ prosiruje do ograni¢enog operatora s L"(R")
u L*(R™), pri ¢emu eksponenti r i s zadovoljavaju

1 1 1
(22) -+ -=1+-,
r D s

i vrijedi ocjena || f * g|ps < || flli-llgllip- Ovo je tzv. Youngova nejednakost. .

Primjer 5. Htjeli bismo znati da li se i ovako proSirena konvolucija, definirana s pomodéu
Riesz—Thorinovog teorema jos uvijek moze racunati integralnom formulom (19). Odgovor na
ovo pitanje je pozitivan, a dokaz provodimo u dvije etape.

Neka su f € LP(R"),g € L'(R"),h € L” (R"). Bez smanjenja opcenitosti mozemo pret-
postaviti da su funkcije f, g i h nenegativne. Racunajmo

i ([ e =wowan) ao= [ o) ( [ 16~ hierac) v < lollo Il 0l

Kako gornje vrijedi za svaki h € L? (R"), integral | f(z — y)g(y) dy konvergira za skoro svaki
x, definirajuéi LP funkciju norme manje ili jednake ||g|| 1| f|l». Medutim, preslikavanje f +—
[ f(z — y)g(y)dy se podudara s konvolucijom na L!(R™) N L>®(R") pa stoga, zbog Riesz-
Thorinovog teorema, i na svim LP prostorima.

Uzmimo sada p, r i s kao u (22), te pretpostavimo da su f € LP(R"),g € L"(R") i
h € LY(R") N L* (R™) nenegativne funkcije. Tada, zbog Holderove i Youngove nejednakosti,
vrijedi

/g(y) (/ flz —y)h(z) dﬂﬂ) dy < gl *Bllpr < gl I Flle Bl -

Zbog Fubinijevog je teorema, stoga, g(y) f(x—y)h(x) € L}(R™ x R"), tey — g(y) f(z—y)h(x) €
LY(R™) (ss z) i vrijedi

[ ([ 16 = oty do < ol 1ol

Zbog proizvoljnosti funkcije h, zaklju¢ujemo da je y — f(x — y)g(y) skoro svuda L! funkcija,
az— [f(r—y)g(y)dy L* funkcija s normom manjom ili jednakom ||f];.|lgll;-. Kako se
ograni¢ena linearna preslikavanja g — f*gig+— [ f(z —y)g(y) dy podudaraju na L'(R") N
L"(R™), podudaraju se i na L"(R"™). .
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4. Restrikcija Fourierove transformacije na kvadrati¢ne plohe

Na kraju ovog poglavlja dajemo jednu vaznu primjenu Steinovog teorema. Za raz-
liku od prethodnih odjeljaka, ovdje se nece raditi samo o interpolaciji, ve¢ ¢e se naciniti
svojevrsna sinteza svega do sada ucinjenog, koja ¢e nam posluziti kao uvod u glavni cilj
ovog rada, proucavanje rjeSenja (nelinearnih) valnih jednadzbi.

Neka je M C R™!, te i pozitivna mjera koncentrirana na M, s umjerenim rastom
u beskonacnosti. Razmotrimo sljede¢a dva problema:

(A) Za koje vrijednosti od p,1 < p < 2, f € LP(R""1) povlaci da f ima dobro definiranu
restrikciju na L?(M, u), uz ocjenu

A 1/2
) ([15an) " <Gl

za neku konstantu Cp,.
(B) Za koje vrijednosti od ¢, 2 < ¢ < oo, temperirana distribucija F'u, za proizvoljan
F € L*(M, 1) ima inverznu Fourierovu transformaciju u LI(R"*1); te vrijedi

(24) 1) s < € ( / rFPdu) "

za neku konstantu Cy.

Primijetimo najprije da su gornji problemi dobro postavljeni. Naime, po Hausdorff-
Youngovoj nejednakosti, dokazanoj u prethodnom odjeljku, Fourierova je transformacija
ogranicen linearan operator s LP(R™1) u L¢(R"*!), pa ima smisla pitati da li f ima
restrikciju na M odgovarajuéih svojstava. Nadalje, (inverzna) Fourierova transformacija
temperirane distribucije Fu jest funkcija, pa ima smisla pitati da li je ona u nekom
Lebesgueovom prostoru.

Lema 1. Ukoliko je ¢ = p/, dualan indeksu p, onda su problemi (A) i (B) ekvivalentni.
Dokaz. Neka je f € LP(R™1), a F € L2(M, ). Promotrimo dualan produkt (Fyu)" i f:

(F), f) = (Fyu, ) / FEdu.,

Pretpostavimo da neki p rjesava problem (A). Uzimanjem apsolutne vrijednosti u gornjem
racunu i koriste¢i Cauchy-Schwartzovu nejednakost dobivamo

(Fw), )l < ( / |f|2du)1/2 ( / \Flzdu)l/ N

Zakljucujemo da je (Fp)" € Lp/(R”H), pa iz Holderove nejednakosti i (23) slijedi ocjena
(24), drugim rijecima p’ rjesava (B).
Obrnuto, ako neki ¢ rjesava problem (B), onda uz p = ¢’ imamo

(Fu, f) = 7 /fFu dz .

Iz posljednjeg slijedi [(Fp, )| < ||f||Lp||(Fp) llpe. Odavdje vidimo da je f e L3(M,p),
pa ponovno mozemo primijeniti Holderovu nejednakost te zakljuciti da f zadovoljava
nejednakost (23).

Q.E.D.
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Neka je M kvadratiéna ploha dana s M := {x € R"™! : R(x) = r}, pri ¢emu
je R polinom drugog stupnja s realnim koeficijentima, a r realna konstanta. Neka je k
tome R funkcija od to¢no n + 1 varijabli, tako da je, osim izoliranih toc¢aka, M upravo
n-dimenzionalna glatka mnogostrukost u R"*!. Postoji kanonska mjera p pridruzena
funkciji R dana s

du e dry...dx,
,U T OR )
arn—‘,—l
tamo gdje je OR # 0, tako da se M moze zadati dajuci funkcionalnu ovisnost varijable
OTn+1
Tp+1 O T1,...,2Tn. Buduéi da je diferencijal funkcije R svuda maksimalnog ranga (ranga

n), u okolini svake tocke mozemo naéi lokalni koordinatni sustav tako da gornje vrijedi.

Jednostavnosti radi pretpostavimo da &?ﬁ - = 0 vrijedi globalno. To nije nikakvo vaznije

ogranicenje na plohu M, dok se u suprotnom racuni bitno kompliciraju.

Lema 2. Pretpostavimo da mozemo dokazati nejednakost

(25) 1% gllie < Cllgllip -

za p 1 q kao ranije. Tada je problem (A) rijesen za takav p, uz istu konstantu kao u (23).
Dokaz. Zaista, vrijedi

/Ileduszfdu
— [ #Gwdo= [ 75 o
<[ fllpollie* fllpa -
Odavdje i iz (22) slijedi tvrdnja.

Q.E.D.
Promotrimo analiticku familiju distribucija
(26) Gz(x) == (2)(R(z) — )L,
pri ¢emu je v analiticka funkcija s jednostrukom nultockom u tocki z = —1. Zat € R

definirajmo M; na analogan nacin kao plohu M, s time da je sada r = ¢t promjenljiv. Zbog
implicitne pretpostavke o regularnosti preslikavanja R imamo dobro definiranu zamjenu
varijabli (x1,...,%n, Tnt1) — (21, .., Zn, t), kojoj je Jacobijan 8$7i1‘

Neka je ¢ test funkcija. Za dani z promotrimo dualan produkt G s ¢:

(Geriph =) [ (R@) = r)ip(o)do

o) [ ([ odm) e ryzae

Oznacimo li s ®(t) unutarnji integral imamo (G, ¢) = v(z) [g (t)(t —r)? dt. Iskoris-
timo Laurentov razvoj oko tocke z = —1 distribucije 27 ([G-S], str. 176):

o(x)
z+1

(= + D"

1 xjrllnkm_—l—... :

+at+ (z+ Dot ney +. +

a—
x_‘__
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Uvrstavanjem u gornji intergral i prijelaskom na limes kada z — —1 dobivamo

lim1<Gz,<,0) = 0/ pdu=(Cpu, ),
M

Z——

pri cemu je C' = lim,_, 4 % Stoga analitickim produljenjem mozemo prosiriti G, na
prugu —A\g < Rez < 0 i promatrati pridruzenu familiju operatora 7, g := (ng)v = G, *g.

Bududi da je G, ogranicen na Re z = 0, slijedi ocjena

IT29llL2 < Iv(2lllgllz -

Funkciju v éemo birati tako da ima najvise eksponencijalan rast pri Imz — oo (napo-
mena 3). Kao neposredna posljedica Steinovog teorema slijedi

Lema 3. Pretpostavimo da moZemo dokazati kako je G, ogranicen na pravcu Re z =
—Xo, za Ao > 1, te da funkcija t — ||G_x,1it||;~ ima najvise eksponencijalan rast u
beskonacnosti. Tada (25) vrijedi za

2o 2
)\0—1—1’ 1=p = A — 1 '

p:

Na ovaj je nacin problem reduciran na ra¢unanje inverzne transformacije GG, odakle
se jednostavno ocita trazena vrijednost z, za koju je ona ogranicena. To smo nacinili u
sljede¢im primjerima.
Primjer 6. Neka je M := {z € R""! : 2,1 — Q(2',2') = 0}, pri ¢emu je 2’ := (21,...,2,),
x:= (2/,zy41), a Q nedegenerirana kvadratna forma na R" signature (a, b)

(27) Q' 2)=af +... +al -2, —a2.

Ovdje su a i b nenegativni cijeli brojevi za koje vrijedi a + b = n. Ovako definiran M zvati ¢emo
kvadrati¢cnom plohom prve vrste.
Promotrimo analiticku familiju poopéenih funkcija

Go(2) =T (z+ 1) (zn1 — Qa',2"))7 .
Cilj nam je izra¢unati inverznu Fourierovu transformaciju distribucije G,. U [G-S], str. 360
nalazimo integral

x7 ¥ gy = ieiZTﬂF(z +1)(2my +40) 1,
R+
odakle slijedi
(28)

F(Z + 1)1/ 2miEn+1Yn +1 (JUn-H - Q(x/7x/))z+ dxn-i—l = ieisze%riyn+lQ(z/7z/)(27Tyn+1 + 7;0)7271 .

R
22 2
A o 2 im .
/ eQm:cyethz dr — ( ) e i"SIgnte—% )
R It]

Kombinirajuéi posljednje s (28) dobijamo da je trazena inverzna Fourierova transformacija jed-
naka

Nadalje, vrijedi

. iem 9 2 i (p_a) _wézw’,y/) s
(29) G:(y) = ie > ) €5 ¢ (2mYn+1 +140)77 .
n+
Ona je ocito ogranicena samo ukoliko je Re (—z —1 — §) = 0, odnosno Rez = —”T“. .
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Primjer 7. Drugi kanonski slu¢aj kvadrati¢ne plohe, tzv. ploha druge vrste definira se kao
M = {z € R""!: Q(z,7) = 0}, gdje je Q nedegenerirana kvadratna forma na R"*! signature
(a,b). Drugim rijec¢ima, @ je dana s

(30) Qz,2) =i + ...+ af — oy — Ty -

Ovdje su a i b nenegativni cijeli brojevi za koje vrijedi a +b=n + 1.
Za n > 2 definirajmo analiticku familiju

n—+1

-1
G.(z) =T(z+1)7'T <z + ) Gz, z)7 .
U slucaju kada je n = 1, M je unija dvaju pravaca. Inverzna Fourierova transformacija distribu-
cije G, je ([G-S], str. 365)

n+1

L (A )0

< _ ontly2,_n=t 1
G.(y) =2 I
(31)

: b —p—ndl
_eilzt3)m (47%Q(y, y) + i0) 2 > :
n+1

.

Gornje je, pak, ograni¢eno samo ukoliko je Re z = .

Primjer 8. Kvadrati¢na ploha trece vrste definira se u obliku M := {x e R Q(z,2) = 1},
gdje je @ forma iz prethodnog primjera. Neka je

G.(2) :=h(2)T(z+ 1)1 (1 - Qz,x))7L ,

pri ¢emu je h odgovarajuca funkcija. Inverznu Fourierovu transformaciju G, nalazimo u [Sz],
str. 709

g L o Kt Z(Q(zﬂ-ya 27Ty)1_/2)
G.(y) = 2%“%71'Tl —sinm (z + ﬂ) 2 T T

Q(2my,2my)2" 2

1/2

. a JHTH+Z<Q(2W3/7 27Ty)+/ )
sin 7 (z + —) )

Q(2my, 2my) 1" *

2
_ bJ_nTH_Z(Q(QWy,%y)i/Q)
+ s mT— ”—“-s-z) s

Q(2my, 2my) 2 (3

T
2sinm (z+ ”TH)

pri ¢emu su K i J Besselove funkcije.
Ukoliko je @ pozitivno definitna (b = 0), onda u (32) prvi i treéi ¢lan otpadaju, paiz h =1
slijedi poznata formula

1 n+1

z\V —Z|,,|—2—
(33) (= 2l)3)" = on "Iyl T (27ly]) -

Ovo je pak ograni¢eno ([G-S], str. 185) ukoliko je Rez > — ™2,

"

Iz linearne algebre slijedi da svaka kvadratna ploha, koja nije sadrzana u hiperravnini,
moze biti afinim transformacijama svedena na jedan od prethodna tri oblika. Bududéi da
afine transformacije ne utjecu na rjesenja problema (A) i (B), dovoljno je promatrati samo
ta tri slucaja.

Primjetimo da iz teorema slijedi kako u najveéem broju slucajeva \g = (n + 2)/2
zadovoljava nase potrebe (Sto vodi na p = 2(n + 2)/(n +4)). Taj je rezultat i najbolji
moguci, Sto slijedi iz
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Lema 4. (A.W.Knapp) Neka je M n—dimenzionalna C*° mnogostrukost uloZena
u R" te yu mjera koja ne iscezava na M. Tada (23) ne moze vrijediti ukoliko nije
p<2(n+2)/(n+4)).

Teorem 5. Nuzan i dovoljan uvjet za pozitivno rjesenje problema (A) i (B) je:
U slucaju plohe prve vrste

~ 2(n+2) _ 2(n+2)
on+4 T o
U slucaju plohe druge vrste, zan > 2
~2(n+1) 2(n+1)
- n+3 7 7 n—1
U slucaju plohe trece vrste
(a) a=n+1,b=01i
1§p§2(n+2)’
n+4
2(n + 2) <4< oo
n
(b) a#0,b#0,n>3i
2(n+1)§p§2(n+2)’
n-+3 n+4
2(n+2)§q_2(n+1)
n n—1

(c)a=b=1,n=21i
6
1<p<g, 6 <g<oo.

"

Unato¢ ¢injenici da je ¢ = p/, radi preglednosti smo eksplicitno naveli vrijednosti oba
indeksa. Primijetimo da iz teorema slijedi kako u najve¢em broju slucajeva \g = (n+2)/2
zadovoljava nase potrebe (Sto vodi na p = 2(n+2)/(n + 4)).

Teorem 5 je djelomi¢no ve¢ dokazan. Naime iz leme 4 i prethodnog primjera slijedi
nuznost gornjih ocjena za p. Nuznost donjih ocjena za p moze se dobiti razmatranjem
rasta mjere p u beskonacnosti i u to se ovdje neéemo upustati (npr. slucaj (b) plohe
trece vrste opisan je u [Sz|). Jedinstvenost u sluc¢aju ploha prve i druge vrste slijedi iz
invarijantnosti tih ploha s obzirom na neke transformacije. Primjerice, u prvom slucaju
razmatramo homogenost s obzirom na anizotropno skaliranje

th(x) = f(txlv s 7txnat2In+1) :
Jednostavnom zamjenom varijabli dobije se

_n+2
(34) 1Geflle =t 7 [[fllLe -
S druge pak strane, slicno se dobije da je (G¢f)"(y) = t*(”+2)G%f(y), pa vrijedi
1
A A (1 1 2
—(nt2) _ (1) / Lo L2) an

_nt4
=t 2 ||f||L2(M,M) :
Usporedujuéi (34) i (35), zaklju¢ujemo da p mora biti kao u teoremu 5, kako bi vrijedila
nejednakost u (23).
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Globalna rjesenja valnih jednadzbi

1. Lokalna rjeSivost diferencijalnih operatora
U ovom poglavlju dajemo neke primjene Fourierove transformacije u teoriji parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi. Zapocinjemo sa zacijelo najprimitivnijem pitanjem vezanim
uz diferencijalne jednadzbe, pa i jednadzbe uopcée: Da li dana jednadzba ima rjesenja ili
ne. Precizirajmo, neka je zadan linearan parcijalan diferencijalni operator oblika

(1) L:= Y colz)D",

|a|<m
pri ¢emu su ¢, glatke funkcije, a D% = (zﬁi)la‘aa. U vezi s operatorom L promatramo
jednadzbu
(2) Lu=f.

Zanima nas da li za danu funkciju f, definiranu u okolini neke tocke, postoji rjesenje
gornje jednadzbe, te kakvo je. U ovoj opcenitosti to je jako tesko pitanje. Naime, obi¢no
gornju jednadzbu rjeSavamo na nekom otvorenom skupu 2 C R". Najcesée je 2 mno-
gostrukost s rubom, ili pak ima tocke u beskonacnosti, pa ponasanje funkcije f na rubu
ili u beskonac¢nosti moze stvarati poteskoce, te u bitnome utjecati na odgovor na dano
pitanje. Zbog toga ¢emo razmotriti ovo pitanje lokalno. U tu svrhu imamo sljedecu

Definicija. Diferencijalni operator L je lokalno rjesiv u tocki xg € R"™ ako postoji okolina
U tocke x( tako da vrijedi

(VfeC®R")FueD)(V§el) Ln(§) ={(§).

Ponekad se kaze da je tada jednadzba Lu = f lokalno rjesiva. Za operator L kazemo da
je globalno rjesiv na otvorenom skupu €2, ako je lokalno rjesiv u svakoj svojoj tocki.

Napomena 1. Bez smanjenja opcéenitosti moze se pretpostaviti da f ima kompaktan
nosac. Naime, za f € C*°(R") i o € R"™ mozemo uzeti ¢ € D takvo da je ¢ = 1 na nekoj
okolini tocke xg. Ukoliko rijesimo jednadzbu Lu = f¢ u blizini xg, onda je u takoder i

rjeSenje polazne zadace, buduéi da je f¢ = f u okolini tocke xg. .

Uz najjace uvjete, analiticnost koeficijenata c, i funkcije f, klasican je rezultat
Cauchyja i Kowalevske koji daje lokalnu egzistenciju rjesenja za nekarakteristicnu Cauchy-
jevu zadac¢u. Analiticnost se, medutim, ovdje ne moze ispustiti i u tom se smislu ovaj
rezultat ne moze poopciti. Hans Lewy je 1956. godine dao poznati primjer linearne parci-
jalne diferencijalne jednadzbe u trodimenzionalnom prostoru koja nije lokalno rjesiva niti
u jednoj tocki prostora R3. Drugim rije¢ima, Lewy je nasao linearan parcijalan diferen-
cijalni operator s analitickim (kompleksnim) koeficijentima, takav da ¢im malo oslabimo
desnu stranu, te od f zahtijevamo samo da bude C*° funkcija, rjesenje jednadzbe Lu = f
ne postoji nigdje, cak niti u distribucijama. No unato¢ recenome, Lewyjev operator iz-
gleda vrlo pitomo (z = = + iy):

0

L—ﬁﬂ’ﬁﬂ'(xﬂ' )g—g—i—iz—
~ oz oy Por — oz ot

F. Treves je 1962. godine dao primjer operatora s realnim koeficijentima koji nije lokalno
rjesiv (vidjeti [T]).
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Postavlja se pitanje karakterizacije lokalno rjesivih operatora. Medutim to je pitanje
vrlo tesko i ovdje se ne¢emo baviti time. Ogranicit ¢emo se na operatore s konstantnim
koeficijentima, tj. operatore oblika (1), pri ¢emu su ¢, konstante, za svaki multiindeks a.
Nadalje, pretpostavljamo da vrijedi

(3) Z ’COZ‘ 7&07

|a|=m

te u tom slucaju kazemo da je L reda m. Ukoliko definiramo

(4) PE&) = 3 cal®

la|<m
onda mozemo zapisati da je L = P(D). Polinom P éemo zvati simbolom, a onaj njegov dio
koji sadrzi samo potencije reda m zvat ¢emo glavnim simbolom operatora L. Kao Sto smo
ve¢ vidjeli u prvom poglavlju, ovakav zapis je vise nego zgodan za primjenu Fourierove
transformacije, buduéi da djelovanje operatora L na funkciju time prelazi u mnozenje
transformata funkcije njegovim simbolom.

Operatore s konstantnim koeficijentima smo izdvojili ve¢ i zbog toga Sto se medu
njima nalaze tzv. valni operatori, koji se proucavaju u ovom radu. U tom, jednostavnom
slucaju, odgovor na pitanje o lokalnoj rjesivosti je pozitivan. Stovise, svaki parcijalan
diferencijalan operator s konstantnim koeficijentima je globalno rjesiv. Ovdje dajemo
jednostavan izravan dokaz ovog rezultata.

Teorem 1. Neka je L parcijalan diferencijalni operator s konstantnim koeficijentima.
Tada za svaki f € D postoji u € C*°(R"™) koji zadovoljava Lu = f na R"™.

Dokaz. (L. Nirenberg) Formalnom primjenom Fourierove transformacije na jednadzbu
Lu = P(D)u = f dobijamo P(§)u(§) = f(§). Stoga bi se ¢inilo prirodnim definirati
trazeno rjesenje u jednadzbe s

u(z) = <%) (x) = /nezmx-g% e .

Ovdje, medutim, nastaju poteskoce. P je polinom u n varijabli i ima mnostvo (¢itavu
mnogostrukost) nultocaka. Stoga gornja formula bez daljnjeg nema smisla.

Ideja je u sljedecem: Kako je f € D to se f moze prosiriti do cijele funkcije na C".
Dakle, f/P je meromorfna funkcija, pa ¢emo deformacijom konture integracije zaobiéi
nultocke od P. Preciznije, neka je n jedinican vektor u R™ koji nije nultocka glavnog
simbola operatora L. Zamjenom koordinata (rotacijom i dilatacijom) mozemo postici
da n gleda u nekom od kanonskih smjerova. Stoga bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti dajen = (0,...,0, 1). Takoder, mnozenjem s konstantom mozemo posti¢i da
je koeficijent uz 9/ jednak 1. Tada je L = 9/*+ L', pri ¢emu je L’ parcijalan diferencijalni
operator reda manjeg ili jednakog m — 1 u 0,.

Vektor ¢ € R™ zapigimo u obliku & = (¢/,€,), gdje je ¢ € R" 1. Neka je ¢
proizvoljan ali ¢vrst. Promotrimo polinom P(¢’,-). To je polinom jedne varijable &,,
stupnja m, nad poljem kompleksnih brojeva. Bududi da je C algebarski zatvoreno polje, to
za svaki & P(&',-) ima toéno m kompleksnih nultocaka. Oznacimo ih's A1(&'), ..., Mn(€),
pri cemu smo ih poredali po rastu¢im imaginarnim dijelovima, te po rastu¢im realnim
dijelovima ako su imaginarni jednaki. Zbog neprekinute ovisnosti korjena polinoma o
koeficijentima slijedi da su Im X;(¢’) neprekinuti po & za sve j. Trebati ¢e nam dvije
leme.
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Lema 1. Postoji izmjeriva funkcija ® : R"~! — [—=m — 1,m + 1] takva da vrijedi

(5) (¥ € R min|@(¢) = X, ()] = 1.

Lema 2. Neka je P(¢,&,) = € + (nizi clanovi u &,), te neka je N(P) := {¢ € C" :
P(¢) = 0} skup svih nultocaka polinoma P. Takoder, neka je d(§) := d(§, N(P)). Tada

vrijedi
d(§)\"
Pelz (%)
Vratimo se na dokaz teorema. Definirajmo funkciju u formulom

ulz) = e?m‘mf& /
(© CE B P T

gdje je M(&') :={£ € R":Im¢&, = ®(&')}, a @ funkcija kao iz Leme 1. Na osnovu Lema
zakljucujemo da duzM (¢') vrijedi ocjena |P(€)] > 27™. Kako f ima kompaktan nosac,
to postoji R > 0 tako da je supp f C K(0,R). Za ( € C" (¢ = £ + in) dobijamo da je
Fourierova transformacija funkcije f

f(() _ / 672m’x~§e27rix-nf<x> dr
K(0,R)

Odavdje dobivamo ocjenu |f(¢)| < Coe2™BImM <l pri cemu konstanta Cp ovisi o R i funkeiji
f. Sli¢no, za o € Nj imamo

~

(0,R)
odakle slijedi ocjena
|Ca| ‘f(C)‘ SSU_p|DO‘f|/ 627ri;1:-77d$'
K(0,R)

Oznacimo li s C, gornji supremum, dobijamo sli¢énu ocjenu kao ranije

(H I<k|ak> 7(Q)] < Gzl
k=1

Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da za svaki N € Ny vrijedi ocjena

CN€27rR|Im ¢|

(7) 1£(Q)] < NiEurnat

za neku pozitivnu konstantu Cly. Odavdje slijedi da f trne éim |Re ¢| — 0, tako dugo dok
je Im ¢ ogranicen. U svjetlu prethodnog razmatranja vidimo da integral u (6), zajedno sa
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svim svojim parcijalnim derivacijama, konvergira apsolutno i uniformno definirajuc¢i C*°
funkciju w. Time smo opravdali sljede¢i racun:

Lu(x) = P(D)u(z) = /Rn1 /M(g/) P(D)e%mf% dé,d¢’

_ 2riz-€ # dé,d r_ 2miz-€ ¢ d
/R /M(@ 2 F(6) dede /R T () dg
— f(a).

Ovdje smo u pretposljednjoj jednakosti koristili Cauchyjev teorem.
Q.E.D.

Preostaje dokazati leme.

Dokaz Leme 1. Interval [—m — 1,m + 1] ima duljinu 2m + 2, stoga za svaki ¢ € R"~!
postoji podinterval duljine 2 koji ne sadrzi niti jednu od tocaka Im A;(¢’). Preslikavanje
® ¢emo definirati kao sredisnju tocku tog intervala. Preciznije, definirajmo

po(€) == —-m—1,
:um-i-l(g ) =m+1,
dok za 1 < 7 < m stavljamo

15(&) = max{min{lm X;(¢),m + 1}, —m — 1} .

Funkcije p; su ocito neprekinute za svaki j, stoga su skupovi

‘/j = {5/ € Rn_l : /lj+1(f,) _:uj(gl) > 2}7 J=0,....om+1

izmjerivi i pokrivaju ¢itav R"~!. Mozemo konstruirati disjunktne izmjerive podskupove
W; koji takoder pokrivaju R"~!. Sada je funkcija ® definirana s

B(E) = 3 (151(6) + 1y(€)) € € Wy

o¢ito izmjeriva i zadovoljava nejednakost (5).
Q.E.D.

Dokaz Leme 2. Uzmimo vektor £ € R"” takav da je P(§) # 0, te, kao i ranije, vektor
n=(0,...,0,1). Definirajmo funkciju g : C — C, formulom g(z) := P({ + zn). Ovako
definiran ¢ je polinom jedne kompleksne varijable i kao takav ima tocno m nultocaka;
oznac¢imo ih s A1,..., \,,. Tada je

g(z2) =C(z—=X\1) ... (2= ),
=11

Bududi da je {+Ajn € N(P), toje |Aj| > d(&). Stoga ]z\ < d(§) povlacidaje |g(z)/g(0)] <
2™, Takoder vrijedi

pa stoga vrijedi

1—

97)(0)] =

m! —m—1 m! ’g(0)| m
ﬁ/|<|=d<£>g<oC dC‘STd(Om“Q 2
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drugim rijecima |g(™ (0)| < m!|g(0)] 2™d(£)~™. Medutim, zbog

9(0) = P(&) i g™ (0) = 825£§> -

vrijedi m! < m!|g(0)|2™d(&)~™, odnosno |P(&)| > (d(£)/2)™, sto se i tvrdilo.
Q.E.D.

Ovim je Teorem 1 u potpunosti dokazan.

2. Fundamentalna rjesenja i Malgrange — Ehrenpreiseov teorem

U prethodnom smo odjeljku dokazali da je svaki linearan parcijalan diferencijalan
operator s konstantnim koeficijentima globalno rjesiv na ¢itavom R™. Pojam rjesivost se
lako poopcuje i na slucaj kada je f distribucija. Reéi ¢emo da je parcijalan diferencijalan
operator L lokalno rjesiv u okolini tocke xg, ako postoji okolina 2 tocke zg takva da vrijedi

VfeD(Q))EBueD(Q) Lu=fnaQ.

Kao i prije, dovoljno je gledati distribucije f s kompaktnim nosacem, tj. f € £'. Zapravo,
dovoljno je uzeti f = §. Naime, ukoliko je distribucija E rjeSenje jednadzbe Lu = 9, onda
Ey = E x [ zadovoljava LEy = f.

Definicija. Distribuciju F ¢emo zvati fundamentalno rjesenje za operator L = P(D)
ukoliko zadovoljava distribucijsku jednadzbu LE = §.

Razlog za proucavanje fundamentalnih rjesenja je u sljedeéem: Ako je f € D/, te
u:= F x f, onda vrijedi

P(D)u= P(D)(Ex f)=P(D)E* f
=0xf

Stoga, ukoliko mozemo nac¢i fundamentalno rjesenje, onda imamo teorem egzistencije za
sve parcijalne diferencijalne jednadzbe P(D)u = f gdje je f € C(R™). Nadalje, ako
mozemo naci izraz za E, onda imamo i eksplicitnu reprezentaciju rjesenja, u = E x f.

Zmacajan je teorem Malgrangea i Ehrenpreisa po kojem svaki linearan parcijalan
diferencijalni operator s konstantnim koeficijentima ima fundamentalno rjesenje. Zanim-
ljivo je to da je ovaj vazan rezultat jednostavno prosirenje teorema 1.

Teorem 2. (Malgrange—Ehrenpreis) Svaki parcijalan diferencijalni operator s kon-
stantnim koeficijentima ima fundamentalno rjesenje.

Dokaz. Po uzoru i uz oznake kao u dokazu teorema 1, fundamentalno rjeSenje trazimo u

obliku
1

E _ 27riw~§_d d r
(@) /Rn—l /M(g/) © PO i

Problem je u tome $to u gornjoj formuli integrand opéenito nije (¢ak ni lokalno) L'
funkcija. Stoga umjesto P, za dovoljno velike N € N, promotrimo polinome

Py(€) = PE) (1+[¢2)™ .
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271'230 £
/ / dfndf ",
Rn—1 5/

Na podruéju integracije vrijedi | Py (£)| > C (1 + |§]2) , pa Ce gornji integral konvergirati
ukoliko je N > n/2. Ako mozemo dokazati da je Py(D)ExN = J, onda smo gotovi, jer
tada distribucija E := (I — A)N Ey zadovoljava P(D)E = 4.

Neka je ¢ test funkcija. Ra¢unajmo

(PN(D)En, @) = (En, Pn(—

N / . /R . / O (-~ D)) deyde'da

= / / em'ﬁPN(—D)@(I) drd&,de' da
Rn—1 M(f/) P

N(é)
N /RM /M(g,) P(—E) dgpde’

_ / p(=€)d = p(0) = (3,4

Definirajmo

Q.E.D.

3. Regularnost diferencijalnih operatora

Definicija. Neka je L linearan parcijalan diferencijalni operator s glatkim koeficijentima,
dan formulom (1). Kazemo da je L hipoeliptican ukoliko za svaki u € D/(R™) vrijedi
inkluzija supp sing v C suppsing Lu. Drugim rijecima, L je hipoeliptican ako i samo ako
za svaki otvoren skup Q@ C R", Lu € C*®(R") povlaci u € C*(R").

Napomena 2. Kazemo da je diferencijalan operator L eliptican u tocki x € R" ako
za njegov glavni simbol vrijedi

(V& €RM{0}) Y ca(@)€* #0.

|lal=m

L je eliptican ako je eliptican u svakoj tocki x € R™. Kao posljedica karakterizacije
hipoelipti¢nih operatora (vidjeti [Folland], str. 78, teorem 3.29), slijedi da su svi elipti¢ni

operatori hipoelipti¢ni, odakle je i naziv hipoelipticnost. .

Poznato je da su svi obi¢ni diferencijalni operatori s C* koeficijentima hipoelipti¢ni.
S parcijalnim diferencijalnim operatorima to, medutim, nije slucaj.

Primjer 1. Promotrimo operator koji odgovara jednadzbi akusti¢nih valova, L = 82—221. Opce
rjeSenje jednadzbe Lu = 0 dano je s u(x,y) = f(z) + g(y), pri ¢emu su f i g proizvoljne C!

funkcije. Prema tome L nije hipoeliptic¢an. .

Primijetimo da, ukoliko je parcijalan diferencijalan operator L hipoelipti¢can, onda
je svako njegovo fundamentalno rjesenje C* funkcija u R™\{0}. U slucaju operatora s
konstantnim koeficijentima, taj je uvjet i dovoljan za hipoelipti¢nost.
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Teorem 3. Neka je L parcijalan diferencijalni operator s konstantnim koeficijentima.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne
(a) L je hipoeliptican.
(b) Svako fundamentalno rjesenje operatora L je u C*°(R™\{0}).
(¢) Postoji fundamentalno rjesenje operatora L, koje je u C*°(R™\{0}).
Najprije dokazimo sljede¢u lemu.

Lema 3. Neka je f € D' sa svojstvom da je f € C*°(R"\{0}), te neka je g € £'. Tada
Je suppsing (f % g) C suppg.
Dokaz. Pretpostavimo da x & supp g. Pokazati ¢emo da je f C° funkcija u okolini tocke
x.

Kako je = & suppg, to postoji e > 0 takav da je K(x,¢) Nsuppg = 0. Neka je
@ € CX(K(0,e/2)), takva da je ¢ = 1 na K(0,¢/4). Tada je

frg=(ef)xg+ (1 —p)fx*g.
Kako je (1 —¢)f € C®(R"), vrijedi da je i (1 — ¢)f * g € C*°(R"™). Takoder vrijedi

supp (¢f) * g C supp pf + supp g
E
C {y € R" : d(y,suppg) < 5} :

Odavdje zaklju¢ujemo da je kugla K(x,e/2) disjunktna s nosa¢em funkcije (¢f) * g, pa
na njoj vrijedi f*x g = (1 — ) f * g, $to je svakako C* funkcija.
Q.E.D.

Dokaz Teorema 3. Implikacija (a) povlaéi (b) slijedi iz ranijih razmatranja, dok je impli-
kacija (b) povlagi (c) trivijalna. Jedina netrivijalna stvar za dokazati jest da (c) povlaci

(a).
Neka je E fundamentalno rjesenje operatora L, koje je u C*°(R™\{0}). Pretpostavi-
mo da je u € D/, te Lu € C*®(Q), pri ¢emu je 2 C R™ otvoren skup.
Za x € 2 odaberimo £ > 0 dovoljno malen, tako da je zatvara¢ kugle K(z, ¢) sadrzan
u 2. Odaberimo, nadalje, funkciju ¢ € CX(K(z,¢)), takvu da je ¢ = 1 na K(z,e/2).
Tada je
L(gu) = pLu+wv,

pri cemu je v = 0 na K(z,£/2), te izvan K(z,¢). Zapisimo
ExL(pu)=ExpLlu+ Exv .

Kako je pLu € C°(K(x,¢€)), to je E * Lu C*> funkcija. Takoder je, po prethodnoj lemi,
Exv e C®(K(x,e/2)). Stoga je E x L(pu) € C®(K(x,e/2)). Medutim, E * L(pu) =
LE % ou = § * pu = pu, pa je pu € C°(K(z,£/2)). Buduéi da je ¢ = 1 na K(z,£/2),
slijedi da je u € C*(K(x,¢/2)). Tvrdnja teorema sada slijedi zbog proizvoljnosti € R"™.

Q.E.D.
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4. Primjeri fundamentalnih rjesenja

U ovom odjeljku, izmedu ostalog, uvodimo tri osnovna parcijalna diferencijalna op-
eratora, odnosno jednadzbe, kojima ¢emo posvetiti naredno poglavlje. Sve tri jednadzbe
su evolucijske, sto znaci i to da rjesenje ovisi o realnom parametru ¢, kojeg ¢emo zvati
vrijeme, dok ¢emo preostale varijable nazivati prostornima. Kako je osnovni alat kojeg
ovdje koristimo Fourierova transformacija, zgodno je uvesti sljede¢u konvenciju: Trans-
formaciju po prostornim varijablama zvati ¢emo jednostavno Fourierova transformacija i
oznacavati kao do sada, s kapicom. Nasuprot tome, Fourierovu ¢emu transformaciju po
svim varijablama oznacavati s F.

4.1. Operator provodenja

Operator provodenja dan je s
L= (’)t A

Cilj nam je pronaéi distribuciju K, takvu da je zadovoljeno (0 — A)K = §(x)d(t), pri
¢emu ovaj produkt distribucija ima smisao tenzorskog produkta. Ovdje d(z) nije § u
tocki, ve¢ u varijabli x.

Uzimanjem Fourierove transformacije u obje varijable, slijedi formula

1
(FE)(E7) = 2miT + 4m2 |2

FK je lokalno integrabilna u blizini ishodista, stoga definira temperiranu distribuciju.
Poteskoc¢a je u tome sto FK nije globalno integrabilna, pa je izravna primjena inverzne
Fourierove transformacije time otezana. Umjesto toga, vratimo se na polaznu jednadzbu,
te uzmimo samo Fourierovu transformaciju po varijabli z. Slijedi (distribucijska) obi¢na
diferencijalna jednadzba

0K (€. 1) + 4m?[EPK (€,1) = o(1)
Rjesenje ove jednadzbe dano je s

K6t = a(£)e‘4ﬂ2|§|2t, zat>0
’ b(f)e_‘”z'azt, zat <0 ,

pri ¢emu vrijedi a(§)—b(§) = 1. Kao sto vidimo, postoji izvjesna sloboda u izboru funkcija
a i b; medutim, najprirodnija bi bila ona koja bi ¢inila K temperiranom i po t. Uzmimo
li npr. @ :=110b:= 0, onda slijedi

K(&,t) = {6‘4“2'52t, zat >0
0, zat <0 .

Drugim rije¢ima, K (£,t) = H(t)e_4”2|§|2t, gdje je H Heavisideova funkcija. Uzimanjem
inverzne transformacije slijedi (primjer 1.7):

1 _lz?
t

(8) K(z,t) = WH(t)e 1
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Funkciju Ki(x) := K(x,t) Cesto nazivamo Gaussova jezgra.

S (8) je dano fundamentalno rjesenje za operator provodenja. Primjetimo da je
L hipoeliptican, jer je K C* funkcija izvan ishodista u R®!. Stovige, K, zajedno sa
svim svojim derivacijama, brzo trne u beskonacnosti, stoga u formuli za rjeSenje homogene
pocetne zadade za jednadzbu provodenja, u(x,t) = K¢*ug, mozemo derivirati pod znakom
integrala koliko god puta to zelimo. RjeSenje je stoga glatko, sto zna¢i da jednadzba
provodenja ima jako regulariziraju¢e svojstvo; uz proizvoljan pocetni uvjet, rjesenje je
C> funkcija. To je razlogom sto je u jednadzbi provodenja vrijeme ireverzibilno (ovo je
slaba forma drugog zakona termodinamike).

Na koncu, primijetimo da je fundamentalno rjesenje K invarijantno na prostorne
rotacije, jer ovisi samo o |z|?.

4.2. Schrodingerov operator

Schrodingerov operator na prvi pogled jako nalikuje operatoru provodenja; naime
ima oblik

(9) L::i(?t—A.

Razlika je, medutim, u imaginarnoj jedinici koja je uz vremensku derivaciju. Postupimo
li na isti nacin kao u prethodnom slucaju, dobijemo jednadzbu

K (&, 1) +Am|EPK (¢, 1) = 6(t)

odakle slijedi
A~ 2112 -
K(&,t) = H(t)em et

Primijetimo da je K temperirana distribucija, koja medutim nije u L', pa nije jednostavno
primjeniti inverznu transformaciju kako bismo dobili K. Za ¢ > 0 definirajmo distribuciju
K. formulom

K.(z,t) = H(t)e'™ €=+t

Bududéi da K. konvergira ka K u smislu temperiranih distribucija, to i njihove inverzne
transformacije konvergiraju prema K. Za svaki ¢ > 0 je K. integrabilna, pa mozemo
mijenjati poredak integracije u

Ke(x,t) = H(t) / v e AT e+ ge
Odavdje racunanjem integrala i prijelaskom na limes ¢ — 0 slijedi formula za fundamen-
talno rjesenje Schrodingerovog operatora

1 jo|?
(10) K(.T,t) == WH(?S)@ 4it

Primjetimo da je i u ovom slucaju fundamentalno rjesenje rotacijski invarijantno, sto je
i bilo za pretpostaviti, s obzirom na sli¢nost s operatorom provodenja. Ono §to se ovdje
pokvarilo je to da smo izgubili hipoelipti¢nost. Naime, K nije glatka (¢ak ni integrabilna,
osim u slu¢aju jedne prostorne dimenzije) na ¢itavoj poluravnini odredenoj s ¢t = 0. Vidi-
mo da Schrodingerova jednadzba, za razliku od jednadzbe provodenja, nema izgladujuce
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svojsrtvo. Naime, iz (10) se vidi da se glatkoca ¢uva, pa je rjeSenje Schrodingerove jed-
nadzbe podjednako glatko kao i pocetni uvjet.
U daljnjem oznacavamo

1 Jo|?
1]_ R ’t = —— it
(11) (@.8) = iy
4.3. Valni operator
Valni je operator dan s
(12) L= 8tt — A
Djelujemo li Fourierovom transformacijom po svim varijablama, slijedi
1
13 FK =
( ) ( )(&7_) 47T2(|€|2 — 7_2)

Ova funkcija, medutim, ¢ak nije ni lokalno integrabilna, stoga nije posve jasno kako je
interpretirati kao distribuciju. Zbog toga ponovno vrsimo transformaciju samo po pros-
tornim varijablama. Dobija se sljedeca jednadzba:

OuK (&,t) + 4|6 K (&,1) = 8(t) .
Rjesenje ove jednadzbe su
Ki(6.1) = ar (™ 4 by (e ™8 zat >0,
K_(6,t) = a_(&)e¥ It 1 p_(£)e™2mll  zat <0,
pri ¢emu se koeficijenti udreduju iz uvjeta
Ki(£,04) = K_(£,0-), OK4(6,0+) - QK_(£,0-)=1.

Odabiremo takvu kombinaciju da K+, odnosno K _, ima nosac sadrzan u poluprostoru
odredenom s t > 0, odnosno t < 0. Odgovarajuca rjesenja su

sin (27 |€]t)
el

sin (27|€|t)
2m¢]

Ki(&t)=H(1)

K—<€7t) = _H(_t) = K+(€, _t) ’

lako K, i A_ nisu integrabilne po ¢, mozemo ih dobiti kao limese u &’ L! funkcija

sin (27 |€|t)

RE(&.0) = e H )™

,zae>0.

Zaista, K 7 je integrabilna za svaki ¢ i lako se vidi da konvergira k K;uS' kad e — 0.
Stoga vrijedi i FKS — FK,. FK7 je lako izracunati; dobije se

1
(1617 = (r —ie)?) -

(FEDET) = 1
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Iskoristimo li vezu izmedu f(+ i f(_, dobije se da vrijedi FK_ = lim.__,0 FK® u &', pri
cemu je
1
FK® = :
FREN) = e — (v o)

Nasli smo, dakle, na¢in da funkciju u (13) interpretirmo (na dva nacina) kao temperiranu
distribuciju, stoga je i njezina inverzna transformacija temperirana distribucija.

U jednoj prostornoj dimenziji fundamentalno se rjeSenje moze jednostavno izravno
dobiti. Zamjenom varijabli s ;=% — x i y := ¢ 4+ x, valni operator prelazi u oblik

L =40y, ,

pa slijedi jednadzba za fundamentalno rjesenje
405y K = 6(5)0(y) .

Odavdje slijedi da je svako fundamentalno rjesenje odgovarajuc¢a linearna kombinacija
distribucija

. 1 - 1

Ky = JH(s)H(y), Ko = —7H(s)H(~y),

Ky = —}lH(—s)H(y) CRy— %LH(—s)H(—y) |

Prva od gornjih funkcija vodi na fundamentalno rjesenje, dano s pomocu lokalno integra-
bilne funkcije
1 1
Ky = H(t—a)H(t+ 1) = 5H(t)H(z&2 —2?).
Nosac distribucije K je tzv. konus buduénosti, danst > 0,t+x > 0it—x > 0. Odatle
slijedi da je singularan nosa¢ od K unija dviju zraka iz ishodista, stoga valni operator
nije hipoeliptican (v. primjer 1). Sli¢na se razmatranja provode u preostala ¢etiri slucaja;
nosaci odgovarajuc¢ih distribucija su preostala tri konusa. Primjerice, nosa¢ fundamen-
talnog rjeSenja Ky je simetrican obzirom na ishodiste nosa¢u od Kj (konus proslosti).
Valni je operator specijalan slucaj Klein—Gordonovog operatora

L:=L:=0dy—A—m?,

pri éemu je m # 0. Isti racun, uz £2(€) := 47%|¢|? +m? umjesto 472|¢|?, prolazi i u ovom
slucaju. Tako npr. slijede Fourierove transformacije fundamentalnih rjesenja za lijeve i
desne valove
sin (27K (&)t)
27(€)
~ sin (27 (€)t)
K_(&t)=—-H(—t)—————
(€.0) = ~H ()2
Potpuno analogno, K 4+ 1 K_ mozemo dobiti kao limese L funkcija (s obzirom na varijablu
t) u smislu temperiranih distribucija, pa slijede formule
1

(FEL)(E 7) = lim (R R (i) |

‘ 1
(FK-)(& 1) = Jim, Am2(|€]2 +m2 — (1 +ie)2)

K(&t) = H(t)

- K+(§7 _t) ’

pri ¢emu je m := m/27 tzv. reducirana masa.
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Globalna rjesenja valnih jednadzbi

1. Uvod
Temelj Kvantne mehanike je Schrodingerova jednadzba koja ima izvorni oblik
'haw i A+ Vi)
th— = ——
ot 2m ’

pri ¢emu je h reducirana Planckova konstanta, m masa cestice, a V' potencijal polja u ko-
jem se cestica giba. Mi ¢emo se ograniciti na tzv. Schrodingerovu jednadzbu za slobodnu
cesticu (V' = 0). Schrédingerova je jednadzba nastala 1926. godine, u nastojanju da se
bolje opisu atomski spektri. Predlozio ju je austrijski fizicar E. Schrodinger po analogiji
s ve¢ poznatim rezultatima u valnoj optici. Iako su njena rjesenja zadovoljavala neka
ocekivana svojstva (npr. jednadzbu kontinuiteta), bilo je poteskoca pri njihovoj fizikalnoj
interpretaciji, s obzirom na to da su u pitanju kompleksne funkcije. Danas prihvacenu
interpretaciju rjesenja Schrodingerove jednadzbe dao je M. Born 1926. godine. Preciznije,
on je kvadrat apsolutne vrijednosti rjesenja [1)(x,t)|? interpretirao kao gustoco vjerojat-
nosti nalazenja Cestice u okolini tocke x, u trenutku ¢. RjeSenja stoga treba traziti medu
L? funkcijama (5to ima za posljedicu kvantizaciju energije).

Medutim, Schrodingerova jednadzba nije invarijantna na Lorentzove transformacije,
stoga ne moze dobro opisati ¢estice koje se gibaju relativistickim brzinama (bliskim brzini
svjetlosti). Najjednostavnije relativisticko poopéenje istodobno je predlozeno od strane
vige istrazivaca (E. Schrodinger, W. Gordon, V. Fock, O. Klein i drugi), iste 1926. godine.
To je poznata Klein—Gordonova jednadzba, koja ima oblik

1 0% m2c?
Taar TAVE T

pri ¢emu je ¢ brzina svjetlosti. Ona opisuje Cestice bez spina (npr. I mezone). Ovdje pak
nije moguce dati vjerojatnosnu interpretaciju rjesenja, jer se pokazuje da veli¢ina, koju bi
bilo prirodno nazvati gusto¢om vjerojatnosti, opcenito nije nenegativna. Pokazuje se da
je razlog u tome sto je Klein—-Gordonova jednadzba drugog reda u vremenu. Izlaz iz ovih
poteskoc¢a ponudio je P. A. M. Dirac, 1928. godine, linearizirajué¢i Klein—Gordonovu jed-
nadzbu. Medutim, zadovoljavajuéi fizikalan opis relativistickih cestica dala je tek Kvantna
teorija polja.

U ovom, posljednjem, poglavlju dajemo osnovne ocjene za linearnu Schrodingerovu,
valnu i Klein—-Gordonovu jednadzbu, te dajemo teoreme egzistencije za neka njihova ne-
linearna poopéenja. Tvrdnje najces¢e dokazujemo samo za Schrodingerovu jednadzbu,
dok za preostale dvije uglavnom navodimo rezultate.

Svaka se evolucijska jednadzba moze zapisati u obliku

(1) Ou = Lu+ N(u) ,

pri ¢emu je L linearan, a N nelinearan operator. Za Schrodingerovu jednadzbu ¢e L biti
Laplaceov operator. Najceséi oblik nelinearnosti je N(u) = —f(u), pri ¢emu je f realna
ili kompleksna funkcija. U tom slucaju, za valnu jednadzbu mozemo uvesti v := u, pa
imamo

@) G (=2 ) () (L)
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sto je upravo oblik (1).
Ako s R(t) ozna¢imo evolucijski operator za jednadzbu (1), onda je njeno rjesenje
dano s

(3) u(-,t) = R(t)u(-,0) +/0 R(t — s)N(u(s))ds .

Zbog toga su ocjene za linearne jednadzbe osobito vazne. Naime, ocjena rjesenja ce
ujedno biti i ocjena norme evolucijskog operatora, $to ¢e nam s obzirom na (3) dati
vazne informacije o rjesenju nelinearne jednadzbe (npr. jedinstvenost, uz neke uvjete na
nelinearni clan).

Osnovni aparat koji se koristi pri izvodenju linearnih ocjena je teorija interpolacije
razvijena u drugom poglavlju.

2. ’-L9 ocjene za linearne jednadzbe

2.1. Ocjene za Schrodingerovu jednadzbu

Promatramo pocéetnu zadaé¢u za homogenu Schrodingerovu jednadzbu na R"™ x R*:

tug — Au =10
(S) _
U(', 0) - UO 9
gdje je up kompleksna funkcija. Rjesenje u izrazava se formulom
1 |lz—¢|?
(4) u(@,t) = | Rz —&tuo(§)d§ = ——— [ e T up(§)dE,
n (4mit)z Jrn

koju formalno mozemo dobiti uvrstavanjem a = —¢ u poznatu formulu za rjesenje inici-
jalne zadace za jednadzbu provodenja, s koeficijentom provodenja a > 0:

u = aAu

u(-,0) =g .

Pretpostavimo da je ug € D. Djelujuéi Fourierovom transformacijom po z na jednakosti
u (S), dobijamo Cauchyjevu zadaéu za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

4 2:10120
©) {ut Arcilél*a =0

u(-,0) =ap .
Rjesenje gornje zadace dano je s
(5) (e, t) = e' T G
odakle uzimanjem inverzne transformacije slijedi formula

(6) u(m,t) _ / 627rix~§€47r2i|§\2ta0 .

Odavdje, na potpuno analogan nacin kao i pri nalazenju fundamentalnog rjesenja za
Schrodingerov operator, dobijamo formulu (4).

51



Globalna rjesenja valnih jednadzbi

Oznacimo s R(t) evolucijskim operator za Schrodingerovu jednadzbu, tj. operator
koji poc¢etnom podatku ug pridruzuje funkciju u(t), rjesenje u trenutku t:

(7 1) = R(tyuo = [ R un(e)ds
Tada iz (4) slijedi ocjena

(8) [uls Dl = [R@)uol[e <

—|lu .
gl

S druge pak strane, uzimanjem L?-norme u (5), kao posljedicu Plancherelovog teorema
imamo sacuvanje naboja

(9) [u(-,t)llpz = [[R()uoll2 = lluollyz -

Buduéi da su glatke funkcije s kompaktnim nosacem guste u L2(R"), R(t) je izometrija
prostora L?(R"). Nadalje, iz istog razloga R(t) preslikava L'(R"™) u L®°(R") i vrijedi
ocjena (8). Sada, iz teorema I1.4 (Riesz—Thorin), uz pg = 1, go = 00, p1 = q1 = 2, te My =
(47rt)_"/ 24 M; =1 slijedi 17 ocjena za rjeSsenje homogene linearne Schrodingerove
jednadzbe

(10) (peL2) ful- 0l = IRuly < @ty G5 fugy,

Gornja je ocjena zapravo ocjena norme evolucijskog operatora R(t), stoga zapisimo

(1) IR oy < ()" 3 73).

Primjetimo da je (11) pogodnija ocjena od (10), utoliko $to je mozemo primijeniti i u
slucaju kad jednadzba koju promatramo nije linearna. To slijedi iz formule za rjesenje

(3).

Na osnovu Duhamelovog principa, za nehomogenu zadac¢u

iug — Au = f
{ u("o):U’Ov

dobivamo formulu

12 )= [ Ra-cow@d+ [ [ Ra-gt-9fesdsis.

koju s pomocu evolucijskog operatora mozemo zapisati u kompaktnijem obliku (isp.(3))

(13) u(z,t) = R(t)uo + /0 R(t—s)f(-,s)ds .

I u ovom se slucaju izvode energetske nejednakosti, no u to se ovdje ne¢emo upustati.
Formula (13) je osobito pogodna pri izvodenju prostorno-vremenskih ocjena.
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2.2. Ocjene za valnu i Klein—Gordonovu jednadzbu

Promatramo Cauchyjevu zada¢u za homogenu valnu jednadzbu na R"™ x R™:

Ut — Au=0
Ut<',0) =u,

te za homogenu Klein—Gordonovu jednadzbu
Ut — Au+u=0
(KG) u(-,0) =0
ur(+,0) = uy .

U oba je slucaja u; realna funkcija.

Oznacimo sa S(t) evolucijski operator za valnu, a s T'(t) za Klein-Gordonovu jed-
nadzbu; drugim rije¢ima, operator koji pocetnoj brzini u; pridruzuje rjesenje pripadne
jednadzbe u trenutku ¢. Kao i u slucaju Schrodingerove jednadzbe, zanimati ¢e nas za
koje su p i g gornji operatori ogranic¢eni s L?(R") u LY(R").

Uvedimo najprije neke oznake. Za n > 3 definirajmo sljedec¢e tocke u ravnini:

po (1, 1 1 1
=\ n+12 n+1)
1 11 1
Pyi= (5= - ,

2 n—1"2 n—1

1+ 1 1+ 1
2 n—12 n—-1/)"

dok u slucajevima n = 1 ili 2, definirajmo P := (0,0) i P3 := (1,1). Takoder definirajmo

Ps -

Oznac¢imo, nadalje, s 7 zatvoren trokut kojemu su vrhovi tocke P, P» i Ps.
Vrijedi sljedeci
Teorem 1. Neka sul < p,q < oo. Tada su operatori S(t) i T(t) ograniceni s LP(R") u

L%(R™) za svakit > 0, ako i samo ako (1/p,1/q) pripada trokutu 7T . .

Dovoljnost u teoremu 1 slijedi iz LP-L? ocjena. U slucaju valne jednadzbe ocjena je
dana sljede¢im teoremom.

Teorem 2. Neka je (1/p,1/q) € T. Tada postoji konstanta C' > 0 tako da vrijedi
I1S(tyurlls < Ctllun s

gdjejeb=1—-n/p+n/q.

U slucaju Klein—Gordonove jednadzbe imamo slican rezultat:
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Teorem 3. Neka je (1/p,1/q) € T. Tada postoji konstanta C' > 0 tako da vrijedi
IT@)wr]le < Clullps

pri ¢emu je a po dijelovima afina funkcija u 1/p i 1/q:

n=2_p <1 - %) , u trokutu Py P5Ps

+ (n—2) (1 — %) , u trokutu Py PyFPs
n

T

n

p’

u cetverokutu PyP3P5Fs
u cetverokutu PoyPoPyFyg .

S
I
| wl:m: <

I3

"
Primijetimo da je gornje ocjene dovoljno dokazati u odgovaraju¢im vrhovima F;, jer
tada zbog Riesz—Thorinovog teorema te ocjene vrijede i na njihovoj konveksnoj kombinaci-
ji. Ocjene za Klein—Gordonovu jednadzbu, medutim, zahtijevaju interpolaciju prostora
L i BMO (tzv. prostora funkcija ograni¢ene srednje varijacije). Kako te tehnike u ovom
radu nisu razvijene, teorem 3 ne¢emo dokazivati.
U slucaju teorema 2, najinteresantniji je vrh Py, koji lezi na praveu dualnosti 1/p +

1/qg=1.
Rjesenje zadaée (W) dano je s u(-,t) = K(-,t) * uj, pri Cemu je
- sin (27|¢|t)
R (e, 1) = 2Tl
S0 = o

Ulozimo ovaj operator u analiticku familiju
Ko (&,1) = (2m[)7* 2 Ty p (2m[<2)

Za Rez = ”T"H operator Kz(f, t) ograni¢en. Naime vrijedi

Ra(6.t) = ('5') I (2rlele)
2

pa je |K (§,1)] < 5, stoga K * preslikava L2 u L?. Inverzna transformacija gornje familije

ima oblik (v. (II.33))
2 —Z
K. (z,t) = c. (1 — |xt| )Jr ,
stoga, za Rez = 0, K,* otito preslikava L' u L®. Sada, primjenom Riesz-Thorinovog
teorema u z = ”T_l, slijedi da je K,x ogranicen s P u L4, pri ¢emu su p i ¢ koordinate
tocke P, te vrijedi ocjena iz teorema.

3. Prostorno—vremenske ocjene za linearne jednadzbe

Prostorno—vremenske ocjene za rjesenja linearnih valnih jednadzbi, u velikoj mjeri
slijede iz restrikcijskog teorema za Fourierovu transformaciju (teorem I1.5). Naime, pri
ocjenjivanju rjesenja homogene jednadzbe, potrebno je interpretirati rjeSenje problema
(B), formuliranog u odjeljku I1.4, kao tvrdnje o rjesenjima parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi.

Trebat ¢e nam sljedeca lema ([Y], str. 133, korolar 1):

Lema 1. Za svaku funkciju u € LY(0,T;LP(R™)) vrijedi sljedeéa nejednakost:

b
[ wyan < [t
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Propozicija 1. Neka je u rjesenje inicijalne zadace za Schrédingerovu jednadzbu na

R" xR
iug — Au=f
u(+,0) =g .
Pretpostavimo da su f € LP(R"1), ug € L2(R"), pri ¢emu je p = 2(n+2)/(n+4). Tada
jeu € Lp/(R”H) i vrijedi ocjena

lull i < € (luollLz + [ fllee) -

Dokaz. Primijetimo da rjeSenje gornje zada¢e mozemo zapisati u obliku

ua, 1) = /M 0 (€)e2TEEHT) gy, /0 CR( = ) (5) ds

pri cemu je du = 0, _orj¢2dédT mjera koncentrirana na skupu M := {(§,7) € R .
T — 27|¢|? = 0}. Ploha M je prve vrste (primjer 11.6), pa ocjena za prvi élan na desnoj
strani gornje jednakosti slijedi iz teorema II.5.

Oznacimo li s v drugi ¢lan na desnoj strani gornje jednakosti, te primijenimo lemu 1 i
iskoristimo ocjenu norme evolucijskog operatora za Schrodingerovu jednadzbu, dobivamo

[0 )l S/O(47T(t—T))—THf(',T)HLpdT,

gdje jer =n/(n+2). Kako je 1/p—1/p' =1 —1r =2/(n+ 2), to mozemo primijeniti
teorem o razlomljenoj integraciji ([Stein], str. 119), odakle slijedi ||v]|;,» < c[|f]|;». Time
je ova propozicija dokazana.

Q.E.D.
Ocjene za valnu i Klein-Gordonovu jednadzbu dane su u sljedecoj

Propozicija 2. Neka je u rjeSenje pocetne zadace za Klein—Gordonovu (m > 0) ili valnu
jednadzbu (m = 0) na R" x R

utt—Au+m2u:f
u(-,0) =0
u(+,0) = uy .

Pretpostavimo da su f € LP(R") te uy € X, pri éemu je X = L?*(R") u slucaju
Klein-Gordonove, odnosno X = H™Y(R") u slucaju valne jednadzbe, a za indeks p vrijedi
(q:=p):
(a) Ako je m > 0, onda je

2(n+1) <p< 2(n+2)

n+3 n+4
2(n+2) <q< 2(n+1)

n n—1

Y

)

za n > 2, odnosno

6
1<p<g, 6<qg<oo,
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zan = 1.
(b) Ako je m =0, onda je

20+1) _2An+1)

n+3 ' n—1

Tada je u € Lp/(R”H) i vrijedi ocjena

[ull e < C (luallx + 11 fllLe) -

Dokaz. Dokazujemo gornju ocjenu u slu¢aju homogene jednadzbe (f = 0). Definirajmo,
kao i ranije, oznaku x2(¢) := |£|? + m?2, pri cemu je m := m/27 tzv. reducirana masa.
Primjenom Fourierove transformacije slijedi formula za rjesenje

_ ami(a-etr(e)t) W1(E)
u(:r;,t)—/ne + t2m(§)d§
B ami(we—n(e)t) W1(E)
/n ‘ 2ik(€) dc

Gornja se formula moze zapisati u obliku
e )= [ IR
Rn+1

gdje je du = ﬁéﬂ_ﬁz(@d&h mjera koncentrirana na hiperboloidu (m > 0), odnosno

konusu (m = 0), danom s M := {(¢,7) € R*! : 72 = |£]? 4 m?}. Funkcija F dana je
formulom L.
F(e) = { Z?fl(é), na plastu 7 = x(¢)
—51(§), na plastu 7 = —x(§) .

Sada, koriste¢i pretpostavke na u; i Plancherelov teorem, slijedi nejednakost

1 1
Fllveisy < 5 [ gy ia P de < Clunlly
1Fhsann < 5 | gl @) Jurll
Kako je ploha M je druge, odnosno trece vrste (primjeri I11.7 i I1.8), trazena ocjena slijedi
iz teorema I1.5.

Q.E.D.

4. Postojanje rjesenja nelinearnih jednadzbi

Ovdje ¢emo se ograniciti samo na globalnu egzistenciju rjeSenja nelinearnih valnih
jednadzbi. Pod globalnom egzistencijom razumijevamo vremenski globalnu egzistenciju,
drugim rije¢ima, postojanje rjesenja za sve t € [0,00) (odnosno t € R); za razliku od
(vremenski) lokalne egzistencije, gdje se zahtijeva postojanje rjesenja samo na nekom
netrivijalnom vremenskom intervalu [0,7], za T > 0. Koncentrirat ¢emo se na dvije
jednadzbe.

Nelinearna valna jednadzba ima oblik

(NLW) Ut — Au + f(u) =0 s
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pri cemu je f neprekinuta realna funkcija koja zadovoljava f(0) = 0. Nadalje, F' ¢e
oznacavati onu primitivnu funkciju funkeije f, za koju vrijedi F(0) = 0. Cesto se izdvajaju
dva specijalna slucaja: (NLWy), u kojem je f'(0) = 0 i tzv. nelinearna Klein-Gordonova
jednadzba (NLKG), kad je m? = f’(0) > 0. U fizici m ima interpretaciju mase, pa se
ponekad kaze da (NLWj) opisuje bezmasene, a (NLKG) masivne ¢estice.

Nelinearna Schrodingerova jednadzba je oblika

(NLS) iug — Au+ f(u) =0,

gdje je f : C — C neprekinuta funkcija koja zadovoljava f(0) = 0. Pretpostavit ¢emo
daje f(u) =g (|u|2) u, pri ¢emu je g realna funkcija. Neka je, nadalje, F'(u) := %G (|u|2),

gdje je G primitivna funkcija za g koja zadovoljava G(0) = 0.

Primjer 1. [Ilustrirajmo problem globalne egzistencije rjesenja na jednostavnom primjeru
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Utt—f—Us:O i wtt—w3:O.
Mnozenjem prve s v; dobijamo sa¢uvanje energije

1
vt2 + vt

= E = const,
2

§to povlac¢i da sva njena rjeSenja leze na zatvorenim krivuljama u faznom prostoru i postoje u
svim vremenima.
S druge pak strane, iz preostale jednadzbe na isti na¢in dobijamo

Stoga rjesenje s danom energijom E i poc¢etnim uvjetom w(0) = wy zadovoljava

1
w 1 -3
t = / (E + S4> dS y
wo 2

ukoliko je £ > 01 w'(0) > 0. Neka je T vrijednost gornjeg integrala od wg pa do beskonaé¢no.
Tada w(t) — o0, za t — T', pa imamo eksploziju rjeSenja u trenutku 7'
Odavdje vidimo da veé i predznak nelinearnog ¢lana moze biti odgovoran za globalnu

egzistenciju ili eksploziju rjeSenja u kona¢nom vremenu. .

Kao sto smo vidjeli u prethodnom primjeru, vazno svojstvo rjesenja diferencijalne
jednadzbe je ocuvanje energije.

Lema 2. Pretpostavimo da za (klasicno) rjesenje u (NLW) na R™ x R postoji R > 0
tako da vrijedi ocjena

.
(14) (Vt€e RT)(Vo € R") [z 2 R = |pj(z,1)] < T = Lan,
pri ¢emu je p; gustoca impulsa definirana s pj(z,t) = (Ou) (O;u). Tada u zadovoljava

sljedeci zakon sacuvanja energije:

(15) Bu) = / (%u? + %|Vu|2 + F(u)) dz = const.
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Dokaz. Pomnozimo li (NLW) s u;, nakon uvazavanja pretpostavke o F' dobijamo
UtUtt — utAu —+ (F(u))t =

Odavdje, dodavanjem i oduzimanjem Zj (0;0pu) (Oju), te odgovaraju¢im grupiranjem
dobijamo jednakost u divergentnom obliku

n
(9te—ij =0,
j=1

pri cemu je e gustoca energije definirana s

1 1
e = —up + =|Vul* + F(u) .
2 2
Integrirajuéi gornji identitet po kugli K(0, R), zbog (14) slijedi ocjena
C
‘Gj / edr| < —
K(0,R) R

odakle prelaskom na limes R — oo dobivamo tvrdnju.
Q.E.D.

Lema 3. Neka je u rjesenje za (NLS) na R" x R. Tada vrijedi zakon sacuvanja energije

(16) E(u) = / (%yvm? + F(u)) dx = const,

te zakon odrZanja naboja

/ lu|® dz = const.

Dokaz. Mmnozenjem jednadzbe s u; i integriranjem po R'™ dobije se

i/utﬂtd:v—/Auﬂtda:+/f(u)ﬂtdx:O.

Zbog div (Vuus) = Auty + Vu - Vg i teorema o divergenciji imamo

i/|ut]2 dx+/Vu~Vatd:c+/g(]u|2)uﬂtdw—O.

Uzimanjem realnog dijela dobivamo %E (u) = 0, odakle slijedi sacuvanje energije. Mno-
zenjem jednadzbe s iu i uzimanjem realnog dijela dobivamo preostalu nejednakost.

Q.E.D.

Kao i ranije, ozna¢imo s u(t) rjesenje jednadzbi u cas t € R. Nadalje, neka F(u(t))
oznacava energiju u istom trenutku. Konacnost energije ima za posljedicu da je u(t) € X,
pri cemu je X = H'(R") x L?(R) u sluéaju (NLW), odnosno X = H'(R") u slucaju
(NLS). Definirajmo k tome i prostore X; = H?(R") x H!(R), odnosno X; = H%(R") za
(NLW) i (NLS) redom. Za pocetak je prirodno traziti rjesenja medu slabo neprekinutim
funkcijama u : R — X.

Definicija. Kazemo da je funkcija u : R — X slabo neprekinuta, ako je za svaki A € X’
preslikavanje t — (A, u(t)) neprekinuto.
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Teorem 4. (Egzistencija slabog rjesenja) Promatrajmo i (NLS) i (NLW), te pret-
postavimo da vrijedi

(17) F(u) > —cluf*,

za neku konstantu ¢ > 0 1
| F'(u)]
| f(w)]

Tada za svaki pocetni uvjet, za koji je E(u(0)) < oo i u(0) € L?(R™) postoji slabo
neprekinuto rjesenje u : R — X jednadzbe (NLW) ili (NLS), koje zadovoljava

(18)

— 00 pri |u| — 0.

(VteR) FE(u(t)) < E(u(0)) .
"
Primjetimo da gornji teorem ne kaze niSta o jedinstvenosti slabog rjesenja. Uvjet
(18) znadi da F raste sporije od eksponencijalne funkcije. Moguée su i druge pretpostavke
u prethodnom teoremu. U slucaju (NLS) uvjet (17) mozemo oslabiti do

4
(19) F(u) > —c(|u]® + [u|?™), zaneki g < 1+ — .

n
S druge pak strane, za (NLW) mozemo zamijeniti (17) i (18) jedinstvenim uvjetom
(20) uf(u) >0.

On povlaéi da je F(u) > 0, medutim, dozvoljava proizvoljan rast u beskonacnosti, primj-
erice f(u) = uet’.

Teorem 5. (Jako rjeSenje konacne energije) Pretpostavimo da (17) vrijedi za

(NLW), te (19) za (NLS). Neka je, nadalje, f funkcija klase C! koja zadovoljava
(21) (@) < e (14 [ufP™)

za neku pozitivnu konstantu c, pri cemu je

l<p<1+

n>3J3,

(22)

n_?
l<p<oo,n=1,2.

Tada postoji slabo rjesenje u koje je i jedinstveno. K tome je u : R — X i jako
neprekinuta funkcija, koja zadovoljava

(VteR) E(u(t)) = E(u(0)).

"
Sljedeci teorem spada u klasu tzv. teorema regularnosti, koji daju pripadnost rjesenja
nekoj klasi funkcija, ako je i pocetni uvjet u toj istoj klasi.

Teorem 6. (H? rjeSenje) Pretpostavimo da f zadovoljava uvjete teorema 5. Uko-
liko su pocetni podaci iz X1, onda je jedinstveno rjesenje (NLW), odnosno (NLS), jako

neprekinuta funkcija s vrijednostima u X;. .
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Teoremi egzistencije zasnivaju se na apriornim ocjenama, stoga ¢emo zapoceti disku-
siju dokaza gornjih teorema izvodenjem relevantnih ocjena. Tretirat ¢emo samo (laksi)
slucaj (NLS).

Osnovna veli¢ina je energija. Prema lemi 3 energija i L? norma su sac¢uvane. Uz
(19) imamo
/|Vu|2da:— B(u(0 >>—/ ) de

—Fc/|u|20la:—|—c/|u|qJ“:l dz .

Prva su dva ¢lana u gornjoj nejednakosti, po spomenutoj lemi, konstante. Stoga je do-
voljno ocijeniti posljednji ¢lan.
Po teoremu 1.13 (Soboljev-Gagliardo Nirenberg) slijedi da je H' (R™) ulozen u prostor
L2 (R"™), pri cemu je 2% =5—3 SobOIJeVIJeV konjugat indeksa 2, te vrijedi (Soboljevljeva)
nejednakost
lullpze = [lull | 20, < CIVullg: .

S druge pak strane, prema mterpolacuskOJ nejednakostl (korolar 11.2) slijedi da je
1—
lellpee < fullgzllull 2.

pri ¢emu je o = Ll — ”T_Q Konacno, iz prethodnih nejednakosti dobivamo ocjenu

/|Vu|2dx < E(u(0)) + c/ |u|? da
R2(a+1)-n(g-1)] §(a-1)
+c (/ |u|? dx) (/ ]Vu]de) :

Ovo je glavna ocjena koja se koristi u dokazu teorema 4. Pretpostavka ¢ < 1 —|— =
povlaci % (g — 1) < 1 odakle slijedi ogramcenost / |Vu|? dzr, §to pak povladi i ogranlcenost

(23)

[ F(u)dz. U graniénom slucaju ¢ = 1+ ﬁ slijedi nejednakost

/|u|2+i dr < (/|u|2dx>i (/|Vu|2dx> |

U svjetlu teorema 4, glavni zakljucak teorema 5 je jedinstvenost. Radi jednostavnosti
zamijenimo uvjet (21) slabijim uvjetom

(24) ()] < cluP™t

Neka su u i v dva rjesenja (NLS) koja zadovoljavaju isti pocetni uvjet. Tada zadovoljavaju
integralnu jednadzbu

t
) =olt) = [ Rlt=m)(f(ur) = fu(r))dr
pri ¢emu radi jednostavnosti zapisa stavljamo u(t) := u(-,t). R(t) je evolucijski operator

za Schrédingerovu jednadzbu, definiran u (7). Uzmemo li LP*! normu na obje strane
gornje jednakosti, s pomocu ocjene (10) dobijemo

Ju(t) = vl < /0 (4t = 7)1 (r) = FEEO e dr

60



Egzistencija rjesenja nelinearnih valnih jednadzbi

%%. Primijetimo da je, zbog (22), r > 2, pa je jezgra (t — 7')_% lokalno

pri cemu je r :=
integrabilna.
Zbog pretpostavke da je f funkcija klase C!, iz teorema srednje vrijednosti slijedi

da za svaki 7 postoji w(7) < max{u(7),v(7)}, tako da vrijedi

flu(r)) = f(o(7)) = f(w®)(u(r) —v(r)) .

p+1 . . . . e . .
Uzimanjem L »~ norme u gornjem izrazu, te koristenjem pretpostavke (24), slijedi ocjena

IUWﬁD—f@ﬁMhﬁlSﬂwﬁffW@?—Mﬂmpﬂ'

L P

Odavdje pak primjenom korolara II.1 slijedi

t 2
Jut) = o) < c [ (e =r)7F (I + B L) () = o(r) e dr

S druge pak strane, zbog (22) i teorema ulaganja (teorem I1.5) slijedi da je za svaki T' > 0
L>°(0,T; H') C L>®(0,T;LP*1), stoga gornja nejednakost prelazi u

_2
sup [[u(t) = v(t)|[gpr < T 7 sup fJu(t) = v(t)[|ppr -
0<t<T 0<t<T

Odatle zaklju¢ujemo da je u = v na svakom vremenskom intervalu [0, T'] za koji je T <
1. Ponavljajuéi isti postupak slijedi da je w = v na [T, 2T, [2T,3T],. .. ; stoga je u = v za
svaki t.

Skicirajmo dokaz teorema 4 u slucaju Schrodingerove jednadzbe, ispustajuéi neke
tehnicke detalje. Pretpostavimo da vrijedi (18) i (19), te da je f funkcija klase C! (sto
nije ogranicenje, jer je f neprekinuta, pa se moze aproksimirati glatkim funkcijama). Ideja
dokaza je u tome da odrezemo funkciju f za velike u. Stoga pronalazimo niz (f;) takav da
fj — f uniformno za ogranicene u, da svaki f; zadovoljava (21) i (22) (Sto je ispunjeno
ukoliko je svaka f; npr. ogranicena), te da (18) i (19) vrijedi za svaki f;, uniformno po j.
Za ¢vrsti j mozemo stoga primijeniti teorem 5 i zakljuciti da postoji jedinstveno rjesenje
uj € C(R; HY(R™)) jednadzbe

(25) i0ju; — Auj + fi(u;) =0,

te (zbog uniformne konvergencije niza (f;)) vrijedi zakon sacuvanja energije

1 1
/<§]Vuj|2+Fj(uj)> dr = / (§|Vuo|2+Fj(u0)) dx < const.

i zakon sacuvanja naboja
/|uj\2dx = / lug|? dz

uniformno po ¢ i po j. Pretpostavka (19) ima za posljedicu da je (uj) ograni¢en u H!
(ocjena (23)), takoder uniformno po ¢ i po j, stoga je (u;) niz u L°(R; H!(R")). Zbog
toga (u;) ima slabo * konvergentan podniz, oznac¢imo ga ponovo s (u;), tako da u; — u
u slaboj * topologiji na L°(R;H!(R")). No onda konvergira i u smislu distribucija, pa
linearni ¢lanovi u (25) konvergiraju slabo.
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Valja jo§ pokazati da niz (f;(u;)) konvergira u nekom smislu k f(u). Pokazat ¢emo
da konvergira skoro svuda.

Za svaki ogranicen skup B C R" je H'(B) kompaktno ulozen u L?(B). Medutim,
treba nam kompaktnost i u vremenu. Za velike u; iz (18) i ogranicenosti integrala
[ Fj(u;) zakljuéujemo da je (f;j(u;)) u L}(R™), dok za male u;j iz L? ocjena slijedi
da je (f;(u;)) u L*(R") uniformno po t. Odatle slijedi da je niz (f;(u;)) ograni¢en u
L®°(R; LY (R™) + L2(R")), pa iz jednadzbe vidimo da je niz

i0juj = Auj — fiuj) =0,

ograni¢en u L®°(R; H~!(R") + L?(R")). Prema Aubinovom teoremu kompaktnosti ([Ta],
str. 50,51), postoji podniz, ponovo ga oznac¢imo s (f;(u;)), koji konvergira k f(u) skoro
svuda.

Da bi imali rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe, konvergencija niza (f;(u;))
mora biti barem u distribucijama, medutim to slijedi iz konvergencije skoro svuda i E-
gorovljevog teorema ([Y], str. 16).
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