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Predgovor

Promatrajuci osnovne jednadzbe linearne teorije elasticnosti za staticke zadace, dolaz-
imo do osnovnih rubnih zadaca teorije elasti¢nosti. Kod izvoda osnovnih rubnih zadaca
pretpostavljamo da su rjesenja pomaci u € C3(2; R3). Postavljamo varijacijsku formu-
laciju i uvjete za slaba rjeSenja prve osnovne rubne zadace teorije elasticnosti. Posebno
analiziramo slucajeve kada tenzor deformacije ili tenzor naprezanja mozemo zbog poseb-
nosti rubnih uvjeta i vanjskog opterecenja svesti na dvodimenzionalan tenzor. Uvodimo
Airyjevu funkciju naprezanja klase C* i rjeSavanje rubne zadaée svodimo na rjeSavanje
biharmonijske jednadzbe s rubnim uvjetima Dirichletovog tipa. Kako bismo ustanovili
da li postoje i slabija rjesenja formuliramo pripadnu varijacijsku zadaéu i dokazujemo
jedinstvenog njenog rjesenja. Na kraju rjeSavamo numericki primjer za slucaj ravninskog
naprezanja.

Zahvaljujem mentoru dr.Nenadu Antoni¢u na trudu ulozenom u pomo¢ pri izradi
diplomskog rada.
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1. Osnove mehanike kontinuuma

1.1. Kontinuum

Trodimenzionalni euklidski prostor oznac¢imo s E3.

Kontinuum € je povezana glatka 3-dimenzionalna mnogostrukost. Radi jednostavnosti
uzimamo da je Q regularno podruéje u R?.

Deformacija kontinuuma 2 je dovoljno glatka (klase C?) injekcija f : Q — E3 sa
svojstvom da je, za svaki x € €2, detVf(x) > 0. To posebno znaci da je V{(x) regularan
operator na V3, translacijskom prostoru pridruzenom euklidskom prostoru E3. Preslika-
vanje x : Q x R — E3 klase C? takvo da je f = x(+,t) deformacija kontinuuma za svaki
t € R, nazivamo gibanje kontinuuma. Konfiguraciju kontinuuma x(£2,¢) u trenutku ¢
oznacavamo s €);, a prostornu tocku x u kojoj se nalazi materijalna tocka p u trenutku ¢

x = x(p, t).
Trajektorija gibanja kontinuuma €2 je skup
T ={(x,t) : x € Q,t € R}.

Gustoéa mase kontinuuma € je funkcija p: 7 — R™.
Polja definirana na 2 x R nazivamo materijalna polja. Materijalnu tocku na mjestu x
u trenutku ¢ oznacavamo s

P = p(X7 t)'

Brzinu materijalne tocke definiramo kao parcijalnu derivaciju po vremenu

x(p,t) p,t),

0
= aX(
a ubrzanje materijalne tocke kao drugu derivaciju:
2
= 5

Polja definirana na trajektoriji gibanja 7 nazivamo prostorna polja. Prostornu brzinu
v : T — V3 definiramo s

X(p, 1) (p,1).

v(x,t) = x(p(x,t),t),
dok je prostorno ubrzanje definirano s
a(x,1) = ¥(x,1) = K(p(x, ), ).

Materijalna vremenska derivacija opcenitog vektorskog prostornog polja f je prostorno
polje oznaceno s f, a definirano s

f = gtf(x(p, t),t)

. of
= [Vi(x,t)x(p(x,t),t) + a(x, t)

= [Vix,t)]v(x,t) + gf(x, t).

|p:p(x,t)



1.2. Sustav sila i zakoni sacuvanja

Gustoca povrsinske sile je vektorsko polje
s: 7T x S? — V3,
dok je gustoc¢a volumne sile vektorsko polje
b: 7T — V3.

Par (s, b) smatra se sustavom sila ako je
a) s(x,t,n) za svaki t € R in € S? glatka funkcija po x €
b) b(x,t) za svaki t € R neprekidna funkcija po x € €.

Zakon sacuvanja mase. Promatramo tijela s neprekinutom razdiobom mase s obzirom
na Lebesgueovu mjeru (volumen). Masa podrucja P C Q u trenutku ¢ je integral polja
gustoce

m(P) = /p(x, t)dx.
P

Za bilo koju deformaciju f postoji polje gustoce pg na f(£2) tako da je masa svakog dijela
PCQ

m(P) = /pfdx.
£(P)

Razdioba mase tijela € je klasa polja gustoée pg : f(2) — R, za svaku deformaciju f,
takvih da vrijedi

/ prdx = / pg dx = m(P)
£(P) g(P)
za svaki dio P C () i za svake dvije deformacije fi g. Tada kazemo da je zadovoljen zakon
sacuvanja mase.

Zakon sacuvanja impulsa. Polja p,v,s i b zadovoljavaju zakon sacuvanja impulsa
ako za svako ograniceno podrucje P C Q it € R vrijedi

/p\'/dV:/b(x,t)dV—i—/s(x,t,n)dS.
P, P OP;

Zakon sacuvanja momenta impulsa. Polja p,v,s i b zadovoljavaju zakon sacuvanja
momenta impulsa ako za svako ograni¢eno podrucje P C Q it € R vrijedi

/p(r X v)dV = /r X b(x,t)dV + / r x s(x,t,n)dS.
P, P, oP;

1.3. Cauchyjev teorem

Teorem 1. (Cauchyjev teorem o postojanju naprezanja) Neka je (s,b) sustav sila
na 2. Nuzan i dovoljan uvjet da su zadovoljeni zakoni sacuvanja je da postoji tenzorsko
polje T na T ( Cauchyjev tenzor naprezanja ) takvo da je

e za svaki jedinicni vektor n
s(x,t,n) = T(x,t)n;



e T € Sym,;
o T zadovoljava jednadzbu gibanja

divT + b = pv.

Matricu T = (7;;(x, t)) nazivamo tenzor naprezanja u tocki x. Komponente naprezanja
u smjeru vektora baze e; odredene su izrazom

Tij = Si(X,t,e]’) = (T<X7 t)ej) "€ >i7j = 17273-

Komponente 7; ,7 = 1, 2, 3 nazivamo normalna naprezanja, a komponente 7;;, ¢ # 7, ,] =
1,2, 3 tangencijalna ili posmicna naprezanja.

Divergencija tenzorskog polja T je jedinstveno vektorsko polje divT takvo da vrijedi
(divT) - a = div(T7a), za svaki vektor a.

Za odredene skupove tenzora s nekim posebnim svojstvima koristimo posebne nazive
ioznake:

e Lin — skup svih tenzora,

e Lin™ — skup svih tenzora T za koje vrijedi detT > 0,

e Sym — skup svih simetri¢nih tenzora,

e Skw — skup svih antisimetri¢nih tenzora,

e Orth — skup svih ortogonalnih tenzora (QQ* = QTQ = 1),

e Orth™ — skup svih ortogonalnih tenzora Q za koje vrijedi detQ > 0.

Materijalno tijelo je tijelo B s razdiobom mase p i klasom dinamickih procesa C.
Klasu dinamickih procesa C nazivamo konstitucijska klasa tijela i sastoji se od dinamickih
procesa konzistentnih s konstitucijskim pretpostavkama na tijelo.

Dinamicki proces je par (x, T), pri cemu:

e X je gibanje,
e T je simetricno tenzorsko polje na trajektoriji 7 od x,

e T(-,t) je glatka funkcija na ;.



2. Elasti¢nost

2.1. Elasti¢no tijelo

Elasticno tigelo €) je materijalno tijelo ¢ija je konstitucijska klasa C definirana pripad-

nom glatkom funkcijom R
T : Lin" x Q — Sym,

tako da je C skup svih dinamickih procesa (x, T) konzistentnih s jednakoséu

~

T(x,t) = T(F(p,?),p)
gdje je T(x,t) naprezanje u x = x(p, t), a F(p,t) gradijent deformacije.

Vektorsko polje by = (detF)b naziva se volumna sila na referentnoj konfiguraciji.
Kontaktno polje na referentnoj konfiguraciji, polje S : 2 x R — Lin definirano sa
S = (detF)T(F)~T nazivamo Piola-Kirchoffov tenzor naprezanja. Tenzor S zadovoljava
jednadzbu gibanja

divS + by = ppX,

pa stoga i zakone sacuvanja.
Konstitucijska jednadzba za elasticno tijelo poprima oblik

S = S(F).
Ponasanje konstitucijske jednadzbe u okolini Vf = I odredeno je linearnom transforma-
cijom
C:Lin — Lin
definiranom kao diferencijal funkcije S:
C = DS(I).
Tenzor C naziva se tenzor elasticnosti . Svojstva tenzora elasti¢nosti su
e C[H] € Sym za svaki H € Lin;
e C[W] =0 za svaki W € Skw.

Promatramo referentnu konfiguraciju €2; i tocku x € €2;. Uslijed nekog djelovanja po-
drugje €, transformira se u podrugje €2}, a tocka x u tocku y. Navedenu transformaciju
mozemo opisati funkcijom

y(x) =x+u(x)

gdje se u(x) naziva vektor pomaka.



Matricu € = (¢;;) nazivamo konacni tenzor deformacija, gdje je
1
€= §(Vu+VuT—|—Vu-VuT).
Ukoliko promatramo samo linearni dio dobivamo tenzor malih deformacija:

E:;(vu+vdﬂ.

2.2. Linearna elasti¢nost
Osnovne pretpostavke su
e S(I) = 0, t.j. rezidual naprezanja u referentnoj konfiguraciji iscezava
e gradijent pomaka Vu je malen.

Promatramo ponasanje konstitucijske jednadzbe za slucaj kad Vu tezi k nuli uz relaciju
F=1+Vu.

Teorem 2. (Asimptoticki oblik konstitucijske jednadzbe) Neka rezidual naprezanja

1scezava. Tada je X
S(F) = CIE] + o(Vu)

pri Vu — 0, gdje je C tenzor elasticnosti, a
1
E=§Wu+mﬂ)

tenzor deformacija.

Dokaz. Kako rezidual naprezanja iscezava, uz prethodne pretpostavke i Taylorov razvoj
vrijedi
S(F) =S(I+Vu) = S(I)+ DS(I)[Vu] + o(Vu)
= C[Vu] + o(Vu)
CIE] + o(Vu)
Q.E.D.

Osnovne jednadzbe linearne teorije elasti¢nosti na podrucju €2 su

S = C[E],

E:;Nu+WF%
divS + by = poti.
Kod statickih zadaca jednadzba gibanja postaje jednadzba ravnoteze i glasi
divS 4+ by = 0.

U daljnjem razmatranju pretpostavljamo da je referentna konfiguracija u slucaju F =1,
sto povlaci S = T, by = b i pg = p, pa osnovne jednadzbe linearne teorije elasti¢nosti na
podrugju €2 imaju oblik

T = C[E],



1
E = §<Vu + VU.T),
divT +b = 0.

Ako C ne ovisi 0 x € €2, kazemo da je gradivo homogeno. Gradivo je izotropno u
materijalnoj tocki x ako je grupa simetrija u tocki x upravo Orth™[G, str. 169]. Vrijedi
sljededi teorem |G, str. 230-232],

Teorem 3. (Poopéeni Hookeov zakon) Za izotropno gradivo tenzor naprezanja T jed-
nak je:
T = AtrE)I + 2uE,

gdje su X i pu Laméovi koeficijenti (funkcije od x), a E je tenzor deformacija.

2.3. Laméova i Beltrami-Michellova jednadzba
Polazne pretpostavke su sljedece:

e vrijedi generalizirani Hooke-ov zakon za izotropno gradivo;
T = ANtrE)I + 2uE
A, it su konstante
e uc C*Q;R?)
e na podrucju €2 vrijedi jednadzba ravnoteze

divT +b = 0;

pri ¢emu su b € C1(Q; R?).
Iz jednakosti :

1
E = 5(Vu +Vvu')
trE = divu
dobivamo
T = A(divu)I + 2uE.

Tada proizlazi:

divT = Adiv(diva)I + 2udivE
= Mdiv((diva)I) + pdiv(Vu + Vu®)
= AV(divu) + pAu + pdiv(Vua®)
AV (divu) + pAu + pV(diva)
(A + )V (diva) + pAu.
Uvrstavanjem u jednadzbu ravnoteze dobivamo Laméovu jednadzbu za homogeno i izotropno

gradivo:
(A + p)V(divu) + pAu+b = 0.

Uz pretpostavku u € C3(Q; R?), daljnjim deriviranjem Laméovu jednadzbu dobivamo

0 = (A+ p)div(V(diva)) + pdiv(Au) + divb
= (A4 p)A(diva) + pA(diva) + divb,

6



odakle zakljucujemo
(A + 2p)A(divu) + divb = 0.

Ako definiramo:
E_ (3N +2p) A

) v Y
A4 200+ 1)
gdje E nazivamo Youngov modul elasticnosti, a v Poissonov koeficijent, dobivamo prvu
Beltrami-Michellovu jednadzbu koja glasi:

1+

v
A(di ivb = 0.
(divu) + - lev 0

Youngov modul elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent v su fizikalne velicine koje se rel-
ativno jednostavno mogu izmjeriti, pa je stoga prakti¢nije izrazavati Beltrami-Michellovu
jednadzbu koristedi E i v.

gradivo modul elasticnosti | Poissonov koeficijent
E [kN/m’| v
beton (MB 30) 3.15 x 107 0.2
celik (C.0361) 2.1 x 10% 0.3
aluminij 7.3 x 107 0.35

2.4. Klasi¢no postavljanje rubnih zadaca teorije elasticnosti

Uz pretpostavke prethodnog odjeljka i dodatnu pretpostavku da je rub I' podrucja €2
neprekidno derivabilan, trazimo pomake u koji zadovoljavaju Laméove jednadzbe i jedan
od sljedecih tipova rubnih uvjeta :

(a) prva osnovna rubna zadada teorije elasti¢nosti
Na rubu I' podrucja 2 zadane su povrsinske sile
s € O(I'; R?),

a s n = n(x) oznacena je vanjska jedini¢na normala u toc¢ki x na rubu I' podrucja € i
trazimo da vrijedi:
T n=s
Ir

Tada Laméova jednadzba i ovaj rubni uvjet tvore prvu osnovnu rubnu zadaca teorije
elasticnosti. Trazimo funkciju u € C'(;R?*) N C*(Q; R?) koja zadovoljava Laméovu
jednadzbu i ovaj rubni uvjet.

(b) druga osnovna rubna zadaca teorije elasti¢nosti

Na rubu I' zadamo pomak u =W e C(T; R?). Trazimo funkciju u € C(Q;R?*) N

C2(2; R?) koja zadovoljava Laméovu jednadzbu i ovaj rubni uvijet.



(c) mjeSovita osnovna rubna zadaca teorije elasti¢nosti

Neka su I'; i I, dva neprazna skupa otvorena u I'i I' = I', U T, UR gdje je R
zanemariv skup u I'. Na dijelu ruba I'; zadamo povrsinske sile s € C(I';; R*) i trazimo da
vrijedi s = T’F n, a na dijelu ruba I';, pomak u, =W € C(I'y; R?). Trazimo funkciju
uc O (QUILR)NCOQUT,; R NC?Q;R?) | koja zadovoljava Laméovu jednadzbu
i rubne uvjete na I', i ;.



3. Varijacijski princip u teoriji malih deformacija

3.1. Podrucje s Lipschitzovim rubom

Kaze se da podrucje Q2 C R" ,n > 2, ima Lipschitzov rub I'" ako postoje pozitivni
brojevi o i 3 takvi da za svaku tocku ruba x° Kartezijev koordinatni sustav moze biti
rotiran i translatiran u x° tako da vrijede sljedeée tvrdnje

e Neka je K,,_; := [~a,a]”' € R"! (n-1)-dimenzionalna kocka. Tada postoji Lips-

chitzova funkcija a : I' — R, to¢nije takva da vrijedi:

(AL e R (WX, y € K,_1) |a(X) —a(y')| < LIx' —y’|.
e Svaka tocka x = (x/,z,) takva da je x' € K,,_1 i a(X') < x,, < a(x) + [ lezi unutar

Q, a svaka tocka x = (X', 7,) takva da je X' € K,,_1 i a(x') — 8 < 2, < a(X') lezi u
R"\ Q. Tocke za koje je a(x’) = x,, su upravo one koje leze na rubu T'.

Sljede¢a dva podrucja su primjeri podrucja koja prema definiciji nisu podrucja s Lipschit-
zovim rubom.

Na rubu I' podrucja s Lipschitzovim rubom mozemo definirati vanjsku jedini¢nu nor-
malu n, osim na skupu povrsinske mjere nula, te vrijedi sljede¢e poopcenje klasi¢nog
teorema [BC, str. 370].

Teorem 4. (Teorem o divergenciji) Neka je Q C R" podrucje s Lipschitzovim rubom
[ i neka je u € C1(Q; R"). Tada vrijedi:

/(divu) dx = /(u -n)dS,

Q r
gdje je n vanjska jedinicna normala na I .



3.2. Principi virtualnog rada, virtualnih pomaka, virtualnih naprezanja

U daljnjim razmatranjima bavit ¢emo se samo statickim zadac¢ama. Staticki dopustivo

polje naprezanja je simetriéna tenzorska funkcija T koja zadovoljava jednadzbu ravnoteze
na )

divT +b =0
i rubne uvjete na I',

T

T‘ n=s=s.

Geometrigski dopustivo polje pomaka je vektorska funkcija u koja zadovoljava rubne uvjete
na I',
ulr, =w.

Teorem 5. (Princip virtualnog rada) Neka je T staticki dopustivo polje naprezanja,
a u geometriyyski dopustivo polje pomaka. Tada vrijeds

!T-E(u)dx:Q/b-udx+/Tu-nds.

Dokaz. Prema teoremu o divergenciji vrijedi

/dw (Tu)d /(Tu n)ds.

Zbog simetrije tenzora T vrijedi
div(Tu) =T - Vu+ divT - u,

prema ¢emu dalje slijedi

/(Tu ‘n)dS = /le (T -u)d

1)
/T Vu) dx—l—/leT u)dx

= 2/T (Vu + Vvu?) dx—l—/dwT u)dx

/T E(u dx—/b udx,

¢ime je dobivena tvrdnja teorema.

Q.E.D.

Princip virtualnog rada se uglavnom iskazuje ovako: Virtualni rad unutarnjih sila
jednak je virtualnom radu vanjskih sila.

Prema definiciji, klasi¢no rjesenje u® je geometrijski dopustivo polje deformacija. Neka
je TO pripadno staticki dopustivo polje naprezanja. Neka je proizvoljna perturbacija polja
pomaka u® + h takoder geometrijski dopustivo polje pomaka. Potrebno je, dakle, da je
h|r, = 0. Ako se u princip virtualnog rada uvrste posebno T? i u® odnosno T i u® +h
i dobivene jednadzbe oduzmu dobivamo princip virtualnih pomaka.

10



Teorem 6. (Princip virtualnih pomaka) Neka je T° staticki dopustivo polje naprezanja,

au’ i u’ +h geometrijski dopustiva polja pomaka. Tada vrijedi

/TO-E(h)dx:/b-hdx+/Th-ndS.
Q Q r,

Promatra se geometrijski dopustivo polje pomaka u® i staticki dopustiva polja naprezanja
TO i T + H. Ako se u princip virtualnog rada uvrste posebno T° i u® odnosno, u® i
T° + H, i dobivene jednadzbe oduzmu, dobivamo princip virtualnih naprezanja.

Teorem 7. (Princip virtualnih naprezanja) Neka su T ¢ T° +H staticki dopustiva
polja naprezanja, a u® geometrijski dopustivo polje pomaka. Tada vrijedi

/H-E(uo)dx: /H(w) ‘nds.

Princip virtualnih pomaka sluzi kao osnova za metodu pomaka, a princip virtualnih
naprezanja za metodu sila kod rjesavanja staticki neodredenih konstrukcija u gradevnoj
statici. Vise o primjeni i postupku rjesavanja moze se naéi u [A], a ovdje ¢emo rijesiti
jedan jednostavniji primjer na oba nacina.

Primjer. Neka je zadana armirano-betonska neprekinuta ploca preko tri polja opterec¢ena
jednolikim kontinuiranim optereéenjem q.

Potrebno je nacrtati momentni dijagram: a.) metodom sila, b.) metodom pomaka.

Rjesenje: a.) metodom sila.
Presijecanjem prekobrojnih veza oslobadamo nepoznate sile u tim vezama. Staticki
odredenu konstrukciju nastalu oslobodenjem prekobrojnih veza nazivamo osnovni sistem.
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Deformacijska energija konstrukeije, ukoliko zanemarimo utjecaj poprec¢nih i uzduznih
sila glasi

2
(M9()
T, = / g,
¢ Z By
gdje su n broj stapova, L duljina, £y modul elasti¢nosti i I, moment inercije k-tog Stapa,
a M®(x) moment na k-tom Stapu kao funkcija od 2. Moment na zadanom sistemu M,

jednak je zbroju momenata na osnovnom sistemu od vanjskog opterecenja i nepoznatih
sila u prekobrojnim vezama

M(z) = Mo(x) + > X;m;(x),
j=1
gdje su Mo (xz) momenti od vanjskog optere¢enja na osnovnom sistemu, X sile u preko-

brojnim vezama, m;(x) momenti na osnovnom sistemu od jedini¢nih sila u prekobrojnim
vezama (X; = 1, X, = 0 za k # j). Tada deformacijska energija poprima oblik

7 (M (@) + s, XmP (@)’

da.
Eklk v

[\3 \

Derivacija deformacijske energije po sili u prekobrojnoj vezi (X;) jednaka je pomaku na
mjestu, pravcu i smjeru sile X;. Kako sile X; djeluju u paru, derivacija deformacijske
energije jednaka je relativnom pomaku krajeva presijecene veze na pravcu para sila X;

Ly
II* n M (k) M)
5i:ad _ Z/ (z)0 (x)dx
0X,; = B 0X;
=10
Ly
n M (k)
= 3 [0 @
iy Bl
n Lk 1 m
— Z/ M(()k)(a:)mgk)(x)—i—Zijg-k)(a:)mEk)(a:) dzx.
k=17 By Iy j=1

Uvodimo oznake za zbroj integrala preko svih stapova konstrukcije i nazivamo ih koefici-
jenti popustljivosti

Ly,
n 1
fio =3 [ =7 MY @)mP (@)d.
k=17 By I,

Izraz f;; predstavlja pomak na mjestu, pravcu i smjeru sile X; za opterecenje silom X; = 1,
a izraz f;o pomak na mjestu, pravcu i smjeru sile X; za vanjsko optere¢enje. Na mjestima
oslobodenih veza relativni pomak jednak je nuli, pa dobivamo sljedeé¢e jednadzbe koje
nazivamo jednadzbe kontinuiteta:

0i=> X;fiy+fio=0,i=1,---m.

Jj=1
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Definiramo matricu F = (f;;) i vektore F = (fi0) i X = (X;) dobivamo matri¢ni oblik
jednadzbi
FX +F’ =0.

Momentni dijagrami na osnovnom sistemu su:

Izrazi za koeficijente popustljivosti su:

2l [ 21 ql? ql?
fll — 57 f12 — 67 f22 - 57 flO - _ﬁa f2O - _ﬁ
Jednadzbe kontinuiteta glase:
21 l ql?
—Xi+=Xo—— =
3 TEN T 0
[ 21 ql?
- X1+ —=Xo—— = 0.
A R 0

. : . - . 2 . . .. .
Rjesavanjem sustava jednadzbi dobivamo X; = X, = %, a time i kona¢ni momentni
dijagram.

b.) metodom pomaka.

Nepoznanice su nepoznati kutevi zaokreta slobodnih ¢vorova i nepoznati translatorni
pomaci konstrukcije. U inzenjerskoj metodi pomaka zanemaruje se utjecaj deformacija
izazvanih djelovanjem uzduznih sila. Postavljamo jednadzbe ravnoteze slobodnih ¢vorova i
jednadzbe na jedini¢nim nepoznatim translatornim pomacima. Izraz za moment savijanja
u ¢voru i Stapa ij glasi M;; = my; + M;;, gdje su M,; moment od vanjskog optereéenja
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na konstrukeiji sa sprijecenim pomacima i
mij = aijpi + bijpj + ¢ijAvyg,

a;; moment za kut zaokreta ¢; = 1, b;; moment za kut zaokreta ¢; = 1 i ¢;; moment za
jedini¢ni relativni pomak ¢vorova okomit na os Stapa (Av;; = 1 = . Veli¢ine a;j, b;; 1 ¢;;
ovise o rubnim uvjetima na krajevima stapa 77, modulu elasticnosti F;;, momentu inercije
I;; i duljini [;; Stapa ij.

U ovom primjeru nepoznanice su kutevi zaokreta s i 3. Krutosti stapova definiramo

. . . . 1 .

s kij = Eolol -, pa uz pretpostavku Egly = E1 dobivamo kiy = keg = k3y = ;. Izrazi za
momente na krajewma Stapova su:

ql?> 3 ql?

My = 3kipps— =y — L

21 1292 3 1902 g
q? 4 2 ql?

M. = 4k 2k

23 232 + 2k2303 + — B 1902 + ZSOB + = DR
q? 2 4 q’?

Msy, = 2k 4k -
32 2302 + 4Ka303 — D) ZSD2+ ZSOS TE

q> 3 ql?

g 1Ty

Uvrstavanjem izraza za momente u jednadzbe ravnoteze ¢vorova > My =01 > M3 =0
dobivamo sljedece jednadzbe:

Msy = 3ksaps +

7 2 ql?

—pa+ -3 —— = 0,

l902 l903 Y

2 n 7 s ql? _ 0

l@z l<P3 o1
Rjesenjem sustava jednadzbi dobivamo ¢o = —p3 = g;, a time i konacne izraze za
momente na krajevima Stapova My, = —%, Moys = %, Mz = —T= 1 M3y = ﬁ i konac¢ni

momentni dijagram.

3.3. Princip minimuma potencijalne energije u teoriji elasticnosti

Za elasticno anizotropno tijelo vrijedi T = C[E]. Definiramo energiju deformacije
(tocnije gustocu energije deformacije)



Pretpostavljamo da je pripadna kvadratna forma jednoliko pozitivno definitna
(3Cy > 0)(VE € Sym) 2W(E) = C[E] - E > CyE - E.
Za izotropni slucaj, Laméovi koeficijenti A\ i p su pozitivni. Vrijedi
2W(E) = M? +2uE-E > 2uE - E,

gdje uvodimo oznaku 9 = trE. Uvrstavanjem izraza T° = C[E(u®)] u princip virtualnih
pomaka dobivamo

/C[E(uo)}E(h) dx — /b “hdx — /s wdS=0.
Q Q r,
Definiramo potencijalnu energiju elasti¢nog tijela kao funkcional

O (u) :/W(E(u))dx—/b-udx—/s-udx.

I,

Za geometrijski dopustivo polje pomaka u®+h koristimo pripadnu kvadratnu formu W(E)
i princip virtualnih pomaka kako bismo izracunali razliku

O +h) — du®) = / W (B®+h) - W (E@®)] dx

Q
—/b-hdx—/s-hdS
Q r,

- ; / CIB(h)] - E(h) dx > JC; / E(h) - B(h)dx > 0.

Prema tome, slijedi da je geometrijski dopustivo polje pomaka u’ minimum potencijalne
energije, pa je dokazan sljedeci teorem:

Teorem 8. (Princip minimuma potencijalne energije) Rjesenje u® mjesovite zadace
teorije elasticnosti minimizira potencijalnu energije

®(u) = ;/C[E(u)] -E(u)dx—/b-udx—/s-uds

r,

na skupu geometrijski dopustivih polja pomaka.
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4. Funkcije s konaénom energijom

4.1. Prostor funkcija s konaénom energijom

Rjesenje rubne zada¢e mozemo dobiti kao pomak u kojem funkcional potencijalne
energije ® poprima minimum. Potrebno je naci prostor funkcija na kojem je funkcional
definiran i poprima minimum. Neka je {2 ograniceno podrucje s Lipschitzovim rubom.
Integral [C[E(u)] - E(u)dx, sastavni dio potencijalne energije ®(u), nazivamo energija

Q

deformacije. Potrebno je promatrati prostor kvadraticno integrabilnih funkcija u ¢iji su
gradijenti Vu takoder kvadraticno integrabilni.
Opéenito, promatramo prostor C*(2) i definiramo skalarni produkt

(u, )y, E/ > D*uD“vdx

Q lal<k
gdje su
olely 3
Dru=—2" =Y«
a1 g a3 (2
0x7'0x5?0x; =

Lako se provjeri da je (u,v); zaista skalarni produkt. Tako definiran skalarni produkt
inducira normu

1/2
k

(u, w)y’™ = [Jullk.2-

Upotpunjenje prostora C*(2) u ovoj normi je Hilbertov prostor, nazivamo ga Soboljevljev
prostor i oznacavamo s W*?2(Q) = H*(Q).

Neka je £(2) prostor svih beskona¢no neprekidno derivabilnih funkcija u 2 i neprekidno
progirivih na © . Prostor £(Q) je gust u H*(Q2) ako je Q podrugje s Lipschitzovim rubom.

Definiramo prostor funkcija s kompaktnim nosacem

D(Q) ={ve &) |suppv C Q},

gdje je supp f = M nosac¢ funkcije f, a M = {x € Q| f(x) # 0} je skup svih elemenata
podrugja € za koje je vrijednost funkcije f razlicita od 0. Neka je C¥(Q) = {v € C*(Q) |
D% =0naTl za |a| < k—1}. Zatvorenje od CF(Q) u W*2(Q) je takoder Hilbertov prostor
i oznacavamo ga s Wi?(Q) = HF(Q). To je zatvoren Hilbertov potprostor Hilbertovog
prostora WH2(Q).

Ukoliko promatramo u € [IW12(2)]3, energija deformacije je konacna i prostor W =
[(W12(Q)]? nazivamo prostor funkcija s konacnom energijom.

4.2. Teorem o tragu

Promatramo omedeno podrucje €2 C R" | gdje je n proizvoljan pozitivan cijeli broj.

Teorem 9. (Teorem o tragu) Postoji neprekidno linearno preslikavangje Z : H Q) —
Ly(T) takvo da je Zu = u zau € CL(Q). Zu se naziva trag funkcije u.

Dokaz. Dokaz provodimo za kocku, za slu¢aj n > 2 ( u slucaju n = 1 dokaz je jednos-

tavniji). Za opcenito podruéje 2 s Lipschitzovim rubom dokaz mozemo svesti na slucaj
kocke koristeci particiju jedinice.
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Promatramo kocku C' = {x € R",0 < z; < 1} = (0,1)" i funkciju u € C*(C). Ako
uzmemo x = (x'; z,),x’ € (0,1)"~1, dobiva se

n
9,
ud,n) = ul,0)+ [ S QdC
0 n
/ / / au /
u(x,0) = ul,n) — [ Od¢
0 n

u?(x’,0)

IN

2
ou ,
2( ol <>d<) +20(x, )
1 u 2
< va 2(x' n).
< 2 |G acraci
Ako integriramo po 7 na intervalu [0, 1] dobivamo
1
ou
= 2/ l&x (
0 n

Integriranjem na povrsini S, koja je u ovom sluc¢aju baza kocke, dobivamo

/u2(x’,0)dx’ < 2/ [/ ((%n (x/, )>2d<+/1112(X/>77)d77] ds

S

2 1
’,C)] dC+2/u2(X’,n)dn-
0

< 2”“”1,2-

Takoder mozemo ustanoviti analogne nejednakosti za ostale povrsine. Tada je

[ wds < anljul?,
ocC

1/2
Joll e = ( / u?dS) < 2/ffully

oC

Prostor C*(Q) je gust u H'(Q), a ogranicen linearan operator definiran na gustom pod-

skupu moze biti neprekidno proSiren na cijeli prostor.
Q.E.D.

4.3. Ekvivalentnost normi i Rellichov teorem

Teorem 10. (Teorem o ekvivalentnim normama) Na prostoru Hj () sljedeée dvije

norme, || - |12 i - |I', su ekvivalentne.
1/2
o \?
u) dx+/u2dx>
alL’i o

e - (/Z(
- (/Z<a> )1/2
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Dokaz. Tvrdnja (|[ul')* < [Jul|?, je ocita iz same definicije normi. Potrebno je pokazati
da takoder vrijedi i :
/qs?dxgc/zj( ) d
o\ 9
Q Q
za ¢ € D(Q) .

Ako je € povezan i da postoji kocka s rubom duljine a koja sadrzi €2, mozemo bez
smanjenja opcéenitosti da je €2 kocka. Nosac funkcije ¢ lezi u skupu 2.
Prikladnom promjenom koordinatnog sustava (¢(x’,0) = 0) dobivamo

O 2,) = / (', )

oy,

Xx”</ax
n

0
) <a | [afw,o] i

Integracijom s obzirom na z,, dobivamo

a

/a¢2(x’ r,)dzr, < a2/ 9% (<, ¢) de
0 ) n n — 0 83:” bl M

Integriramo obzirom na x’ i koriste¢i Fubinijev teorem dobivamo

/gb?dxgﬁﬂ/(g%) dx <a /Z<8$Z>

Q

Sada je dokazana i tvrdnja
[ullfz < a®[ull"
Prema tome, dokazano je da su navedene norme |ju|;2 i ||ul|" ekvivalentne .

Q.E.D.

Ulaganje je svako injektivno preslikavanje kod kojeg mozemo identificirati domenu i
sliku. Kompaktno preslikavanje na normiranom prostoru je neprekidno preslikavanje koje
svaki ogranic¢en skup preslikava u predkompaktan skup. Za karakterizaciju predkompak-
tnih skupova u L? koristimo sljede¢i Kolmogorovljev kriterij.

Neka je € povezano podrucje, M C LP(Q2),1 < p < oo. Nuzan i dovoljan uvjet da je
skup M predkompaktan u skupu LP(2) je da su funkcije f € M

(i) jednoliko ogranicene, t.j. (3C € R")(Vf € M) |[f||1, @) < C,

(ii) ekvineprekidne, t.j. za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da uz prosirenje nulom

izvan () vrijedi
1/p
(/ I£(x + h) — £(x)]? dx) <e
Q

za |h| <dif e M, gdje d ne ovisi o f .
Teorem 11. (Rellichov teorem) Ulaganje W'2(Q) u L*(Q) je kompaktno preslikavanje.

Dokaz Rellichovog teorema moze se na¢i u [NH, str. 75-77].
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4.4. Koercitivnost i Kornova nejednakost

Teorem 12. Neka je Q podrucje u R? i neka je u € [Wy*(Q)]?. Tada vrijedi :

!E(u) -E(u)dx > ;!Vu -Vudx.

Dokaz. Buduéi da je skup D(€2) u Hilbertovom prostoru W, *(Q), to je zbog neprekinutosti
dovoljno pokazati tvrdnju za u € [D(Q)]3. Vrijedi:

1 1 1
1 / (Vu + VuT) : (Vu + VuT> dx = 5 /(Vu -Vu)dx + 3 /(Vu - Vul)dx.
Q Q Q
Za drugi integral s desne strane jednakosti vrijedi:
/(Vu -Vul)dx = /(Vu)2 dx > 0.
Q Q
Q.E.D.
Iz prethodnog teorema neposredno slijedi nejednakost:
1
JIE@) - E() +v-viax = S|vIE,
Q

za bilo koji v € [W2(Q)]%. Ovu nejednakost nazivamo koercitivnost deformacije.

Teorem 13. Neka je Q podrucje u R? i neka je u € [WH(Q)]3. Tada je E(u) = 0 ako 1
samo ako je u oblika a+ b x x.

Dokaz. Pretpostavimo da je u oblika a+b x x. Ova tvrdnja povlaci, samim uvrstavanjem
za proizvoljne a, b, x prema definiciji malih deformacija E, da vrijedi E(u) = 0.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi E(u) = 0. Neka je w € £(R?) i

/ w(z)dz = 1,

RS
gdje vrijedi suppw C K(0,1). Neka je

1 _

u,(x) = 5 / w (y - X) u(y)dy.
R3

Za dovoljno mali h vrijedi u, € [E(Q)]? i up, — u u [WH(Q)]? za h — 0. Ocito je

eij(u)=0uQ za
Oup; 1 y — x\ Ou;

3

Prvo dokazujemo izraz za v € [£(Q)]?. Sada je dakle
83'UZ' .
0x1,0,0x), N

Prikladnom upotrebom indeksa slijedi

0.

821),5 B
0r;0T,
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Prema tome, dobivamo
V1 = ay + 612372 + b13$3 + C1T2T3,

Vg = Qg + 621371 + b23133 + Col1T3,
V3 = a3 + b31371 + b32132 + C3T2T9.

Zbog €;;(v) =0 za 1 # j , vrijedi
€] = —Cg, 01 = —C3,Cg = —C3 = 1 =Cg =3 =0,

612 - _b217 b13 = _b317 b23 = _b32-

Prema tome , v=a+b xx. Neka je P = {v € [W"2(Q)]? | v=a+b x x}. P je
kona¢no-dimenzionalan linearni podskup, zatvoren u [Wh?(Q)]*]. Zau, € Piu, — u
u [Wh2(Q)]? za h — 0, tvrdnja teorema slijedi jer je P konatno-dimenzionalni linearni
podskup zatvoren u [W1%(Q)]3. Neka je V zatvoren potprostor od [W12(Q2)]? takav da
vrijedi [Wy 2 (Q)P ¢ V c [WH(Q)]2.
Q.E.D.
Neka je P, = PNV ineka je QQy ortogonalni komplement od P, u prostoru V t.j.
V = Py @ Qy. Nejednakost

JE®) - BMmdx = c|vi3,

za bilo koji v € @y nazivamo Kornova nejednakost.
Kornova nejednakost kazuje da, ako je funkcional potencijalne energije ®(u) konacan,
tada pomaci pripadaju [W2(Q)]? , Kartezijevom produktu Soboljevljevih prostora W12((2).

Teorem 14. Neka je Q C R? podrucje s Lipschitzovim rubom i neka je V.= Py @ Qy.
Tada vrijedi Kornova nejednakost.

Dokaz: Pretpostavljamo suprotnu tvrdnju:

(¥ € N)(@va € Q) [Vallio = 1 & [ B(va) - B(vi)dx < 1
Q

n

Promatramo konvergentan podniz v, — vu[L?(Q2)]*. Prema pretpostavci i koerci-
tivnosti deformacije v, je Cauchyjev niz. Znaci da vrijedi v, — vu[WH3(Q)]?, ali
i [|v]12 = 1. Iz pretpostavke slijedi E(v) = 0 sto povla¢i da je v.e PNV = Py. Kako
je v € Qv zakjucuje se da je v.= 0. Ova ¢injenica je u kontradikciji s pocetnom pret-
postavkom |[v|l12 = 1.

Q.E.D.
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5. Varijacijska formulacija i rjeSenje osnovne rubne zadace teorije
elasticnosti

5.1. Slabo rjeSenje

Neka je €2 podrucje s Lipschitzovim rubom I' = I, UT', UR, gdje je R skup povrsinske
mjere jednake nuli. Definiramo skup

V={pecC'Q)|suppp C QUT,}.

Promatramo zatvara¢ skupa V u skupu H%?(Q), te pisemo [V]* = V. Vrijedi [Hy?]? C
V C [H"2(2)]3. Prostor V je takoder Hilbertov prostor i nazivamo ga prostor probnih
funkcija.

Podsjetimo se da je W = [W12(Q)]3. Funkciju u € W nazivamo slabo rjesenje prve
osnovne rubne zadace teorije elasticnosti ako je

u—u eV

/ I\(divu)(divy) + 2uE(u) - E(v)]dx = / b - vdx + / s-vdS, vev.

5.2. RjeSenje osnovne rubne zadace teorije elastic¢nosti varijacijskim postup-
kom

Neka je H separabilan Hilbertov prostor sa skalarnim produktom (u,v) i normom
|ul| = (u,u)/2. Proizvoljan funkcional ® : H — R je koercitivan ako

lim ®(u) = +oo za ||u|| — oc.
Kazemo da je funkcional ® odozdo slabo polu-neprekidan ako
u, — u = liminf ®(u,) > ¢(u),

gdje u,, — u znadi slabu konvergenciju u,, prema u u prostoru H; t.j. da (u,,y) — (u,y)
za svakiy € H.

Teorem 15. Neka je funkcional ® : H — R koercitivan i odozdo slabo polu-neprekidan.
Tada ® poprima mimimum na H.

Dokaz: Uslijed koercitivnosti slijedi da vrijedi
(3p>0)(Yue H)||ul| > p= &(u) > ¢(0) + 1.

Neka je B, = {u € H | |lu|| £ p}. Ukoliko postoji minimum, o¢ito je da ne moze
biti izvan kugle B,. Dakle, vrijedi tvrdnja infucg®(u) = infucp, ®(u). Neka je C' =
infuep, ®(u). Mozemo uzeti niz (u,) u B,, takav da ®(u,) — C. Kugla B, je slabo
kompaktna, pa postoji slabo konvergentni podniz (u, ;) — u. Kugla B, je slabo zatvorena
jer je konveksna, $to povlaci ||u]| < p. Prema pretpostavci da je funkcional ® odozdo slabo
polu-neprekidan slijedi

C =lim ®(u, ;) = liminf ®(u,x) > P(u).

Dakle, ®(u) = C i funkcional ® poprima minimum u tocki u.
Q.E.D.
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Promatramo funkcional ® : H — R na Hilbertovom prostoru H. Za funkcional ®
kazemo da ima Gateauxov diferencijal u tocki u € H ako

O (u+ tv) — P(u)
t

(3A € H') (Vv € H) lim;_o = Alv].

Takav A, ako postoji, je jedinstven i oznacujemo ga s D®(u).

Teorem 16. Neka je funkcional ® diferencijabilan (u Gateauxovom smislu) u svakoj tocki
u € H. Pretpostavimo

e DO(u—+ h)[h] — DP(u)[h] >0, za svaki u,h € H;
o t — D®(u+ tv)[h] je neprekidna funkcija za sve u,v,h € H.

Tada je funkcional ® slabo odozdo polu-neprekidan.

Dokaz. Neka vrijedi u, — u. Definiramo funkciju ¢(t) = & (u + t(u, —u)),t € [0, 1].
Kako je funkcional @ diferencijabilan u Gateauxovom smislu u svakoj tocki, slijedi da je
funkcija o(t) diferencijabilna i

O'(t) = D® (u+ t(u, —u)) [u, — ul.

Neprekidnost ¢'(t) za t € [0,1] je posljedica neprekidnosti diferencijala D®(u). Integraci-
jom po segmentu dobivamo

Potrebno je dokazati da
lim inf®(u,) — ®(u) > 0 kada u,, — wu.
Kako bismo ovo dokazali, potrebno je pokazati da vrijedi
lim inf [®(u,) — ®(u) — DP(u)[u, — u]] > 0,

kada D®(u)[u, —u] — 0 za u, — u.

O(u,) — P(u) — DO(u)|u, —ul = /(D(IJ (u~+ t(up —w)) [uy — u] — DP(u)[u, — u])dt
= /1 [DP (u + t(u, — u)) [t(u, —u)] — DO (u)[t(u, — u)]] dt > 0.

Q.E.D.

Teorem 17. Neka suuy € W,b € [L*(Q)]® i s € [L*(T,)]*. Nadalje, neka je Ty, # 0, a
Laméovi koeficijenti A > 0 1 p > 0. Tada postoji jedinstveno slabo rjesenje u osnovne
rubne zadace teorije elasticnosti 1 vrijeds

allw < ¢ (l[wollw + [bllz2@yp + lIsllizae. )
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Dokaz. Promatramo prostor probnih funkcija V' i prostor
P={veW|v=a+cxx}.

Kad uvrstimo poopcéeni Hookeov zakon u funkcional potencijalne energije ® dobivamo

o(w) = | (;/\192(u) + uE(u) -E(u)> dx— [boudx— [s-uds.

T

Ovaj funkcional ima Gateauxov diferencijal u svakoj tocki u € W

D®(u)[v] = / (Adivadivy + 2pE(u) - E(v)) dx — /b - vdx — /s - vds.

Diferencijabilan funkcional ¥ poprima minimum u tocki w® u Hilbertovom prostoru H
ako vrijedi DW(w?)[v] = 0 za svaki v € H. Ukoliko stavimo u = uyp + w za w € V i
H =V, mozemo pisati

O(u) =V(uyg+w) = U(w)

i zaklju¢ujemo da vrijedi sljedec¢a jednakost za diferencijale funkcionala
DU (w)[v] = dP(up + w)[v] = DP(u)[v],

za svaki w, v € V. Ocito je da funkcional ® poprima minimum u to¢ki u® = uy + w? ako
i samo ako funkcional ¥ poprima minimum u tocki w® € v. Ako je tocka u’ = ug + w’
tocka minimuma funkcionala @, tada vrijedi D®(u°)[v] = 0, za svaki v € V. Tada je u’
slabo rjesenje po definiciji. Pokazano je, dakle , da slabo rjesenje postoji kao posljedica
postojanja minimuma funkcionala W. Prema teoremu 15, minimum funkcionala postoji
ako je funkcional koercitivan i slabo odozdo polu-neprekidan.

Uslijed pretpostavke za Laméove koeficijente, na gotovo cijelom € vrijedi

JAP(0) + pE(w) - E(u) > uB(u) - B(u).

Ako je T, neprazan skup otvoren u I'; tada je PNV = {0}. Dokaz ove tvrdnje moze
se na¢i u [NH, str. 91]. Uz ovu tvrdnju i teorem 14, zakljucujemo da vrijedi Kornova
nejednakost za elemente skupa V' = Qy. Zbog toga dobivamo

1
O(ug+w) = / [2)\192(u0 +w+ pE(uy +w) - E(ug) + w| dx
Q

—/b-(uo+w)dx—/s-(u0+w)ds

T,

>y [ [B(w) - B(w) + 2B(up) - B(w) + B(u) - E(uy)] dx

—/b-(u0+w)dx—/s-(u0+w)dx>

) .
Chl|wlliy — Colluollw lwllw — Cslbllima@yez Iwllw — Callsllizo@, 2l wllw — Cs.

Sve konstante su pozitivne i nezavisne od w, pa zakljucujemo da

®(up + w) — oo kada |wljw — oo,
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t.j. funkcional ¥ je koercitivan.

Promatramo razliku diferencijala funkcionala 1) u tockama w 4+ v i v i prema definiciji
Gateauxovog diferencijala, pozitivnosti Laméovog koeficijenta i i Kornove nejednakosti
dobivamo

DU(w + v)[v] — DU(v)[v] = / MP(v + 2pe(v) - B(v)| dx > C| v,

Diferencijal funkcionala DW(w) je neprekidan po w na svakom segmentu, ¢ime smo u
uvjetima teorema 16, prema kojemu je sada funkcional ¥ slabo odozdo polu-neprekidan.

Prema teoremu 15 dokazano je postojanje minimuma funkcional ¥, a time i postojanje
slabog rjesenja. Ukoliko pretpostavimo da postoje dva slaba rjesenja u’ i u”, mozemo
staviti y = u’ — u”. Prema definiciji slabog rjesenja dobivamo

[ DOE)I) + 21 (y) - E(v)] dx =0,
Q
za svaki v € V. Ako u ovaj izraz stavimo v =y, zbog pozitivnosti Laméovog koeficijenta
i 1 Kornove nejednakosti dobivamo ||y|lw = 0, Sto znaéi da je u’ = u”, ¢ime je pokazana
i jedinstvenost slabog rjesenja.
Ukoliko u izraz iz definicije slabog rjesenja stavimo u = ug + w dobivamo

/ MI(W)I(V) + 2uE(w) - E(v)) dx

= = [ W)I(v) + 2uB(w0) - E(v) dx + [b-vdx+ [s-vas,

za svaki v € V. Ako stavimo v = w, iz Kornove nejednakosti slijedi sljede¢a nejednakost

Clwl3 < /[AﬁQ(w)+2uE(w)-E(w)] dx
Q
< Cillwllwllaollw + [[blliz,@yz + ISl iz, 8-

Dijeljenjem s ||w||y 1 uzimanjem u obzir ¢injenice da je ||ul||w < [Juo|lw + ||w||w dolazimo
do nejednakosti iz tvrdnje teorema.
Q.E.D.

5.3. Princip minimuma potencijalne energije i rjeSenje prve osnovne rubne
zadace teorije elasticnosti

Teorem 18. (Princip minimuma potencijalne energije) Neka jeuy € W, b € [L*(Q)]?
i neka je s € [L*(T',)]*. Nadalje, neka je T, # 0, te neka su >0, i A > 0 na Q. Tada
funkcional potencijalne energije

o(u) = |

poprima minimum na skupu funkcija u = vy + w gdje je w € V', ako i samo ako je u
slabo rjesenje myesovite rubne zadace teorije elasticnosti.

SN () + pE(w) - Bw) — b ul dx - |5 uds

I,

Dokaz. Ako funkcional poprima minimum na skupu funkcija u = ug + u, tada prema
teoremu 17 slijedi da je u slabo rjesenje rubne zadace.
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Pretpostavimo da je u slabo rjesenje mjesovite rubne zadace teorije elasti¢nosti. Neka je i
tocka minimuma funkcionala ® i slabo rjesenje mjesovite rubne zadace teorije elasti¢nosti.
Zbog jedinstvenosti slabog rjesenja zakljucujemo da vrijedi u = 1, t.j. slabo rjesenje
minimizira funkcional ®(u).

Q.E.D.

U prvoj osnovnoj rubnoj zadaéi teorije elasticnosti pretpostavljamo I'y, = 0, ' =
I UR, gdje je R skup onih tocaka na rubu I' u kojima ne postoji normala. Prostor
probnih funkcija je cijeli prostor Wi ug = 0.

Teorem 19. NuZan uvjet za postojanje rjesenja prve osnovne rubne zadace teorije elasticnost:
su zadovoljent uvjeti ravnoteZe :

/bdx+/st:O,
Q T

/(x x b)dx + /(x x 8)dS = 0.

Q

Dokaz. Neka je ve P = {w € [W"?(Q)]? | w = a+ c x x}. Taj v uvrstimo kao probnu
funkciju u izraz iz definicije slabog rjesenja

/ IA\(diva)(divy) + 24E(u) - E(v)]dx = / b - vdx + / s - vdS.

Prema teoremu 13 vrijedi da je E(v) = 0, §to znaci da iscezava lijeva strana jednakosti.
Ukoliko postoji slabo rjesenje prve osnovne rubne zadace teorije elasticnosti, tada je nuzno
da is¢ezava i desna strana jednakosti, t.j.

/b-vdx+/s~vdS:0, v eEP.
Q j

Ako stavimo ¢ = 0, tada je v =a i imamo

/b-adx—i—/s-adS:O, acR?
Q r,

iz cega slijedi prva tvrdnja teorema. Ako stavimo a = 0, tada je v =Db x x i imamo

/b-(cxx)dx+/s-(cxx)d8=0,c€R3.
Q r,

Kako vrijede jednakosti b (c x x) =c-(x xb)is:(cxx)=s-(x xb), dolazimo do
druge tvrdnje teorema.
Q.E.D.
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6. Ravninska elasti¢nost

6.1. Osnovne zadace ravninske elastiénosti

Pojedine zada¢e mozemo formulirati u dvije dimenzije, za funkcije dviju varijabli x; i
x9 (ili u polarnim koordinatama r i ¢). Takve zadace su posebni slucajevi opéih zadada;
ovisne su o obliku tijela, vrsti optere¢enja i rubnim uvjetima, te ih nazivamo zadace
ravninske elasticnosti.

6.1.1. Ravninske deformacije

Promatramo elasti¢no cilindri¢no tijelo ¢iji je popreéni presjek podrucje Q € R2. Neka
koeficijenti gradiva, volumne sile i rubni uvjeti ne ovise o koordinati x3, a os x3 neka je
paralelna s osi cilindra. Pretpostavljamo da vrijede sljedec¢e jednakosti: b3 = 0, s3 = 01
ws = 0. Primjeri za takav slucaj su tuneli i ukopane cijevi.

Na temelju ovih pretpostavki za vektor pomaka u mozemo staviti

Ouy  Ouy

22
81‘3 8x3 ’

U3:0,

t.j. w; = ui(x1,29) ,i = 1,2. Iz toga slijedi eg3 = €13 = €93 = 0, t.j. mozemo promatrati
dvodimenzionalni tenzor deformacija.
Prema poopéenom Hookeovom zakonu za izotropna gradiva dobivamo

Tij = )\(Sl-jﬁl + 2,u€ij ,Z'7j = 1,2
V' =€ +exn, T3 =N
Ti3 =173 =0, 1 < 3.

Na temelju inverznog izraza Hookeovog zakona imamo sljedecu jednakost

1 A
=3, (”‘j - M“ﬂ) :

pa slijedi (za i = j = 3) izraz

1 A
€33 2% (7'33 3\ + 20 ) )

t.j. 733 mozemo izraziti preko 7y 1 o9 :

A

=— 0.
A + 24
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Uz 0 = 711 + 722 + 733 dolazimo do izraza

T33 = 2 (T11 + T22) = V(7111 + To2).

A+ p)

Ako gornji izraz uvrstimo u inverzni oblik Hookeovog zakona dobivamo (i,7 = 1, 2)

em - 2/,6 sz 3)\+2’u ] T11 T22 2()\+/L)
1 A 22420+ A
= o iy 5@
m[” 3N+ 21 200+ ) Jﬁ“+”4
1 A
= —T;i 752']'(7'11 —|—7‘22).

2 Y Ap(A+ p)

Koristec¢i Youngov modul elasticnosti E i Poissonov koeficijent v kona¢no dobivamo

14+v

el = I (711 — V(711 + Ta2)]
1+v

€29 = i [Toa — V(711 + Ta2)]
1+v

€12 = E T12.

Ako koeficijenti poopc¢enog Hookeovog zakona ne ovise o x3, tada jednakost 7;; = Ad;;0 +

2pe;; ocito povlaci da je treca komponenta jednadzbe ravnoteze %fjj +b3 = 0 zadovoljena

ako 1 samo ako je b3 = 0.

Jednadzbe ravnoteze su sada
OTi;
T 4y =0,4,5=1,2.

al’j

Staticki rubni uvjeti na zakrivljenoj povrsini cilindra su oblika
Tijnj = S; ,i = 1,2 s
a kinematicki rubni uvjeti su oblika

uZ:wZ,1:1,2

6.1.2. Ravninsko naprezanje

Promatramo elasti¢no tijelo kod kojeg je jedna dimenzija manjeg reda veli¢ine u odnosu
na ostale dvije dimenzije. Izaberimo koordinatni sustav takav da je koordinatna os x3 u
smjeru dimenzije manjeg reda veli¢ine, a ishodiste postavimo u teziste podrucja. Pret-
postavljamo b3 = 0 i s3 = 0. Promatramo podrucje neoptere¢en na plohama x3 = +h
t.j.

T3; — 0Z&£L’3 ==xh ,i = 1,2,3.

Primjer za ovaj su slu¢aj su visokostijeni, zidni nosaci optereéeni u svojoj ravnini.
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Uslijed male dimenzije podru¢ja u smjeru osi x3 mozemo pretpostaviti 73, = 0,7 =
1,2,3 na cijelom cilindru, t.j. tenzor naprezanja je dvodimenzionalan tenzor.
Za izotropno gradivo dobivamo zbog 733 = 0 da vrijedi

= m(é’n + ex) = —v(er + ea),

€33

i taj izraz uvrstimo u generalizirani Hookeov zakon, pa dolazimo do izraza (i,j = 1, 2)

Tij = )\*5@'19, + 2,ueij,

uz A\ =2 u/(A + 2u). Inverzni oblik Hookeovog zakona tada glasi

1 A
eij = —Tj — ————0;0 1,7 =1,2
Toop Ap(v )
6/
O =11 +7100; V= .
11+ T22 20 + 1)
Koriste¢i Youngov modul elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent v, dolazimo do odnosa
Ev

A= ——.
1—v?

Komponente tenzora deformacije sada racunamo preko sljedeéih izraza:

1 1 v
€11 = E(Tn - V7'22), €22 = 5(722 - 1/7'11), €33 = _E(TH + 7'22)7
1+v
el = Ti2, €13 = €23 = 0.

Uoc¢imo da poopc¢eni Hookeov zakon postaje jednak onome u prethodnom odjeljku pri sup-
stituciji A — A\*. Jednadzbe ravnoteze i rubni uvjeti su jednaki, a komponente naprezanja,
pomaka i deformacija ovise i o x3.

6.1.3. Poopceno ravninsko naprezanje

Promatramo podrucje kao u prethodnom odjeljku, t.j. tanku plocu debljine 2h. Ravn-
ina koja dijeli plocu na dva dijela debljine h naziva se sredisnja ravnina. Koordinatne osi
x1 1 w9 postavljamo u sredisnju ravninu. Neka su koeficijenti gradiva nezavisni o x3 i neka
vrijedi b3 = 01 s3 = 0, a za preostale komponente b; i s;,7 = 1,2 vrijedi da su simetri¢ne
u odnosu na sredisnju ravninu. Pretpostavljamo da zadana funkcija w ima na rubu ista
svojstva kao i funkcija S. Uz pretpostavku da su krajevi cilindra neoptereceni, t.j.

Tinggi:Ozax;},:ih,i:1,2,3,

iz trece komponente jednadzbe ravnoteze % = 0 zakljucujemo
3
or.
=3 —0za r3 = *Lh.
8.:53

Zbog ocito malih naprezanja unutar tanke ploce mozemo pretpostaviti 733 = 0 na cijeloj
ploci. Kako su vanjske sile funkcije od x3, pomaci uz su neparne funkcije od x3, a uy i uo
su takoder funkcije od x3.
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Za komponente funkcije pomaka definiramo glavne vrijednosti u odnosu na debljinu
ploce

1
U; = %/hui(*qjlax%x:})dx?n

te zakljucujemo, zbog neparnosti funkcije ug, da je ocito w3 = 0. Analogno definiramo
glavne vrijednosti b; i 5;, kao i glavne vrijednosti komponenti deformacija €;; i komponenti
naprezanja 7;;. Zbog simetrije i 733 = 0 vrijedi

Fo=0,i=123
EgiEO,i<3,6337AO.

Prema tome matrica (7;;) reducirana je na matricu reda 2. Jednadzbe ravnoteze postaju

oblika

o7y + .
—2 +b,=0,i,j=1,2.
8xj
Zbog 733 = 0 vrijedi eg3 = +—2(eq1 + e22) za izotropna gradiva, pa generalizirani Hookeov

A2p
zakon za glavne vrijednosti glasi

?ij = )\*5”‘@, + Q[LEZ']‘,
gdje je U = €11 + €. Rubni uvjeti u smislu glavnih vrijednosti 5; i w; poprimaju oblik
U; = Wi(21, T2),

Z?@'VJ‘ =3S; ,i = 1,2

J=1

6.2. Rjesenja zadace ravninske elasti¢nosti u obliku pomaka

Rubni problem ravninske elasti¢nosti moze se formulirati koriste¢i vektorsku funkciju
pomaka. Laméove jednadzbe, nakon uvrstavanja u jednadzbe ravnoteze, reduciraju se na
sustav jednadzbi

o’ ,
A p) 5+ phu; +b; =00 = 1,2,
8372'
gdje je v = % + g—;z na podrucju Q C R? (t.j. na Q x (—h,h) za ravninsko naprezanje).

Za mjeSovitl rubnu zadac¢u rubni uvjeti su

w; =w; ,i=1,2nal, (I, x (=h,h)),

2
ZTijVj =gs;nal’; (FT X (_h’ h))’

J=1

gdje su I, i I'; medusobno disjunktni skupovi otvoreni u I'i I' = ', UT', UR (gdje je R
skup duljine 0.)
Na podruéju 2 za svaki simetrican tenzor E € Sym(2) vrijedi

2 2
2W(e) = D cijmeijen > co Y €5

2,9,k l1=1 2,j=1
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U ravnini takoder vrijedi i Kornova nejednakost

3 2/ w)daidrs > CZ o 312

1,j=1

za bilo koji u € V. Slabo rjesenje zadace ravninskih deformacija definiramo kao funkcija

u € [WhH23(Q)]? takvu da vrijedi
u-weV={ueW"?Q))P|u=0nal,}

/Cijkl@ij(“)@kl(V)dxlde = /bividxldxg —l—/Sivids, vel.
Q Q

Za izotropno gradivo potencijalna energija je izrazena kao funkcional

®(u) = / B/\ﬁz(u) + pei;(u)e;;(u ] /buzdx /Sulds

6.3. RjeSenje zadace ravninske elasti¢nosti u obliku naprezanja.
Airyjeva funkcija naprezanja

Teorem 20. Neka je Q) C R? jednostavno povezano podrucije i neka za volumne sile vrijedi
b; € CY(Q) ,i = 1,2. Pretpostavijamo da je gradivo homogeno i izotropno. Tada funkcije
75 € C?[Q X (=h, h)],i,7 = 1,2 zadovoljavaju uvjete kompatibilnosti deformacija

82€km

€ikl€jmn P}

—0,i,j=1,2
2102, b

samo ako vrijedi

A(TH + ng) = —

20N+ p) [ Oby n 0bs
A+2u \Oxy Oxy)
Kod ravninskih deformacija uvjet nije samo nuzan nego i dovoljan za kompatibilnost pri-

padnih deformacija.

Dokaz. Uvjet kompatibilnosti u dvodimenzionalnom slucaju glasi

82611 82622 82612

o3 * ox? 01,019

Iz uvjeta kompatibilnosti i inverznog oblika Hookeovog zakona slijedi

827'11 827'22 )\ A@l 827'12

- - —0.
03 + o3 2(A+p) 0x1019

Deriviranjem prve jednadzbe ravnoteze po x; dobivamo

0? 0? ob
7’;1 I T12 i 1
8ZE1 al’laZL’Q 8x1

=0,

a deriviranjem druge jednadzbe ravnoteze po xy dobivamo

(927'21 827'22 (%2

= 0.
011075 03 + 0T
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Zbrajanjem tih dviju jednakosti dolazimo do izraza

82’7'12 827'11 627'22 861 i 862

_9 — )
0r0xy O3 + 03 +8x1 Oy

Uvrstavanjem ovog izraza u izraz

(927';1 —|— 827'22 _ )\ AQI _ 827'12 _ O
o3 o3 2(A+p) 011014

dobiva se tvrdnja teorema.

Q.E.D.

6.3.1. Ravninske deformacije

Teorem 21. Promatramo cilindriéno tijelo s jednostavno povezanim podrucjem §2 kao
poprecnim presjekom. Neka je gradivo homogeno @ izotropno. Na podrucju €2 postoji
tenzor 7;; € C*(Q) koji zadovoljava jednadzbe ravnoteze homogenog sustava

1 jednadzbu kompatibilnosti
A(Tll + 7'22) = O
ako i samo ako postogi biharmonijska (Airyjeva) funkcija U na Q (U € CHQ) i A?U =0
na ) takva da vrijedi
oo
ax% ) 122 — ax%7
0*U

T2 = — .
8x18;1:2

11 =

Dokaz. Ukoliko postoji biharmonijska funkcija U s navedenim svojstvima, uvrsStavanjem u
jednadzbe ravnoteze i jednadzbu kompatibilnosti oc¢ito je da su te jednadzbe zadovoljene.

Neka postoji funkcija 7;; € C*(Q) koja zadovoljava jednadzbe ravnoteze i jednadzbu
kompatibilnosti. Potrebno je konstruirati funkciju U(zy,x2) sa navedenim svojstvima.

Neka je izabrana proizvoljna tocka A = (29, 29) € Q. Definira se funkcija

(z1,22)
B(ill'l, .1’2) = / (Tndl‘g — ledl'l).
A

Zbog prve komponente jednadzbe ravnoteze %77111 + %%}22 = 0, integrand je totalni diferenci-
jal, a kako je Q jednostavno povezano podrucje , funkcija B je nezavisna o putu integracije
i vrijedi
0B 0B
— =Ty, — = Ti1.
92, 125 g 11

Analogno definiramo funkciju

(z1,m2)

C(Il, ZEQ) = / (ngdl’l — TlngQ)

>
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za koju vrijedi

oc _ - ac
81’1 -2 8x2

Usporedujuéi parcijalne derivacije funkcija B i C' vidljiva je jednakost

= —T12.

o8 _oc
(%1 n 81’2.
Iz ovako definiranih funkcija B i C' konstruiramo novu funkciju
(xlva)
U(ZL‘l,ZEQ) = / (Cdl’l +Bdl‘2)
A

Iz definicija funkcija B,C'i U proizlazi da je integrand totalni diferencijal i da vrijedi

ou ou
= —-C, = =B.
(93:1 ¢ ’ 0552

Daljnjim parcijalnim deriviranjem slijede svojstva Airyjeve funkcije naprezanja U iz iskaza
teorema, a uvrstavanjem u jednadzbu kompatibilnosti slijedi da je funkcija U biharmoni-
jska.

Q.E.D.

6.3.2. Ravninsko naprezanje

Teorem 22. Promatramo ravninsko naprezanje cilindricnog tijela Q@ x (—h,h) jednos-
tavno povezanog poprecnog presjeka €2. Neka je gradivo homogeno i izotropno i neka vrijedi
da je volumna sila b = 0, te neka postoji funkcija U € C4Q x (=h, k)| takva da vrijedi

PU U
ax% y T22 = 81‘% )
U

127 8x18x2'

Tada tenzor naprezanja T zadovoljava Beltramijeve uvjete kompatibilnosti ako i samo ako

11 =

14

U= Uo(.]?l,.TQ) — m

:U%Auo(xl, Tg)

gdje je N\*ug = 0 na €.
Dokaz. Promatramo Beltramijeve uvjete kompatibilnosti

1 0%
1+ voxx;

ATZ']'—F :O,i,j:1,2,3.

Ukoliko zbrojimo Beltramijeve jednadzbe za i = j = 1,2,3 dobivamo Af = 0. Prema
pretpostavei 73; = 0(j = 1, 2, 3) iz Beltramijeve jednadzbe slijedi

— = const = (.
8273 6

Kako je 6 simetrican u odnosu na ravninu x3 = 0, dobivamo da je g = 0, sto povlaci

0 = 9(.131,.’172) i AQO = 0.
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Promatramo funkciju U koja zadovoljava uvjete iz iskaza leme. Ukoliko definiramo

[
Aw:(%{%%>a

zbog svojstva funkcije U 1 6 = 0y(x1, xo) proizlazi AU = 6. Ako u prvu Beltramijevu
jednadzbu za ¢ = j = 1 uvrstimo funkciju U koriste¢i svojstvo funkcije U iz iskaza leme i
jednakost 8 = 6, dolazimo do

0*U N 1 0%,
or3  1+v oz

Daljnjim raspisivanjem dobivamo

PU (U 9%

022 Ox? <8$§> + 03
B (PUN POyl tv
Oz} <8x§> 0r3 1+v

0% (0*U 0%0, v n 0%0, 1
0x3 \ 03 or31+v 023 1+v

Uz ovu jednakost i ABy = 0 dobivamo sljedeci oblik Beltramijeve jednadzbe
0? (0*U v
6] =0
013 (8&:% i 1+v 0)

Definiramo funkciju ¢ = & IQJ + 15,00, za funkciju ¢ vrijedi prema prethodnim jednakos-

tima g ’é’ =0,aiz Beltramljeve jednadee za i = j = 2 slijedi ‘32712” = 0, dok iz Beltramijeve
1

Jednadzbe zat = 1,7 = 2 slijedi

8 696 = (. Prema tim jednakostima funkcija v je linearna

funkcija po varijablama x; i x5. Funkcija ¢ = o (2] + 15,60 nakon sto je dvaput integriramo
po x3, daje izraz

1

U = U(x1,22) + x3U1 (21, 22) — o1+

.1'590(1'1,372 +/d$3/wd$3
Zbog simetri¢nosti naprezanja u odnosu na os x3 slijedi U; = 0, a zbog svojstva funkcije
U iz iskaza leme oc¢ito mozemo staviti ¥ = 0. Uz ove zakljucke jasno je da je funkcija U

oblika

v
2(1+v)
Zbog NUy = 0y i A0y = 0 slijedi tvrdnja AUy = 0 na Q.

Obrat vrijedi, jer kad uvrstimo izraz iz iskaza leme za funkciju U u Beltramijeve jed-

nadzbe i iskoristimo uvjet A2Uy = 0, proizlazi da su Beltramijeve jednadzbe zadovoljene.
Q.E.D.

U = U@(Il,l’g) —

x%Auo(xl, Ta).

Teorem 23. Neka je podrucje Q2 C R? jednostavno povezano. Neka je tijelo Q@ x (—h, h)
od homogenog i izotropnog gradiva i volumna sila neka je jednaka nuli. Komponente
naprezanja 7;; € C%*Q x (—h,h)] zadovoljavaju jednadzbe ravnoteze i Beltramijeve jed-
nadzbe kompatibilnosti

1 0%
1+ v 0x;0x;

AT+ =0zai,j=12,3
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ako i samo ako postoji funkcija U € C4Q x (—h, h)] takva da vrijedi

0*U 0*U
T11 = 873037722 = Tx%’
v
127 axlﬁxg’
v
U = Up(1,72) — 23 AUy (21, 72),

2(1+v)
gdje je N*Uy = 0 na Q.

Dokaz. Neka tenzor 7;; € C%[Q x (—h, h)] zadovoljava jednadzbe ravnoteze i kompatibil-
nosti. Prema dokazu teorema kod ravninskih deformacija i dokazu prethodnog teorema
konstruiramo funkcija U koja zadovoljava trazene uvjete.

Obratno, ukoliko postoji funkcija U s navedenim svojstvima, tenzor 7 definiran preko
funkcije U zadovoljava jednadzbe ravnoteze i kompatibilnosti s§to se provjeri uvrstavanjem
u te jednadzbe.

Q.E.D.

6.3.3. Poopéeno ravninsko naprezanje

Teorem 24. Neka je @ C R? jednostavno povezano podrucje,a tijelo Q x (—h,h) neka
je homogeno i izotropno, dok je volumna sila jednaka nuli. Tada komponente naprezanja
7;; € C?[Q x (=h, )] zadovoljavaju jednadzbe naprezanja i Beltramijeve jednadzbe kom-
patibilnosti ako © samo ako jednakosti

U _ 90U _ 0*U

= a3 95:7T22= 55,712 =
ox3’ 0x?’ 0x101,

T11

vrigede u smislu glavnih vrijednosti gdje su
W e
32(1+ )
NT = AU, = 0.

U="U, AUy, Uy = Up(1, 22),

Dokaz slijedi analogno dokazu prethodna dva teorema.

6.3.4. Transformacija rubne zadace

Promatramo prvu osnovnu rubnu zadac¢u ravninske elasti¢nosti koju smo formulirali za
Airyjevu funkciju naprezanja U. Potrebno je napraviti i transformaciju pripadnih rubnih
uvjeta.

Teorem 25. Neka je Q C R? jednostavno povezano podrucje s Lipschitzovim rubom T.
Volumne sile su identicki jednake nuli, a zadane su povrsinske siles € C*(I'x (—h, h); R?).
Pripadno rjesenje 7;; € C*(Q x (—h, h)) prve osnovne rubne zadacée ravninske elasticénosti
izrazimo preko Airyjeve funkcije naprezanja U. Tada U zadovoljava sljedece rubne uvjete

na ' x (=h,h)
t t
n1/32d2+n1/31dz] dt,
0 0
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S S

ouU
— =Bn1 +Cny — 4 /Sgdt + nQ/S]_dt,
on / /

gdje su A, B i C' proizvoljne funkcije od x3, a dt i dz diferencijali luka ruba T' podrucja €.

6.3.5. Varijacijska zadaéa za Airyjevu funkciju naprezanja

Prvu osnovnu zadacu ravninske elasticnosti za homogeno i izotropno tijelo cilindri¢nog

oblika ¢iji je poprecni presjek jednostavno povezano podrucje €2 s Lipschitzovim rubom
I' mozemo iskazati kao Dirichletovu zadacu za Airyjevu funkciju naprezanja na podrucju

QcR?:

A?U =0na(,
oUu
U=gy,— =g nal.
on

Ova zadac¢a moze biti formulirana kao varijacijska zadaca

oU) = /(AU)2dx1dx2 = minimum
Q

na skupu funkcija oblika U = U° +w, gdje je U € H?(R) fiksna funkcija koja zadovoljava
rubne uvjete, a w € HZ(Q).
Gateauxov diferencijal gornjeg funkcionala glasi

DO(U)[v] = Q/AUAvdxldxg,
gdje je v € H2(Q). Ako je U rjesenje nase zadace, nakon parcijalne integracije dolazimo
do izraza D®(U)[v] = 0, za bilo koji v € HZ(2). Tada je U stacionarna vrijednost i

U +v)—P(U) =d(v) >0,
sto u stvari znaci da funkcional ® poprima minimum u tocki U.

Teorem 26. Varijacijska zadaca

@@m:/pun%m@&:mm
Q

ima jedno i samo jedno rjesenje.

Dokaz. Funkcional F(w) = ®(u’ + w) je koercitivan na HZ(2). Za w € HZ(Q) vrijedi
[1(012w)? — O11wdspw]dz dxy = 0. Prema tome slijedi jednakost
Q

(I)(U)) = /(Aw)QdIlde‘g = / [(AM)Q + (81210)2 - 811w822w] dl’leEQ

Q Q
- / [(0w)? + (O2w)? + 2(012w)?] dardirs = w30
Q

Za Gateauxov diferencijal u tocki U° vrijedi nejednakost

DU [w] = 2/wA2U0dx1dx2 <2|AU° ||, w2, < 2|]AUO||L2Hw||H2
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Za funkcional F sada imamo slijededi izraz
Flw) = U +w)=&U°) + &(w) + DO(U°)[w] = ®(U°) + ||w][f2(q) + DP(U)[w]
> (U°) + wlfzo) — 21807 . lwll bz,

¢ime je pokazana koercitivnost funkcionala. Gateauxov diferencijal D®(U)[v] neprekidan
je za fiksni v i vrijedi

DO(U +v)[v] = DU)[e] = 28(v) = o]l 20 > 0.

Sada prema teoremu 16 slijedi da je funkcional ® slabo odozdo polu-neprekidan. Prema
teoremu 15 ako je funkcional ® koercitivan i slabo odozdo polu-neprekidan, slijedi da
funkcional poprima minimum, ¢ime je pokazana egzistencija rjesenja.

Ukoliko pretpostavimo da su U i V' dva rjeSenja varijacijske zadace, dobivamo

U — VH%IS(Q) = 20U~-V)=Do(V+U-V)[U-V]—-Do(V)[U - V]
— DOWUNU — V] - DO(V)U — V]
- Z/AUA(U —V)drrdrs — Q/AVA(U — V)dzdas

- Q/A(U “V)AU — V)daydas = DO(U — V)[U — V]
Q
- 2/A2(U VYU - V)darday = 2/(A2U ~ A2VY(U — V)drdis = 0.

Dakle, dobivamo U — V' = 0, odnosno U = V| i rjeSenje je jedinstveno.

Q.E.D.
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7. Numericko rjeSenje rubne zadace

7.1. Postavljanje rubne zadace i podjela podrucja

U ovom poglavlju rjeSavamo primjer rubne zadace ravninske elasti¢nosti u posebnom
slucaju ravninskog naprezanja. Promatramo podrucje manjeg reda veli¢ine u smjeru trece
koordinatne osi u odnosu na dimenzije u ravnini u kojoj je optereceno. Cilj rjesavanja
zadace je dobivanje trajektorija naprezanja, kako bismo u nekom konkretnom slucaju, na
primjer armirano-betonskog elementa, znali ispravno postaviti potrebnu armaturu.

Zadano podrucje podijelimo na ekvidistantnu mrezu i diferencnim postupkom rijesimo
zadacu. Postupak ¢e nam dati priblizno rjesenje, jer vrijednosti derivacije (potrebnog
reda) Airyjeve funkcije naprezanja u pojedinim tockama izrazavamo preko vrijednosti
same Airyjeve funkcije naprezanja u toj tocki i okolnim tockama.

Neka je zadano podrucje 2 s rubom I opterec¢eno jednolikim kontinuiranim optere¢enjem
g po cijelom gornjem dijelu ruba I' i jednolikim kontinuiranim optere¢enjem ¢ po dijelu
donjeg dijela ruba I'.

Zbog zahtjeva zadovoljenja uvjeta globalne ravnoteze mora biti zadovoljen uvjet da je
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zbroj svih sila u smjeru osi y jednak nuli, to dobivamo nuzan odnos zadanog opterec¢enja:
qg-a+q-d=0—q =2q.
Rjesavamo homogenu diferencijalnu jednadzbu za Airyjevu funkciju naprezanja
AU = 0.

Rubne uvjete na konturi mozemo izracunati kao rezne sile na staticki odredenom nosacu
koji ima oblik konture.
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Zadana diferencijalna jednadzba u diferencnom obliku glasi

AU AU AU
+2 + =
Azt Ax2Ay? - Ayt

0,

gdje oznaka %, t + j = 4 znaci pribliznu vrijednost derivacije %, 1+ j = 4. Zbog
jednostavnijeg daljnjeg rjeSavanja pretpostavljamo ekvidistantnu mrezu, t.j. Ax = Ay.
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7.2. RjeSavanje rubne zadace

Ukoliko promatramo ¢vorove u mrezi oko ¢vora k. Tada ¢vorove neposredno oko ¢vora
k numeriramo na sljedec¢i nacin:

Nakon raspisivanja izrara za potrebne diferencije, uz zahtjev da pocetna jednadzba
mora biti zadovoljena u svakom ¢voru, dobivamo da vrijednosti funkcije naprezanja moraju
u svakoj tocki zadovoljavati sljede¢u jednadzbu:

20U, —=8(U—1 + U1 +U,; +U) +2(Uim1 + U1 + Uj1 + U ) + U2 + Up o + Ui +- Uy, = 0.

Postavljajué¢i ove jednadzbe za sve ¢vorove unutar podrucja dobivamu sustav od n lin-
earnih jednaszbi s m nepoznanica. RjeSenje sustava su vrijednosti Airyjeve funkcije
naprezanja u ¢vorovima mreze. U jednadzbe za tocke na udaljenosti Az ili Ay od
ruba ulaze i vrijednosti Airyjeve funkcije naprezanja izvan podrucja. Potrebne vrijed-
nosti mozemo izraziti preko vrijednosti Airyjeve funkcije naprezanja u tockama unutar
podrucja i na samom rubu.
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Izraz za vrijednosti Airyjeve funkcije naprezanja u tockama izvan podrucja tada glasi:

oUu
U1 =Upy1 — (671) - 2e.
k

U naSem zadatku zadaca koju rjesavamo svodi se na rjesavanje susrava 5 jednadzbi s
5 nepoznanica koje glase:

22U — 7 — 8Us — 8U15 + 0 4+ 0 = —3.5qa”
—8U7 4 23Us + 3U13 + 0 + 0 = 0.15625¢a’
—8U; + 3Us + 23U45 + Uy + 0 = —1.21875¢a’
0+ 0+ Uyg + 22Usy — 8Uss = —3.375ga>
040+ 0 — 88Uy, + 23Us3 = 0.5¢a.
Rjesenje ovog sustava jednadzbi su vrijednosti

U, = —0.220859¢a>

Us = —0.050653¢a*

Uy = —0.119211ga>

Usy = —0.160368¢a*

Uss = —0.034041¢a>.

Vrijednosti naprezanja mozemo dobiti iz svojstva Airiyeve funkcije naprezanja

o*U

Tex = 87'3/2’

02U

vt

o
A

Za vrijednosti drugih parcijalnih derivacija koristit ¢emo diferencni oblik u kojem je pri-
blizna vrijednost drugih parcijalnih derivacija izrazena preko vrijednosti Airyjeve funkcije
naprezanja u pojedinim tockama, t.j.

U —-2U,+ U,
(Tazx)k = A—yQJ’
(7_ ) _ Uk—l - 2Uk + Uk+1
vk Ax? ’
(To ) = (U1 + Uj1) = (Ujsr + Uiy)
Ik 1Azly '

Glavna naprezanja u pojedinim tockama izracunamo pomocu izraza

Taox T T,
T12 = Tyy + \/(sz - Tyy)2 + 47—§y7

a smjerove glavnih naprezanja pomocu izraza
27,

tg2a = —4 .

Teax — Tyy

Vrijednosti naprezanja u ¢vorovima mreze naseg podrucja su:
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T:ca:/q Tyy/q Txy/q o Tl/q 7_2/(]
1 0. -1. 0. 0° 0. -1.
2 | 1.9325 -1. 0. 0° 1.9325 -1.
3 | 23791 -1. 0. 0° 2.3791 -1.
4 1. -1. 0. 0° 1. -1.
5 0. -1. 0. 0° 0. -1.
6 0. 0.9325 0. 0° 0. 0.9325
7 | -0.6601 | -1.743 0.5 11°18’ 0.76 -1.84
8 | -0.3791 | 1.9128 |-0.3205 | —11°40" | -0.32 -1.98
9 -1.31 -1.31 -1. —45° -0.31 -2.31
11 0. -4.1852 0. 0° 0. -4.1852
12 | 0.281 -4.1852 | 0.2026 2°35 0.29 -4.19
13 | -2.7195 | -2.7195 | -1.7669 | —45° |-0.9526 | -0.9526
16 0. 12. 0. 0° 0. 12.
17 | -15.4342 | -26.4342 | -0.6724 | —3°32" | -26.34 | -15.34
18 | -0.5447 0. 0. 0° -0.5447 0.
21 | 2.8682 0. 0. 0° 2.8682 0.
22| 1.318 -3.4129 | -0.25 —3°10° 1.14 -3.42
23| 0.0893 | -1.4766 1. 26° 0.58 -1.96
24 0. -1.0893 0. 0° 0. 0.
27 | 2.8682 -1. 0. 0° 2.8682 -1.
28 | 0.9107 -2. 0. 0° 0.9107 -2.
29 0. -2. 0. 0° 0. -2.
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Na temelju ovih vrijednosti mozemo konstruirati trajektorije naprezanja.




7.3.

Trajektorije naprezanja
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