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Uvod

Podrugje kojim se bavi ovaj rad relativno je nerazvijeno na Sveucilistu u Zagrebu.
Tome u prilog naveo bih samo ¢injenicu da se, iako jednostavna, osnovna teorija
Booleovih algebri ne obraduje na dodiplomskom studiju matematike. Stoga sam,
u Zelji da se rad ne poziva niti na jednu tvrdnju koja nije dokazana na studiju, a
s namjerom da bude dostupan svima koji zavrSe matematiku na nasem Sveucilistu,
obradio Booleove algebre od temelja. To je sadrzaj drugog poglavlja, koje je uglavnom
napisano na temelju [Si] i ponesto [Ha]. Taj dio, izuzev slabe distributivnosti koja je
mozda prespecifi¢na, moZe posluZiti kao uvod u Booleove algebre, neovisno o ostatku
rada.

Kona¢ni cilj je izgraditi prirodnu topologiju na Booleovim algebrama i iznijeti
neka njena svojstva, Sto kulminira teoremom o dekompoziciji iz [Ba2]. Topologiju
sam na prijedlog voditeljice nazvao Maharamina topologija, u ¢ast Dorothy Maharam
koja ju je uvela u [Ma] 1946. godine. Medutim, da bi iole bilo jasno o ¢emu se radi,
naslov rada je ipak “Nizovna topologija na Booleovim algebrama’, jer ona to zaista jest.
Njome se bavi trece poglavlje, koje se temelji na radovima [Bal] i [Ba2]. Bududi da
se radovi temelje na mnogim rezultatima koji nisu lako dostupni, trebao sam ih sam
jasno formulirati i dokazati. Tu bih istaknuo primjer XXV. i teorem 3.19. koji nisu iz
literature.

Da bi se izgradila nizovna topologija na Booleovim algrebrama, prvo je trebalo
razviti teoriju definiranja topologije preko nizova, §to je predmet prvog poglavlja. Tu
teoriju je vjerojatno razvio Maurice Fréchet, iako mi njegovi radovi nisu bili dostupni,
pa sam prvo poglavlje samostalno izradio. Teorija nije komplicirana i trebala bi biti
lagani nastavak topoloskih kolegija sa studija. Zato sam to stavio u prvo poglavlje,
iako se logicki prva dva poglavlja mogu ¢itati neovisno.

Nadam se da ¢e ovaj rad biti razumljiv studentima matematike i da ¢e ih zainte-
resirati za ovo podrudje, u kojemu ima mnogo prostora za daljnje istrazivanje.



Poglavlje 1.

Nizovna topologija

1.1. Nizovne familije

Definicija 1.A

Fiksirani niz na skupu X je uredeni par ((x,)qec0, x) niza u X i tocke x € X, i oznacavat
¢emo ga (x, — x). To¢ku x zovemo fiksna tocka fiksiranog niza (x, — x), ili kazemo da
fiksirani niz (x, — x) konvergira prema x. Kazemo da je fiksirani niz (x, — X)uAcX
ako je x, € A za svaki n. Kazemo da je fiksirani niz (y, — x) podniz fiksiranog niza
(x — x) ako je (y,), podniz od (x,), u uobi¢ajenom smislu.

Fiksirani niz (x — X) zovemo konstantan fiksirani niz.

Nizovna familija na X je svaka familija A fiksiranih nizova na X. Ako je (x, >x) € A
kaZemo da je fiksirani niz (x, — x) € A iz A (da ne mijeSamo sa “u’ koji smo drugacije
definirali) i da niz (x,), konvergira prema x u familiji A.

Baza konvergencije na X je svaka nizovna familija 8 na X koja zadovoljava:

(K1) (x — x) € Bzasvakix € X,

(K2) svaki podniz elementa iz B je iz B.

Baza konvergencije na X je familija konvergencije na X ako vrijedi jos:

(K3) ako svaki podniz zadanog fiksiranog niza N na X ima podniz iz K, onda je i
N e K.

Baza konvergencije i familija konvergencije su prave ako

(K4) (xn7x),(xn7y)68:>x:y

Primijetimo da prava baza konvergencije ne moZe imati konstantan niz x-eva kojemu



fiksna tocka nije x. Jasno, ne moZe imati niti niz kojemu je neki podniz takav.

Naizgled ¢udno svojstvo (K3) iz definicije familije konvergencije ima dosta korisne
posljedice.

Propozicija 1.1.

Neka je K familija konvergencije na X, {A; : i € K} konacna particija od w i N = (x, 761)
fiksirani niz u X. Ako su podnizovi M; = (y? —a) od N koji se sastoje od onih (x,)-ova koji su
u A, elementi od K, onda jei N € K.

Dokaz:
Neka je M = (x,, = a) podniz od N. Beskonac¢no n;-ova je u nekom A;. Ti koji su u

A; ¢ine podniz od M i od M,;, dakle podniz koji je iz K. Po svojstvu (K3) iz definicije,
Me XK. ]

Propozicija 1.2.

Neka je K familija konvergencije na X, N = (x, »a) € K io: w — w permutacija. Tada je i

N’ = (Xg(n) 761) e K.

Dokaz:
Neka je M podniz od N'. Tada je M = (xv(») —> ) za neku injekciju 7: @ — w. Jasno, 1
ima strogo rastuci podniz, nazovimo ga sa v. Tada je M’ = (x,(») — a) podniz od M i od

N, koji je radi ovoga drugoga iz K. Po svojstvu (K3) jeondai N’ € K. ]

Korolar 1.3.

Neka je K familija konvergencije na X i neka su (x,), i (Yu)n nizovi koji nemaju konstantan
podniz, a slika im je ista. Ako je (x, — a) € K onda je (y, — a) e K.

1.2. Nizovan topoloski prostor

Definicija 1.B
Topoloski prostor T = (X, 7) je nizovan ako je u njemu A C X zatvoren ¢im sadrZi limese
svih nizova s elementima u A.

Topoloski prostor je pravi ako svaki niz u njemu konvergira prema najvise jednoj tocki.
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Primijetimo da je svaki Hausdorffov prostor pravi.

U ovom radu ¢ée uglavnom svi topoloski prostori biti pravi nizovni.

Definicija 1.C
Nekaje T = (X, 1) (bilo koji) topoloski prostor. Familija konvergencije topoloskog prostora
T je:

Kr = {(x, — x) : (x,), niz u X koji konvergira prema x € X u topologiji T}.

Primijetimo da (x, — x) € Kr konvergira prema x u prostoru T ako i samo ako konver-

gira prema x u familiji Kr, i to éemo Cesto tako zapisivati.

Propozicija 1.4.

Neka je T topoloski prostor. Familija ‘Kr je zaista familija konvergencije. Ako je T pravi, i Kr
je prava.

Dokaz:

Provjerimo tocke iz definicije (prave) familije konvergencije.

(K1) Jasno.
(K2) Jasno.

(K3) Pretpostavimo suprotno, tj. da neki niz N = (x,), kojemu svaki podniz ima
gomiliste x ne konvergira prema x. Tada oko x postoji okolina O izvan koje je
ostalo beskona¢no elemenata niza N. Oni ¢ine podniz kojemu x ne moZze biti
gomiliste.

(K3) Jasno. [

Definicija 1.D

Neka je 8 baza konvergencije na X. Definirajmo funkciju limitiranja

ug(A) = {x € X : postoji (x, —x) € Bu A}.

Cesto necemo pisati indeks iza u ako je iz konteksta jasno o ¢emu se radi, ili ako nije
bitno.



Propozicija 1.5.

Neka je B baza konvergencije na X. Skupovi A C X za koje je u(A) = A zadovoljavaju aksiome
zatvorenih skupova.

Dokaz:

u@ =0iuX)=X.

Neka je u(A;) = A; zai € I. Akoje (x, — x) € B u presjeku () A;, onda je on u svakom
Aj, pajex € A; zasvakii, tj. x € () A;. Dakle, u(( A;) = () A..

Neka je u(A) = A, u(B) = Bineka je (x, —x) € Bu AU B. MoZemo pretpostaviti da je
beskonatno elemenata niza (x,), u A, pa postoji podniz (y, — x) od (x, — x) koji je u A.
Tada je (yn7x) € B,pajex€ AC AUB. Dakle, u(AUB) =AUB. [

Definicija 1.E
Neka je 8 baza konvergencije na X. Inducirani topoloski prostor Tg = (X, 1) je topoloski
prostor na X u kojem je A C X zatvoren ako i samo ako je ug(A) = A.

Propozicija 1.6.
Za svaku bazu konvergencije B je B C Kr,. (Tj. ako je (x, — x) € B onda (x,), konvergira

prema x u topoloskom prostoru Tg.) Stovise, Tg je upravo najfiniji topoloski prostor s tim
svojstvom.

Dokaz:

Neka je (x, 7x) € B ineka je O otvorena okolina oko x u Tg. Pretpostavimo da
se beskonac¢no ¢lanova niza (x,), nalaze izvan O, dakle u X\O. Tada njih mozemo
smyjestiti u podniz ()., za koji takoder vrijedi (y, — x) € 8. Kako je X\O zatvoren,
po definiciji topologije bi trebalo biti x € X\O, $to nije. Dakle, gotovo svi ¢lanovi niza
(x4)n suu O. O je bila proizvoljna otvorena okolina oko X, pa zaklju¢ujemo da (x,),
konvergira prema x.

Neka je T’ neki drugi topoloski prostor s gornjim svojstvom. Ako je skup A zatvoren
u T’ onda je limes svakog konvergentnog niza u A isto u A, pa po definiciji inducirane
topologije zatvoren u T. Dakle, T" je grublji od T. n

Propozicija 1.7.

Neka je B baza konvergencije. Topoloski prostor Tg je nizovan. Ako je B prava baza konver-
gencije, i Tg je pravi topoloski prostor.



Dokaz:

Iz leme i definicije odmabh slijedi da je Tg nizovna topologija.

Dokazimo da je prava za pravu bazu 8. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji niz (x,),
koji konvergira prema dvije razli¢ite tocke, a i b. Gledamo slucajeve:

I. Niz (x,), ima podniz koji se sastoji samo od a-ova ili b-ova, pretpostavimo a-ova.
Kako (x), konvergira prema b, {a} nije zatvoren. Sada po definiciji topologije
postoji (v, —¢) € B u {a}, ¢ # a. No y, mora biti konstantan niz a-ova, pajea = c.

II. U protivnom moZemo pretpostaviti da niti 2 niti b nisu u slici S niza (x,), (akojesu,
izbacimo ih i gledamo podniz za koji vrijedi sve isto). SU {a} nije zatvoren jer (x,),
konvergira prema b. Po definiciji topologije postoji (v, —¢) € B u S U {a} takav
dac ¢ SUl{a}, paic # a. Zato niz (y, —> ) ne moZe imati konstantan podniz a-ova
jer bi i njegova fiksna tocka bila ¢ # a. Sada iz (y,), moZemo izbaciti eventualno
konatno a-ova, pa pretpostavimo da je (y, —¢) u S, 4j. sastoji se samo od x,-ova.
Niti jedan x,, se ne moZe u njemu javljati beskona¢no puta, jer bi onda opet imao
konstantan podniz kojemu je fiksna tocka c razli¢ita od elemenata. Zatoje (y,), je
podniz od (x4())n, gdjeje o: w — w permutacija za koju bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je identiteta. Zato (y,), teZi u a, a po propoziciji 1.6. tezi
iuc.

Ponovimo isti postupak sa (y,), kaoisa (x,), inadimo mu podniz (z,), takav da je
(zn — d) € B,d # c. Kako je (z, — ¢) podniz od (y, — c) € B, vrijedii (z, — c) € B,
paje c = d, dakle B nije prava. n

Teorem 1.8. (Osnovni teorem nizovne topologije)

1. Neka je K prava familija konvergencije na X. Tada je Kr,, = K.

2. Neka je T = (X, 1) nizovni topoloski prostor. Tada je Ty, = T.

Dokaz:

1. Iz propozicije 1.6. odmah slijedi K C Kr,.
Obratno, neka (x,), konvergira prema a u prostoru Tx. Treba dokazati da je
(x, —a) € K. Neka je (y, —a) proizvoljan podniz od (x, —a). Dovoljno je
dokazati da (y, —a) ima podniz u K. Niz (y,), takoder konvergira prema a u

topologiji T«. Prou¢imo sada dva slucaja.

L. Niz y, je beskonaéno puta jednak a. Tada (y, — 4) ima konstantan podniz
koji je onda iz ‘K.



II. U protivnom moZemo pretpostaviti da y, nikad nije jednak a. Tada slika
S od (y.). nije zatvorena (u topologiji T«) jer je limes tog niza izvan nje.
Po definiciji topologije onda mora postojati (z, —b) € K u S5 gdje b ¢ S.
Sliéno kao u dokazu prethodne propozicije niti jedan y, se ne moZe u (z,),
javljati beskonac¢no puta. Zato je (z,), podniz od (Ys))n, gdjeje 0: w — w
permutacija, pa (z,), teZi u a, a po propoziciji 1.6. tezi i u b. Po prethodnoj
propoziciji je Ty prava topologija, pa je a = b, dakle (z, —a) je iz K.

2. Konvergentni niz u zatvorenom skupu A ima limes u A iz ¢ega slijedi da je svaki
zatvoreni u T zatvoren u Kr. Obrat je definicija inducirane topologije. ~ Q.E.D.

Gornjim smo teoremom uveli novi nacin definiranja prave nizovne topologije, preko
pravih familija konvergencije. Za neprave to ne bi bilo moguce, $to pokazuje sljedeci

primjer.

Primjer I

Neka je K = {(x, — x) : (x,), ograni¢en niz u w} nizovna familija na . Primijetimo
da nema uvjeta za fiksnu tocku. Lako se vidi da je K familija konvergencije, ocito
neprava. Kako svaki fiksirani niz iz K tezi svugdje, u(A) = @ ¢im je A neprazan, dakle
topologija Tx je indiskretna. U indiskretnoj topologiji svaki niz je konvergentan i tezi
svugdje, pa tako i neograniceni nizovi. Zato je Kr,. # K.

Kao kod vecine nacina definiranja topologije, ni ovdje nam ne treba cijela familija
konvergencije, nego samo baza konvergencije, $to opravdava njen naziv.

Definicija 1.F

Neka je 8 baza konvergencije na X. Familija konvefgencije pridruZena bazi konvergen-
cije B, u oznaci Kg, je najmanja familija konvergencije na X koja sadrzi 8. KaZemo i
da je baza konvergencije 8 pridruZzena familiji konvergencije Kg.

Dvije baze konvergencije su ekvivalentne ako su pridruzene istoj familiji konvergencije.

Oito je proizvoljni presjek familija konvergencije opet familija konvergencije, pa gore
definirana pridruZena familija konvergencije postoji i jedinstvena je.

Propozicija 1.9.

Neka je B baza konvergencije na X. Vrijedi:
1. Kg = {N fiksirani niz u X: svaki kodniz od N ima podniz iz B}.



2. Familija konvergencije K je pridruzena bazi konvergencije 8 ako i samo ako sadrZi B i
svaki fiksirani niz iz nje ima podniz iz 8.

Dokaz:

1. Nazovimo desnu stranu jednakosti sa 9. Lako se provjeri da je D familija
konvergencije i da sadrzi B, dakle © 2 Kg. Iz definicije familije konvergencije
je jasno da svaka familija konvergencije koja sadrzi 8 mora sadrzavati i D, dakle
D C Ks.

2. 1z gornje formule se lako vidi da Kg zadovoljava traZeni uvijet.

Obratno, neka K zadovoljava uvjet. Jasno je K 2 K. Neka je N € K neki
fiksirani niz i M neki njegov podniz. Tada jei M € K, pa iz uvjeta M ima podniz
u B, dakle N je iz Kg prema gornjoj formuli, tj. K € K. ]

Propozicija 1.10.

Svaka baza konvergencije pridruZena pravoj familiji konvergencije je prava i obrnuto.

Dokaz:

DokaZimo obrate po kontrapoziciji.

Ako baza nije prava, nije ni pridruZena familija, jer je ona nadskup.

Ako familija K nije prava, postoje (x, —a), (x, —b) € K, a # b. Tada postoji podniz
(yn —>a) € B, zakojijeidalje (x, — b) € K, te on ima podniz za koji je (z, —a), (z, = ) €
8B, tj. B nije prava. ]

Propozicija 1.11.
1. Neka je ‘K familija konvergencije na X pridruZena bazi konvergencije B. Tnda je ugx = ug.

2. Neka su By i B, ekvivalentne baze konvergencije. Tada je ug, = usg,.

Dokaz:
1. Nekaje A C X.
ugx(A) 2 ug(A) jasno.

Neka je x € ux(A), §j. postoji (x, — x) € Kz u A. On ima podniz (y, — x) € B, koji
jeistou A, pajey € ug(A). Dakle ugx(A) C ug(A).

2. Jasnoiz 1. [ |



Korolar 1.12.

1. Neka je K familija konvergencije na X pridruzZena bazi konvergencije B. Tadaje Ty = Tg.

2. Neka su B, i B, ekvivalentne baze konvergencije. Tnda je Tg, = T4g,.

Propozicija 1.13.

1. Ako je B prava baza konvergencije, onda je Kg = Kr,,.

2. Prave baze konvergencije B, i B, su ekvivalentne ako i samo ako je Tg, = T,

Dokaz:

1. Jasno iz prethodne propozicije i teorema 1.8.

2. Jasno iz 1. [ |

Definicija 1.G

Neka je T topoloski prostor. Definirajmo funkciju limitiranja na prostoru T:

Uur = Ug.

Propozicija 1.14.

Za svaku bazu konvergencije B na X je ug = ur,.
Primijetimo da je ova propozicija netrivijalna samo u slu¢aju neprave baze konvergen-

cije, jer je inace ocita po prethodnoj propoziciji.

Dokaz:

Neka je A C X. Ocito je ug(A) C ur,(A).

U obratu, neka je a € u(A)\A, pa postoji (x, —a) € Kr, u A. Tada slika S niza (x,), nije
zatvorena, pa postoji (y, —a) € Bu 5, dakleiu A. ]
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Zbog zadnje propozicije, funkcija limitiranja nizovne topologije ovisi samo o topologiji,
i svejedno je koju bazu konvergencije za induciranje te topologije koristimo u definiciji
funkcije.

Radi jednostavnosti éemo nizovne topologije ¢esto definirati pomocu bilo koje nizovne
familije A na X ovako: T4 = Tg gdje je B najmanja baza konvergencije koja sadrzi A
(isto bismo dobili da baratamo sa familijama konvergencije, o¢ito). Lako se vidi da je

B = {(x7x):xeX}U{M:MjepodniznekogNeﬂ}

Direktno definiranje topologije preko nizovne familije na isti na¢in kao sa bazama
konvergencije nije moguce, sto pokazuje sljede¢i primjer.

Primjer II
Proucimo topoloski prostor T na w + 1 gdje je A = {(n — w)}.
Dobijemo uobicajenu uredajnu topologiju na w + 1.

Ako bismo definirali ‘zatvorene’ skupove direktno iz A kao sa bazama konvergencije,
skupovi parnih i neparnih brojeva bili bi ‘zatvoreni’, a njihova unija @ ne bi bila
‘zatvorena’.

1.3. Zatvarac i neprekidnost
Proucimo sada kako se pona3a funkcija zatvaraca u nizovnoj topologiji.
Definirajmo za sve redne brojeve a rekurzivno:

u’(A) = A,

Ut (A) = u(u(A)),
u*(A) = U uP(A) za grani¢ne a.

B<a

Propozicija 1.15.

Zatvarac skupa A u nizovnom topoloskom prostoru T je

ol (A) = u (A).
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Dokaz:
Transfinitnom indukcijom se lako dobije
A Cu*(A) Cuf(A) Ccl(A)
¢imije a < .
Dovoljno je jo$ pokazati da je
A= A) = ] uta)
a<wi
zatvoren skup u topologiji 7g, tj. treba pokazati da je za svaki fiksirani niz (x, — x) € Ky
u A’ njegova fiksna tocka x € A’.
Pa neka je (x, — x) € Kr fiksirani niz u A’, tj. slika S od (x,), je podskup od A’. Kako je
S prebrojiv, on se nalazi u prebrojivo skupova u*(A), @ < w,. Zbog toga je supremum

B svih takvih a takoder manji od w;. Kako skupovi u*(A) rastu s a, S C uf(A), pa je
x € uPtl(A) C A, n

PokuSajmo karakterizirati neprekidne funkcije. Neka su T; = (X,71) i To = (Y, 12)
topoloski prostori. Znamo da je funkcija f: X — Y neprekidna ako i samo ako za svaki
A C X vrijedi

F(el1(4)) € el 2(f(A).

Za nizovne topologije vrijedi sli¢na relacija:

Propozicija 1.16.
Neka su Ty = (X, t1) i T = (Y, 12) nizovni topoloski prostorii f : X — Y funkcija. Ekviva-
lentno je:
(i) Funkcija f je neprekidna.
(ii) Za svaki (x, 7x) € Kr, je (f(x4) 7f(x)) € Kr,.
(iii) Za svaki A C X je f(ur,(A)) € ur,(f(A)).

Dokaz:
(i) = (ii): Znamo od prije.
(ii) = (iii): Nekaje A € Xia € f(ur,(A)), tji.a = f(b) za neki b € ur,(A). Zato postoji
(x, — b) € Kr,. Po (ii) je onda (f(x,) 7f(b)) € Kr,, dakle a = f(b) € ur,(f(A)).
(iii) = (i): Nekaje f(ur,(A)) € ur,(f(A)) za svaki A C X. Transfinithom indukcijom se
direktno dobije da je
fluz,(A)) € uz,(f(A))
iz ¢ega slijedi da je f(cl ,(A)) C cl 1,(f(A)). Dakle, f je neprekidna. ]
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Korolar 1.17.

Neka su B, i B, prave baze konvergencije na X i Y redom, te neka je f: X — Y funkcija. Ako
za svaki (x, — x) € By vrijedi (f(x,) — f(x)) € B, onda je f neprekidna sa Tg, na Tsg,.

Dokaz:

Dokazat ¢emo tvrdnju (ii) iz propozicije. Radi to¢ke 1. propozicije 1.13. dovoljno je
dokazati da iz (x, — a) € Kg, slijedi (f(x,) 7f(a)) € Kag,.

Nekaje (f(yx) — f(a)) podniz od (f(x,) — f(a)). Tadajejasno (v, — a) podniz od (x;, — a),
paje i on iz Kg,, dakle ima podniz (z, — a) koji je iz B;. Sada je po uvjetu iz korolara
(f(zs) = a) € B,. Po formuli u tocki 1. propozicije 1.9. dobijamo da je (f(x,) — f(a)) €
Ks,. ]

1.4. Fréchetov prostor

Definicija 1.H
Topoloski prostor T = (X, 1) je Fréchetov ako je za svaki A C X vrijedi

clr(A) = ur(A).

Propozicija 1.18.

Nizovni topoloski prostor T Fréchetov ako i samo ako je u njemu u3. = ur.

Dokaz:

Jasno iz propozicije 1.15. n

Propozicija 1.19.
Za topoloski prostor T = (X, t) vrijede implikacije:

T zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti = T je Fréchetov = T je nizovan.

Dokaz:

1. Neka T zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti i neka je A € X. Jasno je ur(A) C
cl r(A).

Neka je x € cl r(A). Oko x postoji prebrojiva baza okolina (O;)ieo- Ui := ;4 O; je
takoder baza okolina, i to padajuca. Neka je x € clr(A). Svaki U; sjece A, pa neka
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je (xi € Ui N A)iew- Niz (x;); je u A i konvergira prema x, pa je x € u(A). Dakle, T je
Fréchetov.

2. Neka je T Fréchetov. A C X je zatvoren ako i samo ako je A = cl (A) tj. A = u(A)
tj. ako i samo ako svaki konvergentan niz u A konvergira u A. To je upravo
definicija nizovne topologije. |

Obrati gornjih implikacija ne vrijede $to pokazuju sljedeci primjeri.

Primjer III (Frévhetov prostor za koji ne vrijedi prvi aksiom prebrojivosti)

Na w; + 1 definirajmo topologiju 7 = 74 preko nizovne familije
A ={(x, — @1) : (x,), strogo rastuéi niz u w}.

Funkcija limitiranja moZe skupu dodati samo w; ako ga ve¢ nema u skupu. Ako ga ne
doda odmah, nece ni ako ponovimo funkciju, dakle u? = u, tj. T je Fréchetov.

Svaki skup koji sadrZi w; je zatvoren, dakle {x} je otvoren za svaki x € w; $to znaci da
je restrikcija topologije T na w; diskretna.

Lako se vidi da je A C w; zatvoren ako i samo ako je konacan.

Pretpostavimo da vrijedi prvi aksiom prebrojivosti, tj. da oko w; postoji prebrojiva baza
okolina (A;)ic,. Komplement svakog A; je zatvoren podskup od w; , dakle konacan.
Tada je komplement od (), A;i prebrojiv, pa nije cijeli w;, tj. postoji x € (e, Ai\{w1}.
(w1 + 1)\{x} je okolina oko w; koja nije nadskup niti jednog A;.

Dakle, (A;); nije baza okolina oko w;.

Primjer IV (Nizovan topoloski prostor koji nije Fréchetov)

Neka je formalno
A={x,;:n,i€w}

B={y,:necwj,
C={z},
X=AUBUC.

Definirajmo nizovnu familiju na X
A = {(xn - Yn) 11 € wh U {(yn — 2)}.

U prostoru T4 je ocito
u(A) =AUB,

(A =AUBUC=X = da=X
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Gornji primjer nas motivira na sljede¢u karakterizaciju.

Teorem 1.20.

Neka je T = (X, ) pravi nizovan topoloski prostor. T je Fréchetov ako i samo ako za svaku
beskonacnu matricu (&, i)nico U X, niz (xp), u X i a € X za koje je x, # a za svaki n,
te je (Eni—xn) € Kr za svaki n i (x, —a) € Kr postoji funkcija f: w — w takoa da je

(Enfoy = @) € K.

Dokaz:

Neka T nije Fréchetov. Tada je u*(A) # u(A) za neki A. Neka je a € u*(A)\u(A). Tada
postoji niz (x,), u u(A) koji konvergira prema a (jasno, nikada nije jednak a4). Tada
postoje nizovi (,;); koji konvergiraju prea x, za svaki n. Kada bi za ove &, x,,a
postojala spomenuta funkcija, onda bi bilo a € u(A).

Obratno, neka je T Fréchetov i neka su &,;, x,, a4 € X za koje vrijede uvijeti iz teorema.
Prvo osigurajmo da je a # &,; za sve nii. Ako bi u nekom nizu (&,;); bilo beskonac¢no
¢lanova jednakih g, taj niz bi imao podniz koji u Kr konvergira prema a i prema x,, # 4,
Sto ne moze biti jer je Kr prava. Dakle, u svakom nizu ih ima kona¢no, pa ih mozemo
izbaciti. Od sada pretpostavljamo dajea # &,; zasvenii.

Neka je A = {&,; : n,i € w}inekajea € u*(A) = u(A). Tada postoji fiksirani niz
N = (y»—a) € Kr u A. N ne moZe imati konstantan podniz jer je Kt prava. Zato,
po korolaru 1.3., proucavajmo samo njegovu sliku S. S ne moZe imati niti beskonac¢no
¢lanova u istome X; := {&,; : i} jer bi onda N imao podniz koji bi u Kr konvergirao
prema x, i prema a # x, (moZemo formalno razlikovati &, i & » za (n,i) # (n',1),
iako su mozda isti). MoZemo pretpostaviti da S ima po jedan ¢lan u svakome x;, jer u
protivnom uzmemo podniz izbacivsi sve ostale.

Neka je S skup svih takvih S-ova. Lako se provjere uvjeti Zornove leme na (S, ),
pa po njoj S ima maksimalni element F. Nekajet = {n € w : SN X, # 0}. Kada bi
bilo t # w, mogli bismo na onim n-ovima koji su u w\t na isti na¢in nadi niz i prema
propoziciji 1.1. dodati ga F-u, pa F ne bi bio maksimalan (za @\t konacan problem je
jos jednostavniji). Zato je t = w, iz ¢ega se lako vidi da postoji traZena funkcija. Q.E.D.

Uvjet x,, # a u gornjem se teoremu ne moZe izostaviti, Sto pokazuje sljede¢i primjer:

Primjer V

Neka je formalno
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X =AUB.

Definirajmo nizovnu familiju na X
A={(xyi—y):n€w}

Funkcija limitiranja o¢ito moZe dodati samo b, pa je T # Fréchetov.

PridruZzena baza konvergencije 8.4 se sastoji od svih konstantnih fiksiranih nizovaiod
podnizova elemenata od A. Ako Zelimo daniz (y,), u A konvergira ka c on mora imati
podniz medu podnizovima od A, a kako su svi podnizovi od A cijeli u {x,,;: i € w} za
neki n, onda i (y,), mora imati beskona¢no elemenata u nekom {x,;: i € w} za neki n.
Medutim, niz (x,, ) koji bi trebao konvergirati u ¢ po teoremu ima po jedan ¢lan u
svakom {x,;: i € w}. Dakle, takav niz ne moZe postojati, iako je prostor Fréchetov.

1.5. Potprostori

Za kraj poglavlja recimo nesto kratko o potprostorima.

Definicija 1.1
Neka je Bbaza konvergencije na skupu Xinekaje Y C X. Restrikcija baze konvergencije
BnaYije:

BlY={NeB:NjenaYl}

Ocito je restrikcija baze konvergencije opet baza konvergencije.

Propozicija 1.21.

Neka je B baza konvergencije na skupu X i neka je Y C X.
1. Ako je'Y zatvoren u Tg onda je Tgyy potprostor od Tg.
2. Ako je Tg Fréchetov onda je Tg)y potprostor od Tg.

Dokaz:

Neka je A zatvoren u T, tj. ug(A) = A. Jasnoje onda ugy(ANY)=ANY,dakleANY
je zatvoren u T'g)y.
Neka je A zatvoren u Tg)y, tj. ugy(A) = A. Sada nam trebaju uvijeti iz propozicije:
1. Neka je Y zatvoren u Tg, tj. ug(Y) = Y radi ¢ega je jasno ug(A) C Y. Zato funkcija
limitiranja ovdje uopce ne Koristi one fiksirane nizove iz 8 koji nisu na Y, pa je
ug(A) = ugy(A) = A, dakle A je zatvoreniu Tg.
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2. Ako je Tg Fréchetov, ug(A) je zatvoren u Tg. Pretpostavimo da je a € ug(A) NY.
Tada postoji neki fiksirani niz N € 8 u A koji konvergira prema a. No N je onda i
elementod B [ Y, pajea € ugy(A) = A. Dakle, ug(A)NY = A. [

Korolar 1.22.

1. Zatvoreni potprostor nizovnog prostora je nizovan.

2. Potrostor Fréchetovog prostora je Fréchetov.

Dokaz:

Neka je 8 bilo koja baza konvergencije koja inducira topoloski prostor T = (X, 1)
(recimo Kr),inekaje T" = (Y, t") nekinjegov potprostor. U oba slucajaje Tg}y potprostor
od T, a kako je definiran na Y mora biti jednak T". n

Da se gornje tvrdnje ne mogu poop¢iti pokazuje sljededi primjer.

Primjer VI

Neka je T4 prostor iz primjera IV. Restrikcija baze konvergencije 8.4 na A U C se sastoji
samo od konstantnih nizova, pa je prostor T'g,, ;auc) diskretan. No AU C kao potprostor
od T # nije diskretan jer je zatvarac¢ od A cijeli prostor.

Ovo je i kontraprimjer poopéenju korolara, dakle primjer potprostora nizovnog pros-
tora koji nije nizovan, jer u A U C nema konvergentnih nizova koji nemaju konstantan
podniz, a opet A nije zatvoren.
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Poglavlje 2.

Booleove algebre

2.1.

Definicija

Definicija 2.A
Polje skupova na skupu S je podskup partitivnog skupa U € P(x) koji sadrzi 0 i S i koji

je zatvoren na unije, komplemente i presjeke, tj.:

(P1)
(P2)
(P3)

Zaa,beUjeiaUbe U
Zaa,beUjeianbel
ZaaeUjeiS\ae U

Booleova algebra je struktura koja ugrubo zadovoljava svojstva koja ima polje skupova,

preciznije:

Definicija 2.B

Booleova algebra je uredena etvorka (X, V, A, =) skupa X, binarnih operacija na njemu

V (spoj) i A (klin) te unarne operacije — (komplement) za koji postoje 0,1 € X takvi da za

svake a,b,c € X vrijedi

(B1)
(B2)
(B3)
(B4)
(B5)

avb=bVva, aANb=bAa; (komutativnost)
avibve=@vb)ve, anbArc)=@Ab)Ac (asocijativnost)
(@anb)vb=b, (aVvb)Ab=Db (apsorpcija)

an(bVvec)y=@Ab)v@nc), avVbAc)y=@Vb)A(@Vec); (distributivnost)
aN—-a=0, aV—-a=1.
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U ovom radu B ¢e uvijek oznacavati Booleovu algebru. Radi jednostavnosti ¢emo, iako
neprecizno, pod imenom Booleove algebre B smatrati i skup X.

AkosuC,DCcBiaeBsaCVvD,CAD,C-D,CAD,CVa,itd. ¢u oznacavati skupove
definirane na ociti nadin.

Ocito je svako polje skupova Booleova algebra, gdje ulogu VvV preuzima U, ulogu A
preuzima Niulogu — preuzima komplement. Obratno, nije odmah jasno da li je svaka
Booleova algebra izomorfna nekom polju skupova, ali to ¢emo dokazati kasnije.

Primjer VII (Partitivni skup)

Za proizvoljan skup S, P(S) je polje skupova, pa i Booleova agebra.

Poseban slucaj ove algebre je kada je S jedno¢lan. Tada se Booleova algebra sastoji
samo od dva elementa, 0 i 1, koji se mogu interpretirati kao laz i istina, i operacije na

£37 1

njima se mogu interpretirati kao logicke operacije ‘i’, ili’ i ‘ne’. Ova Booleova algebra
se zove dvoelementna Booleova algebra.

Primjer VIII (Konacno-kofinitna algebra)

Neka je B skup svih kona¢nih i kofinitnih (onih kojima je komplement konacan) pod-
skupova od proizvoljnog beskona¢nog skupa S. Tada je B polje skupova, paiBooleova
algebra.

Primjer IX (Algebra regularno otvorenih skupova)
Neka je T = (X, 7) topoloski prostor. Radi lakSeg zapisivanja, ozna¢imo sa ic funkciju
int ocl. Otvoreni skup O ¢emo zvati regularno otvoren ako je ic(O) = O.
Primijetimo prvo da u svakom topoloskom prostoru za sve skupove a, b i ¢ vrijedi
int (a N b) = int (a) N int (b),
cl@ub)=clauclb.

Nadalje, za otvoreni a vrijedi
int(cla) 2a

i za zatvoreni a vrijedi
cl (int (a)) C a.

Koristeci obje ove tvrdnje zaklju¢ujemo da za otvoreni a vrijedi
cl(int(cla))=cla

i za zatvoreni a vrijedi
int (cl (int (a))) = int (a).
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Trebati ¢e nam i sljedeca lema.

Lema 2.1.

Za sve otvorene skupove a i b vrijedi

ic(a N'b) = ic(a) Nic(b).
Dokaz:

ic(aNb) Cint (cl (a) N cl (b)) = ic(a) N ic(b).

U obratu je dovoljno dokazati da je ic(a) N ic(b) podskup od cl (a N b), jer je otvoren. Pa
pretpostavimo suprotno, da je

(ic(a) Nic(b))\cl (a N b) = ic(a) Nic(b) Nint (X\a U X\b) # 0.

Tada je i
cl (a) Nic(b) Nint (X\a U X\b) # 0,

pa kako je ic(b) N int (X\a U X\b) otvoren skup vrijedi i
aNic(b) Nint (X\a U X\b) # 0.

Analogno dobijemo
anbnint (X\a U X\b) #0,

Sto se jednostavnim racunom vidi da nije. Dakle, tvrdnja zaista vrijedi. m

Definirajmo operacije na skupu R svih regularno otvorenih skupova. Neka su a,b €
R.

1. avb=ic@aub)=int(clauUclb)
2. anb=anb
3. —a=int(X\a)
Provjerimo da su rezultati gornjih operacije opet regularno otvoreni:
1. icaVvb)=ic(ic@aUb))=icaUb)=aVb
2. ic(a Ab) =icanb) =ic(a) Nic(b) = ic(a) A ic(b)
3. ic(—a) =ic(int (X\a)) = int (X\a) = —a
PokaZimo da operacije zadovoljavaju aksiome Booleovih algebri:
(B1) Jasno.
(B2) av((ve)=int(claUic(cl(bUc)) =int(claucl(bUc))=icaUbUrc)
aN(bAcy=an(bnc)=anbnc
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(B3)

(B4)

(B5)

@anb)yvb=ic((anb)ub)=icb)=">

@vb)Ab=int(clauUclb)nint(clb) =int((claUclb)Nclb) =int(clb) =D
aN(bVec)=icl@aNicbUc)=ican(bUc))=ic((anb)U@nc))=(@Ab)V(aAc)
aV((bAc)=ic@aunc)) =ic((aUb)N(@Uc)) =iclaub)Nic@aUc) =(@Vvb)A(aVc)
aN—a=an(X\a)=0

aV—a=iclaVU(X\a) =ic(X)=X

Dakle B = (R, V, A, —) je Booleova algebra. Primijetimo da se ove operacije ne poklapaju

sa skupovnim unijama i presjecima, pa ova Booleova algebra nije polje skupova (sto

ne znaci da nije izomorfna nekom polju skupova).

2.2.

Jednostavne posljedice aksioma

Primijetimo da ako u aksiomima svaki V zamijenimo sa A i obrnuto, te 1 sa 0 i obrnuto,

dobijemo iste aksiome. Radi toga ¢e sve u Booleovim algebrama biti simetri¢no na tu

zamjenu. Izraze koji nastaju tom zamjenom zovemo dualni. Zbog toga neke tvrdnje

nec¢emo morati dokazivati ako smo dokazali dualne, nego ¢emo se jednostavno pozvati

na princip dualnosti.

Propozicija 2.2.

Za svakia € B je:

1
2
3
4.
5.
6
7
9

Dokaz:

Ll

ava=a, alha=ua;

avli=1, an0=0;

aANl=a, av0=a

avb=1, aAnb=0 = b=-ag

——a=ua;

a=b & —a=-b;

—(@avb)y=-an-b, —(aAb)=-aV -b; (de Morganovi zakoni)
1=-0.

a=aV@Ab)=@vVa)yA@ANb)=@A@Vb)A@Vv@Arb)=aVa
avVli=avaVv-a=aV-a=1

avO=aV(@A—-a)=a
b=1Vvb=@AN-a)Vb=@VDbA(-avVb)=1A(-aVb)=-aVDb
—a=1V—-a=@Ab)V-a=@V-aANbV-a)=1A0bV-a)=bV —a
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Direktno iz 4.
Direktno iz 5.
@avbA(-an-b)=@N—-aAN-bD)VbA-aN-b)=0v0=0@Vvb)V(-an-b)=
(avbv-a)A@avbVv-b=1A1=1Sadajepo4. —(aVvb)=-aA-b

9. Jasno.

Ostale formule su dualne. ]

Propozicija 2.3.

Zasvea,be Bjea=aAb akoisamoakoje aVb=D0.

Dokaz:
Nekajea=aAb. Tadajeavb=(@Ab)Vvb=0>.

Obrat je analogan. n

Definicija 2.C

Definirajmo relaciju <na B: zaa,b € Bjea < b ako aib zadovoljavaju jednu od gornjih
tvrdnji. PiSemo i b > a. KaZemo da je a podelement od b, i da je b nadelement od a. Ako
jejos a # b, onda je a pravi podelement od b, i b je pravi nadelement od a, u oznacia < b
ilib > a.

Kod prijelaza na dualne formule trebamo svaki < zamijeniti sa > i obrnuto.

Propozicija 2.4.

Relacija < je relacija parcijalnog uredaja na B.

Dokaz:
Refleksivnost: Po propoziciji 2.1. jea =a A a.

Tranzitivnost: Nekajea=aAbib=0bAc. Tadaje
a=aANb=anbAc)=@Ab)Ac=aAc.

Antisimetri¢nost: Nekajea=aAbib=aADb. Jasnojetadaa =b. n

Propozicija 2.5.
Zasvea,b,c,d € Burijedi
1. 0<a<l;

2. a<aVvb, a>aAb
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3. a<¢b<d = avb<cvd i anb<cAd;

4. a<b & —-a>-b.

Dokaz:
Dokazat ¢u samo jednu formulu gdje je druga dualna.
1. Direktna posljedica propozicije 2.2.
2. Direktna posljedica (B3).
3. (avb)Vv(cvdy=@ve)v(vd)=cvd
4. Nekajea <b, tj.a=aAnb. Tadaje po de Morganovim zakonima —a = —a vV -b,
tj. —a > —b. Obrat je isti. ]

Zbog komutativnosti i distributivnosti mozemo definirati spoj i klin kona¢no mnogo

skupova:
n
\/{ai i=1,...n} = \/a,' =mVaV---Va,
i=1
n
/\{aZ i=1, n}:/\ai:al/\az/\ A a,
i=1
Propozicija 2.6.

Spoj i klin moZemo ekvivalentno definirati: za sve a,b € B
aV b =supla, b}

a Ab = inf{a, b}

Slicno vrijedi i za konacne spojeve i klinove: za svaki konacni A C B je
\/ A=supA

/\A —infA

Dokaz:

Iz prethodne propozicije, tocka 2.,jea <aV bia <aV b, daklea Vv b je gornja meda od
{a, b}.

Nekajec>a,btj. c=avc=>bVvc Tadaje(avb)Vc=aVv(bVc)=aVc=ct.c>aVh,
dakle a Vv b je zaista supremum od {g, b}.

Druga formula je dualna.

Drugi dio propozicije se lako dokaze indukcijom. ]
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Definicija 2.D

Zaa,b € B njihova razlika je

a—-b:=an-b,

a simetricna razlika je

aab:=(-b)Vb-a).

Kazemo da su a,b € B disjunktni akojea A b = 0. Ako a,b € B nisu disjunktni kazemo

da se susrecu.

Propozicija 2.7.

Za svea,b,c € B vrijedi

—
S

Dokaz:

© 0 N S 1k W =

(@avb)—c=@-c)v(b-c¢), @Ab)y—c=@—-c)AN(b-c);
a—(bvec)=@-bAN@a-c), a—bAc)=(@—-b)V(a-c),
(@a-b)—c=@-c)—-b=a—-(bVo),

aAb=bAa;

a—a=aAa=0;

anb=0 © a=b;

aAO=a, arl=-a
aAb=@Vvb)—(@aAb)=@Vb)A(-aV -b),
—(@aab)=—anb, aAb=-an-b

(@Aab)yac=an(bac).

Dokazati ¢u samo jednu formulu gdje je druga analogna.

1.

SR

(@avb)—c=@VbAN-—c=@A—-—c)VbA-c)=@—-c)V(b—-rc)
a—-(bvc)y=an—-(bVvc)=an(-bAN-c)=@AN-bD)A@aAN—-c)=@—-b)AN@—-rc)
(@a=-b)—c=@A-b)AN—-—c=aAN(-bA-<c)=aAn—-(bVc)=a—-(bVc)

Jasno.

Jasno.

a=arA0=aranrnb=0Ab=b

Drugi smjer je tocka 5.

arn0=@-0)VvV0—-a)=av0=a

aha=@—-1)V(1-a)=0V —a=-a
aAb=@-b)yvb—-a)=@A-b)vVIbA-a)=((@aAN-b)VDbA(a@aAn-b)V —a)=
@VvbyA(=bVvb)A@V—-a)AN(-bV —a)=@VDb)AILALA—-(bAa)=(aVD)—(aADb)
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9. —(@@ab)=-[(avb)A(—aV-b)] =(—an-Db)V(aAb)=(-a-b)V(b—-(-a)=—-aab
10. @Ab)ac=[@a@ab)VclA[(-aab)V——c]l=@VbVc)A(—aV-bVc)A(-aVvDbV
—c)A @V -bV —c)

Dobili smo simetri¢an zapis. n

Primijetimo da iz prethodne propozicije slijedi da je (B, A) Abelova grupa sa neutralnim

elementom 0 u kojoj je svaki element sam sebi inverz.

2.3. Podalgebre, homomorfizmi i restrikcije

Definicija 2.E
Nekaje B = (X, V, A, —) Booleova algebra. Neprazan Y C X je podalgebra ako je zatvoren
na operacije V, Ai—.

Jasnoje (Y, v/, A’, =) isama Booleova algebra, gdje su V', A"i~" odgovarajuce restrikcije
operacija.

Lako se vidi da su 0 i1 elementi svake podalgebre.

Primjer X
Konatno kofinitna algebra na X je podalgebra od P(X).

Jasno je {0, 1} podalgebra svake Booleove algebre.

Definicija 2.F
Neka su B = (X,V,A,—)iB" = (X,V’,N,=’) Booleove algebre. Funkcija h: X — Y je
homomorfizam ako ¢uva operacije, to¢nije:
(@) h(aVb)=h(a) Vv hb),
(@) h(a Ab)=h(a) N h(b),
(b) h(—a) = —"h(a).
Homomorfizam koji je i injekcija zove se monomorfizam.
Homomorfizam koji je i surjekcija zove se epimorfizam.
Homomorfizam koji je i bijekcija zove se izomorfizam.

Ako izmedu dvije Booleove algebre postoji izomorfizam, kaZemo da su one izomorfne.
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Zbog de Morganovih zakona je dovoljno provjeriti jedan od uvjeta (a), (a’), jer onda
vrijedi i drugi.

Operacije na svim algebrama ¢u obi¢no oznacavati isto V, A i —, jer je uvijek jasno o
kojoj se algebri radi.

Primjer XI
Neka je B kona¢no-kofinitna algebra, a B’ dvoelementna Booleova algebra. Tada je
funkcija

0  akojeakonacan
fla) = . iy
1 ako je a kofinitan

epimorfizam.

Propozicija 2.8.

Neka su B i B’ Booleove algebre, te neka je h: B — B’ homomotfizam. Tada je slika h(B)
podalgebra od B'.

Dokaz:
Neka sua’, b’ € h(B), tj. postoje a,b € B takvi da je a’ = h(a), b’ = h(b). Tada je
a’' Vb =h(a)V h®) =h(aVb) € h(B),
—a’ = —h(a) = h(—a) € h(B).

Dakle, h(B) je zatvoren na operacije. |

Propozicija 2.9.

Neka su B i B’ Booleove algebre, te neka je h: B — B’ homomorfizam. Homomorfizam h Cuva
uredaj, tj. za a < b je h(a) <’ h(b).

Dokaz:
h(a) = h(a A b) = b(a) A h(b). [

Definicija 2.G
Neka je B = (X, V, A, —) Booleova algebraix € X. Na X’ := {a € X: a < x} definirajmo
operacije

aV'b=aVvb,
aNb=aAb,
~'a:=x—a.
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Uredenu ¢etvorku B’ := (X', V/, A’, =) zovemo restrikcija od B na x, i ozna¢avamo B | x.

Propozicija 2.10.

Uredena cetvorka B | x je Booleova algebra gdje x preuzima ulogu jedinice.

Dokaz:
Aksiomi (B1)—(B4) vrijede o¢ito. DokaZimo (B5):

aN="a=aN(x—a)=aAN(xA-a)=0Ax=0,

aV-"a=aVvVx—-a)=aVxA-a)=@Vx)A@Vv-a=xA1=x.

Kao i kod opcenitih Booleovih algebri, sa B | x éemo oznacavatiiskup X' ={a € X:a <
x}.

Propozicija 2.11.
Neka je x € B. Funkcijah: B — B | x definirana sa

h(a) =a Ax
je epimorfizam, tzv. kanonski.

Dokaz:

Funkcija / je jasno surjekcija. Neka sua,b € B
havb)=@Vb Ax=(@Ax)V(bAx)=h(a)V hb),

~'h@)=x—-h(@)=x—(@Ax)=x—-a)V(x—x)=x—a=xA—a=h(-a).

2.4. Ideali, filteri i kvocijenti

Definicija 2.H
Skup D C B je zatvoren prema dolje ako a < d € D impliciraa € D.
Analogno, D C B je zatvoren prema gore ako a > d € D impliciraa € D.

Neprazan I C B zatvoren prema dolje je ideal ako za svea,b € [jeia Vv b € I. Ideal koji
je razli¢it od B se zove pravi ideal.
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Dualan pojam idealu je filter: Neprazan F C B zatvoren prema gore je filter ako za sve
a,b € Fjeia A b € F. Filter razli¢it od B je pravi filter.

Lako se vidi da za D i E zatvorene prema dolje vrijedi D A E = D V E. Analogno, za G
i H zatvorene prema gore vrijedi D A H=D A H.

Primjer XII

Svi podelementi zadanog b € B &ine tzv. glavni ideal, u oznaci I,. Primijetimo da je
I, =B Tb.

Analogno, svi nadelementi od b ¢ine glavni filter, u oznaci Fj.

Primjer XIII

Svi konaéni skupovi u polju skupova ¢ine ideal. Analogno, kofinitni ¢ine filter.
Jasno je 0 element svakog ideala, i 1 je element svakog filtera.

Propozicija 2.12.
Ideal I je pravi ako i samo ako 1 ¢ .
Filter F je pravi ako i samo ako O ¢ F.

Dokaz:

Dokazimo obrate po kontrapoziciji:

Ako I nije pravi, ondajel = B,pajeil € I.

Akoje 1 €1, onda je zbog zatvorenosti prema dolje svakia € I, tj. I = B.

Tvrdnja za filter je dualna. ]

Direktno iz definicije se vidi da je presjek proizvoljno mnogo ideala ideal. Dualno,
presjek proizvoljno mnogo filtera je filter. Radi toga moZemo proizvoljnim skupom
S C B generirati ideal Is kao presjek svih ideala koji sadrZe S, tj. najmanji ideal koji
sadrzi S. Jasno je Iy upravo glavni ideal I,. Dualno definirano filter Fs.

Ideal Is smo mogli definirati i na drugaciji nacin:

Propozicija 2.13.
Neka je S C B. Vrijedi:

Is = {a € B: postoji konacan K C S takav da je a < \/ K} ,
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Fs = {a € B: postoji konacan K C F takav da je a > /\ K}

Dokaz:

Nazovimo desnu stranu prve jednakosti sa I. Jasnoje S C Iil je ideal. Neka je | neki
drugi ideal koji sadrZi S i neka je K kona¢an podskup od S. Jasnoje \/ K € ], paje onda
isvakia < \/Ku]. ZatojeIs C J.

Druga tvrdnja je dualna. ]

Propozicija 2.14.

Neka su B i B’ Booleove algebre te neka je h: B — B’ homomorfizam. Tada je praslika h™(0)
ideal u B i praslika h™(1) filter u B.

Dokaz:

Neka su a,b € h™(0), tj. h(a) = h(b) = 01ineka je ¢ < b. Jer homomorfizam ¢uva uredaj
vrijedi h(c) < h(b) = 0, dakle h(c) = 0. Vrijediih(a Vv b) = h(a) v h(b) =0V 0 = 0, dakle
h~1(0) je ideal.

Druga tvrdnja je dualna. n
Neka je I ideal. Definirajmo relaciju ~: zaa,b € Bjea ~bakojea ab el

Propozicija 2.15.

Relacija ~ je relacija ekvivalencije.

Dokaz:
Refleksivnost: a Aa=0¢€1

Tranzitivnost: Nekajea Abelib A ce€l Tadaje
aAc=aAcAO=anca(bab)=@Aab)ar@ac)<@Aabyv@ac)el
Simetri¢nost je jasna. n

Radi gornje propozicije na B moZemo proucavati klase ekvivalencije [2]. Na skupu X
svih klasa ekvivalencije definirajmo operacije:

[a] v [b] = [a V b],
[al A[b] = [a A D],
—[a] = [-a].
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Propozicija 2.16.
Gornje relacije su dobro definirane, tj. ne ovise o izboru predstavnika klase.

Skup X sa gore navedenim operacijama ¢ini Booleovu algebru.

Dokaz:
Nekajea ~a.

Po tocki 9. propozicije 2.7. je —a’ ~ —a i —b" ~ —b. Radi toga je — dobro definiran.
@vbya@vb)y=(@vb)—@vb)Vv(@avb) —(@a Vvb)=

= (@ Vb)=b)—a)V(((aVb)—b)—a’) = (@ =b)—a)V((a=b)—a') < (@ -a)V(@a—a) =a rd € L.

Analogno zamijenimo b sa b’ ~ b, dakle V je dobro definiran. Nadalje:
@ Ab)YAa(@Ab)y=(—a"V-D)a(-aV -b) el

Dakle, i A je dobro definiran.

Neposredno iz definicije se vidi da navedene operacije zadovoljavaju sve aksiome
Booleovih algebri. n

Definicija 2.1
Neka jeIideal u B. Booleovu algebra na skupu klasa ekvivalencije ~ sa gore navedenim
operacijama zovemo kvocijentna algebra i oznacavamo je B/I.

Funkcija h: B — B/I definirana sa h(a) := [a] je o¢ito epimorfizam i zovemo ga kanonski.

Propozicija 2.17.

Neka je x € B. Restrikcija B | x je izomorfna kvocijentu po glavnom idealu B/I_,.

Dokaz:
Definirajmo funkciju h: B [ x — B/I_, sa h(a) = [a]. DokaZimo da je h izomorfizam.
Jasno vrijedi (a) iz definicije homomorfizma.

Dokazimo (b): neka je a < x. Vrijedi h(x —a) = [x — a], a —h(a) = —[a] = [—a]. Zaista
x—a)A—-a=(x—-a)——-a)V(-a—(x—-a)=x—-(@V —-a)V(-aA—-(xA\—-a))=
=—aA(-xVa)=—aAN-x=—-(@aVx)=—-xel,.

Nekasua,b < xtakvidajeh(a) = h(b). Tadajea abel_, tjarb=(aVvb)—(anb) < —x.
Aliavb<x,pajeiaab<xdakleaAb<xA-x=0,tj.a=0>b. Dakle, hje injekcija.

Neka je [a] € B/I_,. Nekajea’ =a A x < x. Lako se vididajea” ~ atj. [a] = h(a"). Dakle,
h je surjekcija. ]
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Gornja propozicija nam daje mnoge primjere kvocijentnih algebri. Prije jo3 jednog

primjera uvedimo novi pojam:

Definicija 2.J
Ne-nul a € B je atom ako mu je jedini pravi podelement 0.
Booleova algebra B je atomska ako svaki ne-nul b € B ima podelement koji je atom.

Booleova algebra B je bezatomna ako nema atoma.

Primjer XIV

Partitivni skup je atomska Booleova algebra u kojoj su atomi jednoclani skupovi.

Primjer XV (Cohenova algebra)

Neka je X beskonacan skup. Skup I svih kona¢nih podskupova je ideal. Algebru
C = P(X)/I zovemo Cohenova algebra na X.

Pokazimo da je C bezatomna. Neka je [a] € C, [a] # 0, tj. a € P(X) je beskonacan.
Podijelimo a na dva beskona¢na c i d. Jasno je [0] < [c] < [a], dakle a nije atom.

Propozicija 2.18.

Bezatomna Booleova algebra B je qusta, tj. za svake a,b € B, a < b, postoji ¢ € B takav da je
a<c<b.

Dokaz:

Budu¢i da je B bezatomna, postoji d € B takav daje 0 < d < b—a. ElementaVd
zadovoljava trazeno. n

2.5. Maksimalni ideali i filteri, Stoneov teorem reprezen-

tacije

Definicija 2.K

Pravi ideal I u Booleovoj algebri B je maksimalan ili prost ako je maksimalan medu
pravim idealnima, tj. ako jeideal ] 2 I, ondaje ] = Iili ] = B.

Dualno, pravi filter F u Booleovoj algebri B je maksimalan ili prost ako je maksimalan
medu pravim filterima, tj. ako je filter G 2 F, onda je G = F ili G = B. Maksimalni filter
jos se zove i ultrafilter.
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Primjer XVI
Neka je X skup i x € X. Ideal I i filter Fx\;yy = P(X)\I;yj su maksimalni u P(X).

Gornji primjer nas motivira na sljede¢u opcenitu propoziciju:

Propozicija 2.19.

Neka je d € B. Glavni filter F,; je maksimalan ako i samo ako je d atom.

Dokaz:

Dokazimo obrate po kontrapoziciji.

Ako F; nije maksimalan, onda postoji pravi filter G D F;, pa neka je a € G\F,;. Tada je
ib:=aAxe€G. Filter Gje pravi, pajea # 0, a vrijediia # d jer bi u protivhom bilo
a € F;. Jasno b < d, dakle d nije atom.

Ako d nije atom, neka je e < d, e # 0. Filter F, je strogi nadskup od F; koji je i dalje
pravi. Dakle F; nije maksimalan. [ ]

Vrijedi i dualna tvrdnja gornjoj propoziciji sa idealnima, ali onda moramo koristiti
dualan pojam pojmu atoma koji nam ovdje nije potreban, pa ga neéemo definirati
(moZemo ga jednostavno zvati onaj kome je komplement atom).

Primjer XVII

Svi konacni elementi kona¢no-kofinitne algebre ¢ine maksimalan ideal koji nije glavni.

Sli¢no, kofinitni elementi ¢ine maksimalan filter koji isto nije glavni.

Propozicija 2.20.

Neka je I pravi ideal u Booleovoj algebri B. Tada postoji maksimalan ideal M 2 I. Isto vrijedi
za filtere.

Dokaz:
Neka je S skup svih pravih ideala koji sadrze I. Ideal I € S, pa je S neprazan.

Neka je L = {I; : i € K} lanac u § indeksiran proizvoljnim lancem K. Neka je N = [JL.
Lako se vidi da je N ideal, da sadrzi I i da ne sadrZi 1 (tj. pravi je), dakle I € S. Sada po

Zornovoj lemi S ima maksimalan element, koji je onaj koji trazimo.

Tvrdnja sa filterima je dualna. n
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Propozicija 2.21.
Neka je I pravi ideal u Booleovoj algebri B. Ekvivalentno je:
(i) Ideal I je maksimalan.
(ii) Zasvakia € Bjeiliae€lili—a €L
(iii) Skup B\I je filter.

Vrijedi i dualna tordnja. Ako vrijede gornje turdnje, filter u (iii) je takoder maksimalan.

Dokaz:

(ii))=(i): Neka je ] D I ideal. Tada postojia € J\I. Prema (ii) jeonda —a € I C |, pajei
1=aVv -ae€], t.] =B. Dakle I je maksimalan.

(i)=(ii): Pretpostavimo da (ii) ne vrijedi, tj. da za neki a vrijedi a,—a ¢ I. Neka je
C={avx:xel}iD = {x € B: x < y € C}. Lako se vidi da je D ideal koji sadrzi I i a.
Kad bi bio 1 € C postojao bi x € I takav dajea V x = 1 iz ¢ega djelovanjem sa A —a
dobijemo x A —a = —a tj. —a < x € I, §to je protivno pretpostavci. Dakle 1 ¢ C, pa jasno
1¢ D, tj. D je pravi ideal. Nasli smo pravi ideal strogo ve¢i do I, pa I nije maksimalan.
(ii)=(iii): B\I je jasno zatvoren prema gore. Neka sua,b ¢ I, pa po (ii) su —a,—b € I.
Vrijedi —(@Ab)=—-aVv-bel,paaAb¢l

(iii)=(ii): Pretpostavimo da (ii) ne vrijedi, tj. da za neki a vrijedi a,—a ¢ I. Tada je
a A —a = 0 € I, dakle B\I ne moze biti filter.

Dualna tvrdnja je jasna. Jasno, I = B\(B\I) je ideal, pa po dualnoj tvrdnji mora filter
B\I biti maksimalan. [

Korolar 2.22.

Neka je I maksimalan ideal na Booleovoj algebri B. Tada je funkcija sa B u dvoelementnu
Booleovu algebru definirana sa

0 zaa €l
f(a)_{l zaa ¢l

homomorfizam.

Obrnuto, za svaki homomorfizam h sa B u dvoelementnu Booleovu algebru je h™'(0) maksimalan
ideal, a h™'(1) maksimalan filter.

Gornja propozicija i korolar uvode medusobno prirodno pripadanje maksimalnih ide-
ala, maksimalnih filtera i homomorfizama na dvoelementnu Booleovu algebru.

Definicija 2.L

Topoloski prostor je nula-dimenzionalan ako je neprazan T;-prostor i ima bazu koja se
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sastoji od otvoreno-zatvorenih skupova.

Teorem 2.23. (Stoneov teorem o reprezentaciji Booleovih algebri)

Svaka Booleova algebra B je izomorfna polju otvoreno-zatvorenih skupova u kompaktnom nula-
dimenzionalnom Hausdorffovom prostoru.

Dokaz:

Neka je S(B) skup svih ultrafiltera u B. (Analogno bismo mogli raditi sa maksimalnim
idealnima ili homomorfizama na dvoelementnu Booleovu algebru).

Za svakia € B nekaje O(a) = {F € S(B): a € F} C S(B). Vrijedi O(1) = S(B). Zaa,b € B,
O@) NO) = {F € S(B):a,b e F} = {F € S(B):aAb € F} = O(a A D). Dakle, skupovi
O(a) za a € B ¢ine bazu topologije na S(B). Od sada ¢emo, iako neprecizno, sa S(B)
oznacavati i tako dobiveni topoloski prostor.

PokaZzimo da je S(B) Hausdoorffov. Neka su F,G € S(B), F # G. Tada postojia € F\G
(ili G\F, ali moZemo pretpostaviti ovo prvo). No G je ultrafilter, pa je —a € G. Dakle,
F € O(), G € O(-a), a O(a) i O(—a) su jasno disjunktni otvoreni. Dakle, S(B) je
Hausdorffov.

Komplement od O(a) je O(—a) koji je onda isto otvoren, dakle O(a) je otvoreno-zatvoren.
Radi toga i hausdorffovosti je S(B) nula-dimenzionalan.

Pokazimo da je S(B) kompaktan. Neka je # otvoren pokriva¢ od S(B). MoZemo
pretpostaviti da se P sastoji od elemenata baze, tj. neka je P = {O(a): a € A}, gdje je
A C B. Jer je P pokriva¢, svaki ultrafilter F € S(B) se nalazi u nekom O(a), a € A,
tj. svaki ultrafilter sadrZi neki element iz A. Neka je C skup svih (konac¢nih) spojeva
elemenata iz A tj. C = {\/ S: S konatan C A}. NekajeD = {a € B: a < b € C}. Jasno je
D ideal. Pretpostavimo da je pravi. Onda sa E ozna¢imo maksimalni ideal koji sadrzi
D. Ultrafilter B\E ne sadrZi niti jedan element od D, pa onda niti od C niti od A, $to
je kontradikcija. Dakle, ideal D nije pravi, tj. 1 € D, pajeil € C, tj. 1 = \/ A’ gdje je
A’ konacan podskup od A. Ako ultrafilter F ne sadrZi niti jedan element od A” onda
ne sadrZi niti 1 $to ne moZze biti. Dakle svaki ultrafilter sadrZi neki a € A’ tj. svaki
ultrafilter je u nekom O(a) za a € A’ kojih ima kona¢no. To je i trebalo dokazati.

Funkcija O: a = O(a) je jasno monomorfizam sa Booleove algebre B na polje otvoreno-
zatvorenih skupova u S(B). DokaZimo da je i surjekcija, tj. da je svaki otvoreno-
zatvoreni skup U u S(B) slika nekog a € B. U kao otvoren skup je unija nekih elemenata
baze, tj. U = [J{O(a): a € A} zaneki A C B. U kao zatvoren skup u kompaktnom pros-
toru je i sam kompaktan, pa njegov pokriva¢ {O(a): 2 € A} ima konacan potpokrivac
{O@):aeK}, . U=U{O(@): a e K} =0(VK). Q.E.D.
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Definicija 2.M

Prostor S(B) iz prethodnog teorema se zove Stoneov prostor Booleove algebre B.

Korolar 2.24.

Svaka Booleova algebra B je izomorfna polju skupova.

Gornji korolar je veoma koristan, jer ako znamo osnovna svojstva operacija na poljima
skupova, znamo ih i na Booleovim algebrama. Dakle, cijeli odjeljak 2.2. (propozicije
2.2.-2.7.) slijedi iz navedenog korolara. No propozicije 2.2.-2.5. ipak moramo dokazati
neovisno, jer se koriste u dokazu Stoneovog teorema, propoziciju 2.6. ¢emo ostaviti jer
je korisna za prosirenje na beskona¢ne skupove, dok propoziciju 2.7. mozda ne znamo
niti za polja skupova, pa je svakako potreba.

Korolar 2.25.

Svaka konacna Booleova algebra B je izomorfna partitivnom skupu konacnog skupa.

Dokaz:

Ako je B konacan, i S(B) je konacan. Kona¢an Hausdorffov prostor je diskretan, iz ¢ega
slijedi tvrdnja. n
Primjer XVIII

Neka je K konac¢no-kofinitna algebra na prebrojivom skupu X. Glavni filteri nad
atomima i filter kofinitnih elemenata su ultrafilteri. Tvrdimo da su to jedini ultrafilteri.

Neka je F ultrafilter. Ako se neki element x € X nalazi u svakom elementu od F,
onda je Fy ultrafilter koji sadrzi F, dakle jednak je F, pa je F glavni. U protivhom
pretpostavimo da postoji konacan S € F. Za svaki x € S postoji element A(x) € F koji
ne sadrzi x. Skup S\(V,es A(x)) = 0 bi onda bio uF, $to ne mozZe biti. Dakle u F nema
kona¢nih skupova, pa kao ultrafilter mora sadrZavati sve kofinitne.

Dakle, Stoneov prostor S(K) moZemo prezentirati sa w + 1 gdje elementi od w prezen-
tiraju glavne ultrafiltere, a w prezentira ultrafilter kofinitnih skupova.

Bazu Stoneove topologije na w+1 ¢ine kona¢ni podskupovi od w i skupovi koji sadrze w
i gotovo sve elemente iz w. Dakle, svaka tocka u w je otvorena (tj. restrikcija topologije
na w je diskretna), a svaki otvoren skup koji sadrzi w sadrZi i sve elemente vece od
nekog n € w. Opet smo dobili uobicajenu uredajnu topologiju na w + 1.
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2.6. Potpunost

Zeljeli bismo praviti spoj i klin proizvoljnog skupa, a ne samo kona¢noga. Medutim,
to nije uvijek moguce. Definirajmo:

Definicija 2.N

Ako neprazan A C B ima supremum, zovemo ga spoj elemenata iz A i ozna¢avamo sa
\/ A. Ako neprazan A ima infimum njega zovemo klin elemenata iz A i ozna¢avamo sa
N A.

Booleova algebra B je potpuna ako svaki A C B ima supremum.

Neka je x kardinalni broj. Skup kardinalnosti < x ¢emo zvati x-skup.

Neka je x beskonacan kardinalni broj. Booleova algebra B je x-potpuna ako svaki «-
skup A C Bima supremum. Booleovu algebru koja je x-potpuna zovemo jos$ i Booleova
k-algebra.

Prema propoziciji 2.6. nova definicija spoja i klina poklapa sa starom za kona¢ne
skupove.

Kardilani broj Ny = w u ovom éemo radu oznacavati sa o.

Primijetimo da u potpunoj Booleovoj algebri svaki skup ima i infimum, jer je on kom-
plement supremuma komplemenata. Analogna tvrdnja vrijedi za x-potpune Booleove
algebre.

Primjer XIX

Partitivni skup je potpuna Booleova algebra.

Kona¢no kofinitna algebra nije o-potpuna.

Neka su x < A kardinalni brojevi i neka je X skup kardinalnosti A. Neka se K sastoji

od k-podskupova od X i od onih kojima je komplement u X x-skup. Skup K jasno ¢ini
Booleovu algebru. Lako se vidi da je K x-potpuna, ali nije A-potpuna.

Primjer XX (Cohenova algebra)

Neka je {x,: n € w} disjunktna familija beskona¢nih podskupova od w. Neka je C
Cohenova algebra na w i neka je [x] jedna gornja meda od A := {[x,]: n € w}. Izaberimo
u svakome x, N x po jedan element &, (x mora sadrZavati gotovo sve elemente iz
svakog x,) i neka je y, = x,\{&,}, az = {&,: n € w}. Jasno je [x\z] gornja meda od
svakog [v,] = [x,], pa je i gornja meda od A. Medutim, z je beskonacan i podskup je
od x, paje [x\z] = [x] — [z] < [x]. Za proizvoljnu gornju medu nasli smo manju, pa A
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nema supremum, dakle C nije potpuna. Stovise, vidimo da nije ni o-potpuna.

Propozicija 2.26. (De Morganovi zakoni)

Neka sua; € Bzai € 1. Tada je

iel i€l
-Aa=\/ -
i€l iel

Gornje jednakosti treba Citati: ako postoji jedna strana, onda postoji i druga i jednake su.

Dokaz:

Ako postoji desna strana prve jednakosti oznac¢imo je sa d. Tada za svaki i vrijedi

d < —a;, tj. —d > a;. Ako je —d’ neki drugi za koji za svaki i vrijedi —d" > a;, odnosno

d’ < —a;, ondajeid < A —a; = d. Dakle, —d je najve¢a donja meda od {a;: i € I}, tj.

—-d =\ a;.

Ako krenemo od lijeve strane dokaz je potpuno analogan. Druga jednakost je dualna.
]

Primjer XXI (Algebra regularno otvorenih skupova)

Neka je R algebra regularno otvorenih skupova na topoloskom prostoru T = (X, 7). Iz
definicije klina na R i uredaja na algebri taj se uredaj podudara s uredajem inkluzije, t;.

a<b & acChb.

Neka je u otvoren u T. Skup u’ := ic(u) 2 u je regularno otvoren. DokaZimo da je u’
upravo najmanji regularno otvoren veéi od u. Pa neka je u” 2 u regularno otvoren.
Tadaje u” =ic(u”) 2 ic(u) = u’'.

Neka je A C R proizvoljan skup. Najmanji otvoren ve¢i od svih elemenata iz A je jasno
U A. Najmanji regulatno otvoren veci od svih elemenata iz A je zato ic(|J A).

Dakle, Algebra regularno otvorenih skupova je potpuna, i spoj se definira sa:

\/A=ic(| JA).

Nadimo formulu za klin pomo¢u de Morganovih zakona:

/\ a; = — \/ —a; = int (X\int (cl (U int (X\ai)))) =

iel iel

= int (cl (int (ﬂ cl (ai)))) = int (ﬂ cl (ai)).
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Dokazimo jo$ neke korisne tvrdnje za beskonacne spojeve i klinove.

Propozicija 2.27.

Nekajea € Bia; € Bzai € I. Ako postoji lijeva strana jednakosti, vrijede jednakosti:

a/\\/ai: \/(a/\ai),

iel iel
av /\ai = /\(a V a;).
iel iel

Dokaz:

Nekaje b = \/a;. Tadaje zasvakiia; < b, pajeiaAa; <aAb. Pretpostavimo da je c
neka druga gornja medaod {a Aa;: i €I}, tj.a Aa; < czasvakii. Tadajea—c < —a; za
svaki i, pajeia—c < A —a; koji postoji po de Morganovim zakonima i jednak je —b.
Sada dobijamo a A b < ¢, 5to je trebalo pokazati.

Druga jednakost je dualna. ]

Propozicija 2.28.

Neka je a atom i A C B neprazan skup koji ima supremum. Ako jea < \/ A onda postoji x € A
takav da je a < x.

Dokaz:
Zax € AjeaAx <a,daklea A xjejednakoili 01ilia. Kad bi uvijek bilo 0, svaki x € A bi
bio podelement od —a, pabii \/ A bio podelement od —a, $to nije. n

Homomorfizam ne mora ¢uvati beskonaéne spojeve, $to nam pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer XXII (Homomorfizan ne ¢uva beskonacne spojeve)

Neka je X beskonacan skup i x € X. Neka Booleovu algebru K ¢ine svi konacni
podskupovi od X\ {x} i njihovi komplementi u X. Dakle, K je sli¢cna kona¢no-kofinitnoj
algebri, samo $to ima jedan poseban element koji je kao indikator beskonac¢nosti, nije
u skupu ako je konacan i jest u skupu ako je beskonacan. I neka je P Booleova
algebra partitivnog skupa na X. Inkluzija i: K < P je jasno homomorfizam. Neka je
A ={{y}: a € X\{x}} € K. Najmanji element iz K koji sadrZi sve elemente iz A je sam X,
dakle \/ A = 1. Medutim, najmanji element u P koji sadrZi i(a) za svakia € A je X\{x},
dakle \/ i(S) = X\{x}.
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Definicija 2.0
Skup D C B je algebarski gust ako za svaki ne-nul b € B postoji ne-nul d € D takav da je
d<b.

Propozicija 2.29.

Neka je B potpuna Booleova algebra i A neka njena podalgebra. Algebra A je algebarski gusta
u B ako i samo ako za svaki b € B postoji neprazan S C A takav dajeb =\/S.

Dokaz:

Neka je A algebarski gusta i neka je b € B. Tada postojia € A, a < b. Skup svih takvih
a oznatimo sa S,inekajeb’ = \/S. Jasnoje b’ < b, pajel’ € S. Pretpostavimo da je
x = b -V’ razli¢it od 0. Tada postoji ne-nul y < x u A koji je kao podelement od biu S.
No tadajeib’ A y u A, paje kao podelement od biu S. Alije b’ Ay > b’ $to ne moZe
biti. Dakle, b = \/ S.

Obratno, neka je b ne-nul element od B. Tadajeb = \/ S zaneki S € A. Jasnoje S D {0}.
Bilo koji ne-nul element od S je podelement od b koji je u A. ]

Definicija 2.P
Upotpunjenje Booleove algebre B je potpuna Booleova algebra P za koju postoji mono-
morfizam h: B — P takav da je slika h(B) gusta u P.

Teorem 2.30.

Svaka Booleova algebra B ima upotpunjenje.

Dokaz:

Neka je P Booleova algebra regularno otvorenih skupova u Stoneovom prostoru S(B).
Svi otvoreno-zatvoreni skupovi su regularno otvoreni, pa postoji prirodna injekcija
h: B — P, za koju se lako vidi da je homomorfizam, dakle monomorfizam.

Znamo da je P potpun. Treba samo dokazati da otvoreno-zatvoreni skupovi ¢ine gustu
podalgebru od P. Neka je O € P ne-nul, dakle regularno otvoren u S(B). Kao otvoren
mora sadrzavati element baze topologije, koju ¢ine otvoreno-zatvoreni skupovi.Q.E.D.
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2.7. Antilanci i slaba distributivnost

Definicija 2.Q

Skup A C B koji ne sadrzi 0 je antilanac ako su svaka dva elementa iz A disjunktna.

Propozicija 2.31.

1. Svaki antilanac je sadrZan u nekom maksimalnom antilancu s obzirom na inkluziju.

2. Antilanac M je maksimalan ako i samo ako je \/ M = 1.

Dokaz:

1. Jasno po Zornovoj lemi.

2. Dovoljnost je jasna. Obratno, pretpostavimo suprotno, da 1 nije supremum od
M (koji ne mora niti postojati). Tada postoji a < 1 koji je gornja meda od M.
Skup M U {-a} je jasno antilanac, strogo veci od M §to je kontradikcija. n

Da ne bi doslo do zabune, kada samo piSe maksimalni antilanac, misli se na onaj
kojemu je spoj 1, a ako piSe maksimalan antilanac s nekakvim uvjetom, onda se misli
na maksimalan antilanac medu onima koji zadovoljavaju taj uvjet, za koji ¢e uglavnom
po Zornovoj lemi opet biti oc¢ito da postoji.

Definicija 2.R
Neka je x neprebrojiv kardinalni broj. Booleova algebra B zadovoljava uvjet k-lanca
ako je svaki antilanac u njoj kardinaliteta manjeg od «.

Booleova algebra B zadovoljava uvjet prebrojivog lanca ili ccc (od engl. countable chain
condition) zadovoljava uvjet w;-lanca, tj. ako je svaki antilanac u njoj prebrojiv. KaZemo
jos da je Booleova algeba ccc.

Primjer XXIII

Partitivni skup $(X) zadovoljava uvjet k-lanca ako i samo ako je [X| < «.

Propozicija 2.32.

Neka je x neprebrojiv kardinalni broj. Booleova algebra B zadovoljava uvjet k-lanca ako i samo
ako svaki E C B ima podskup D kardinaliteta manjeg od « koji ima isti skup gornjih meda kao
E.
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Dokaz:

Neka B zadovoljava uvjet k-lanca i neka je E C A. Definirajmo ideal:
I= {a € B: postoji konacan K C E takav dajea < \/ K} D E.

Jasno je da E i I imaju zajednicki skup gornjih meda. Neka je M maksimalni antilanac
sastavljen od elemenata iz I, koji postoji po Zornovoj lemi. Kardinalitet od M je manji
od x.

Pretpostavimo da je a2 € B gornja meda od M, ali nije od I. Zato postoji b € I takav da
nije a > b. Ne-nul element b — a je u idealu , ali je disjunktan sa svakim elementom od
M. Zato ga moZemo dodati M-u i dobiti vedi antilanac sastavljan od elemenata iz I, $to
je kontradikcija. Dakle, i M ima isti skup gornjih meda kao I'i E. Po definiciji je svaki
element od I podelement kona¢nog spoja elemenata od E. Za m € M neka je D(m) skup
tih konac¢no elemenata. Skup D = (J,,cp D(m). Zato opet ima isti skup gornjih meda
kao M, I'i E, podskup je od E i kao unija manje od x kona¢nih skupova je kardinaliteta
manjeg od «.

Obratno, neka je A C B antilanac i neka je D € A skup kardinaliteta manjeg od «x koji
ima isti skup gornjih meda kao A. Kada bi A imao element 2 koji nije u D, onda bi
svaki element od D bio podelement od —a, tj. —a bi bila gornja meda od D, paiod A,
Sto ne moZe biti. Zatoje A = D. ]

Korolar 2.33.

Booleova o-algebra koja zadovoljava ccc je potpuna.

Definicija 2.S

Booleova algebra B je slabo distributivna na ne-nul elementu a € B ako za svaki niz (P,),
prebrojivih maksimalnih antilanaca postoji ne-nul b < a disjunktan sa gotovo svim
elementima od svakog P,,.

Booleova algebra B je slabo distributivna ako je slabo distributivna na svakom svom

ne-nul elementu.

Booleova algebra B je nigdje slabo distributivna ako nije slabo distributivna na 1.

Propozicija 2.34.

Svaka atomska Booleova algebra je slabo distributivna.

Dokaz:

Neka su (P,), prebrojivi maksimalni antilanciia € B. Neka je b < a atom. Uzmimo
neki antilanac P,. Prema propoziciji 2.28. b je manji od nekog elementa od P,, pa onda
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mora biti disjunktan sa svima ostalima. Dakle, atom b susre¢e samo jedan element
svakog antilanca. n

Primjer XXIV (Nigdje slabo distributivna algebra)

Neka je R Booleova algebra regularno otvorenih skupova na intervalu I = (0,1). Za
racionalni g € [in € w neka je

1 1 1 1
g _ _ _
u”_lm(<q n+1’q+n+1>\[q n+2’q+n+2])'

Neka je P, = {U}: n € w}. Lako se vidi da je P, prebrojiv maksimalni antilanac.

Racionalnih brojeva ima prebrojivo mnogo, pa je prebrojivo tih antilanaca.

Neka je a € R ne-nul. On je otvoren, pa sadrZi neki racionalni broj, recimo 7, i za neki
€ > 0 sadrzi interval (r —€,7 + €). No onda sadrzi i U}, iz P, za sve n > 1/¢, kojih je
beskonacno.

Dakle, R je nigdje slabo distributivna.

Lema 2.35.

Booleova algebra B nije slabo distributivna na d € B ako i samo ako je B | d nigdje slabo
distributiona.

Dokaz:

Ako B nije slabo distributivna na d, postoji niz prebrojivih maksimalnih antilanaca
(P,), takav da svaki a < d susrece beskona¢no elemenata od P,, za neki m. Neka je

Qu={xAd:xeP,ixnd+0}.

Jasno je Q, maksimalni antilanac na B [ d te ako je a susretao x € P,, onda susrece i
x Aa € Q,, pa dakle susrec¢e beskona¢no elemenata iz Q,,. Kako je a bio proizvoljan
manjiod d, tj.od1uB I'd, B | dje nigdje slabo distributivna.

Obratno, neka je B I' d nigdje slabo distributnivna, tj. nije slabo distributivna na 1,
koji je u ovom slucaju d. Zato postoji niz prebrojivih maksimalnih antilanaca (Q,), u
B I d takav da svaki a < d susrece beskona¢no elemenata od Q,, za neki m. Neka je
P, = Q,U{-d}. Jasnoje \/ P, = -dV \/ P, = —=d vV d = 11 svi u njemu su disjunktni,
pa je Q, maksimalni antilanac u B. Element a susre¢e beskona¢no elemenata i iz P,,,
naime one iste. Zato B nije slabo distributrivna na d. m

Teorem 2.36.

Neka je B potpuna ccc Booleova algebra koja nije slabo distributiona. Tada postoji ne-nul d € B
takav da je B | —d slabo distributivna, a B | d nigdje slabo distributivna.
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Dokaz:

Neka je D skup svih a € B na kojima B nije slabo distributivna, i nekajed = \/ D. Ako
je d = 0 B je slabo distributivna, pa razmatramo situaciju kada je d > 0. Direktno iz
definicije se vidi da je D zatvoren prema dolje. DokaZimo daje b € D, tj. da B nije slabo
distributivna na d.

Neka je M maksimalni antilanac koji se sastoji od elemenata iz D. Jasnoje \V M <diM
je prebrojiv radi ccc. Pretpostavimo daje \/ M < d. Tada a := d — \/ M mora susretati
neki b € D jer inace d nebi bio supremum od D. KlinaAb <b € D, pajeionizD.
Zato ga mozZemo dodati antilancu M i dobiti ve¢i antilanac, Sto je kontradikcija. Zato
jeVM=d.

Algebra B nije slabo distributivna niti na jednom a € M, pa onda za njega postoji niz
maksimalni antilanaca (PEI” ))n takav da svaki d < a susre¢e beskona¢no elemenata od
PY za neki n. Skup svih (P¥), zasvea e Min € wje prebrojiv jer je prebrojiva unija
prebrojivih, pa sve te antilance moZemo poredati u niz (P,),. Neka je e < d. On jasno
susree neki b € M, pa neka je ¢’ = e A b. Taj ¢’ susrete beskona¢no elemenata od
nekog antilanca iz (P,(f’))n, ali taj isti antilanac je i u (P,),. Zato i e susre¢e beskona¢no
elemenata tog antilanca iz (P,),. Dakle, B nije slabo distributivna na d.

Dalje je lako. Po prethodnoj lemi je B | d nigdje slabo distributivna. Pretpostavimo da
B I' —d nije slabo distributivna, tj. da postoji ne-nul 2 < —d na kojemu B [ —d nije slabo
distributivna. Tada je po lemi (B | —d) [ a = B | a nigdje slabo distributivna, a onda
opet po lemi B nije slabo distributivna na a. Ali a nije podelement od d sto se kosi s
definicijom od d. Dakle, B | —d je slabo distributivna. Q.E.D.
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Poglavlje 3.

Maharamin prostor

3.1. Uvodenje topologije

Definicija 3.A
Neka je (4,)qe0 niz u Booleovoj o-algebri B. Definirajmo limes superior

@anz /\\/un

kew n=>k

lima, = \/ /\an.

kew n>k

i limes inferior

Ako se gornja dva limesa podudaraju, kazemo da niz (a,), algebarski konvergira prema

lima, = lima,.
Nizovnu familiju koja se sastoji od svih (a, — a) gdje (a,), algebarski konvergira prema

a zovemo familija algebarske konvergencije na B, u oznaci Bs.
U ovom poglavlju ¢e sve Booleove algebre biti o-potpune, ako nije drugacije receno.

Propozicija 3.1.
Neka je (a,), niz u B. Tada je

lima, <lima,
n n
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Dokaz:

Izaberimo ¢lanove u definiciji limesa superiorilimesa inferior, \/ 5, 4,1 A\,;; 4,- MoZemo
pretpostaviti da je k < I. Tadaje \/, a, > 4y > )\, a,. Dakle, svaki ¢lan iz definicije
limesa superior je ve¢i od svakog ¢lana iz definicije limesa inferior, paje vecii od limesa
inferior (koji je spoj ¢lanova). Analogno je onda limes superior veci od limesa inferior.

Propozicija 3.2.
Niz (a,), u Booleovoj o-algebri algebarski konvergira ako i samo ako postoje rastuci niz (by,), i
padajuci niz (c,), takvida je b, < a, < c,zasven € Wi\ ,ep by = Npew Cn- Tada je njegov

limes upravo \/ e, bn = N pew Cn-

Dokaz:
Ako niz (a,), algebarski konvergira, lako se vidi da tvrdnja vrijedi za b, = A5 am i
CTl = \/mZn aﬂ1'

Ako pak postoje takvi nizovi (b,), i (c,)., onda je b, < a, za m > n, pajeib, <

Apsk Am, dakle /¢, b, < lim a,. Analogno je A\, ¢, > lim, a,, iz Cega slijedi tvrdnja

new

propozicije. n

Korolar 3.3.

Familija algebarske konvergencije By je prava baza konvergencije.

Dokaz:

Samo se prisjetimo Sto treba pokazati: svi konstantni fiksirani nizovi su elmenti od B,
podniz niza iz Bg je iz Bp i niti jedan niz nema dva algebarska limesa. Sve je o¢ito. =

Definicija 3.B

Topologiju 75, zovemo Maharamina topologija na Booleovoj o-algebri B i od sada ¢emo
je oznacavati sa 7;. Topoloski prostor T = (B, t;) zovemo Maharamin prostor.
PridruZenu familiju konvergencije bazi 8, tj. familiju konvergencije topologije 7; ¢emo
oznacavati sa Kp. Konvergencije u topologiji 7, éemo zvati topoloske konvergencije, da
ih ne mijeSamo sa algebarskim konvergencijama.

Dokazimo neka korisna svojstva konvergencija.

Propozicija 3.4.

Neka su (x,),, 1 (Yn)n nizovi u B. Tada vrijedi
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1. (xn7>0) eBy © Enan =0;
(xn7>1) €Bp & lima, =1
Ako je (x, — 0) € Bpiy, < x,zasvakin, onda jei (y, — 0) € B;.
Ako je (x, — 0) € K i y, < x,, za svaki n, onda je i (y, — 0) € Kp.

Ako je {x,}neq antilanac u B onda je (x, — 0) € Bg.

Gk L

Ako je (x,), rastuci, onda algebarski konvergira prema \/ .., x,. Dualno, ako je padajuéi,

new

onda algebarski konvergira prema )\, Xn-

6. Ako je (x, 7x) € Kp, onda jelimx, < x < lim x,,.

n

1. Jasno iz propozicije 3.1.

2. Jasnoiz 1.

3. Svaki podniz (x,, - 0) fiksiranog niza (x, — 0) ima podniz (xni]_ —]> 0) koji je iz B,
pa onda i podniz (v, - 0) fiksirano niza (y, — 0) ima podniz (yni]_ —]> 0) iz Bg, jer

je ogranicen fiksiranim nizom (x,, — 0).
T

4. Nekajea = lim, x,,ia, = a A x,.. Jasno jea<1=V\,x,, paje po propoziciji 2.27.
a=\,a, Medutim, za svakinjea, <a <\, Xn. Zatoje po2.27.

Ay < Xp A \/ Xy = \/(xm/\xn): \/ 0=0.

m=>n+1 m>n+1 m>n+1

Dakle, za svakinjea, =0, pajeia = 0.

Samo treba uvrstiti u definiciju.

Niz (x,), ima podniz kojemu je limes inferior jednak x, a direktno iz definicije
vidimo da limes inferior podniza ne moZe biti manji od limesa inferiora niza.

Analogno vrijedi za limes superior. ]

Familija algebarske konvergencije nije opéenito familija konvergencije, tj. 8z i Kz se
opcenito razlikuju, $to pokazuje sljedeci primjer:

Primjer XXV (Razli¢ite algebarska i topoloska konvergencija)

Prouc¢imo Booleovu algebru B regularno otvorenih skupova na intervalu (0, 1). U njoj
zan € wik € 2" (ako niste bliski sa teorijom skupova, prirodan broj 7 je jednak skupu
{0,1,...,n — 1}) definirajmo elemente a]({") = (k-27",(k+1)-27"). Skup svih takvih
elemenata nazovimo S. Elementi iz S se mogu prirodno poredati u niz (x;); tako da je
a\" prije a,(:f') akojen<n'ilin=n"ik<k'.
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Primijetimo da na S vrijedi: za i < j su x; i x; ili disjunktni ili je x; D x;. Lako se vidi da

je Exi = 1ilimx; = 0, dakle (x;); ne konvergira algebarski. DokaZimo da konvergira

topoloski.

Nekaje (v;); proizvoljan podniz od (x;);, kojemujeslika S” € S. Prouc¢imo dva slucaja:

L.

II.

Skup S’ sadrzi beskonacni lanac s obzirom na inkluziju. Ozna¢imo onda sa (z;);
podniz od (y;); koji ¢ine elementi tog lanca. Jasno, uredaj u nizu (z;); je isti kao
uredaj inkluzije. Vrijedi limz = Az = int (Ncl(z)). Skupovi y; su intervali
¢ija duljina tezi u nulu kako i ide u beskona¢no, pa je () cl (z;) jedno¢lan, dakle
limz; =0, pa (v;); algebarski konvergira prema 0.

U protivnom neka je S” skup svih elemenata u S’ koji nemaju manjeg u S’. Kad
bi takvih bilo kona¢no, svih njihovih nadelemenata u S’ bi isto bilo kona¢no, pa
bismo od ostalih mogli napraviti beskonacno lanac, sto je prvi sluc¢aj. Dakle, u
ovom slucaju je S” beskonacan skup. Poredajmo njegove elemente u podniz (w;);
od (y;);. Niti jedna dva elementa od S” nisu nadskup jedan drugome, pa moraju
biti disjunktni. Radi toga (w;); algebarski konvergira prema 0.

Dakle, u oba slucaja svakom podnizu od (x;); smo nasli podniz koji algebarski konver-

gira prema 0, pa zato (x;); topoloski konvergira prema 0.

3.2. Neprekidnost osnovnih operacija i okoline nule

Lema 3.5.
Neka su (x,),, i (Yn)n nizovi u B. Tada je:

1.

2.

lim, (x, V yn) 2 lim, x, V lim, v,

En(xn Vy,) = En x, V limy, y,.

Dokaz:

1.

2.

Nekasux), = A5, Xm 1Y, = Npsn Ym- Niz (x, V y,)n je rastuéiix), V y, < X, V Yy
¢imjem >n,pajex, Vy, < Nusu(Xm V ym). Zatoje:

limx, v l1myn = \/x \% \/ Y, = \/(x V) < \/ /\(xm V Yp) = 11m(x,1 V Yn).

n n mzn

Neka su X7 = \Vyon Xm i ¥V = Vysn Y te neka je x” = lim, x, i y” = lim,, y,.
Vrijedi:
hm(xn V) = /\ \/(xm V Ym) = /\(x” vy )zx" vy’

n man
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Dakle, x” V y” je donja meda od {x], V v,/ : n € w}. DokaZimo da je infimum. Neka
je ¢ > x” V y” neki drugi element za koji je c < x), V y;/ za svaki n. Tadajed :=
c—(x" VvV y”)razli¢ito od 0. Kakoniz (x}/), pada u x”, postoji n takav da nijed < x],,
tj.d —x;) # 0. Analogno postoji m > n takav daje (d—x;) -y, =d—(x; Vy,) #0.
Tadajeid—(x], Vy;,) # 0,pajeic—(x) Vy,) # 05tojeukontradikcijisac < x), Vy,,
za svaki n.

Dakle, zaista je
x"Vy' = /\(x;z’ V)= H(xn V Yy).

Propozicija 3.6.

Neka je a € B i neka su (x, — x), (Yn — y) € Bg. Tada je:

1. (anyn7x\/y),(xn/\yn7x/\y)GBB;
2. (=xn—>-x) € By;
3 (ana7>xVa),(xn/\a7x/\a)EBB;
4. (xn—a7>x—a)€83;
5 (a—x,,?a—x)eBB;
6 (ana7an)€BB.

Dokaz:

Dokazati ¢emo samo po jednu od dvije dualne tvrdnje.

1. Jasno iz prethodne leme.
2. Nekasu (x],), i (x})), rastuci i padajuci niz koji uokviruju (x,), po propoziciji 3.2.
Jasno su (=x})), i (—x;), redom rastuéi i padajuéi niz koji uokviruju (-x,), i po
de Morganovim zakonima vrijedi \/ —x;] = A —x;, = —x.
3. Direktnoiz1. zay, = a.
4. Direktno iz 3.
5. Direktno 2. i 3.
6. Direktnoiz4.,5.11. ]
Korolar 3.7.
Neka je a € B. Sljedece funkcije B — B su neprekidne u Maharaminoj topologiji:
1. x> —x,
2. x—>xVa,
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X—xAa,
X x—a,

X a-—x,

S s

X X Aa.

Dokaz:

Po korolaru 1.17. sve tvrdnje direktno slijede iz to¢aka 2.-6. prethodne propozicije. m

Za a € B funkcija x = x A a je sama sebi inverz, pa je kao neprekidna homeomorfizam
na (B, 7;). Primijetimo da nije homomorfizam na B kao Booleovoj algebri.

Radi toga je prostor (B, 7;) homogem, tj. za svake a,b € B postoji homeomorfizam
h: B — Btakav daje h(a) = b,ionje zadansah(x) =x Aa A b.

Sli¢no, funkcija x = —x je homeomorfizam. Ona je zapravo poseban slucaj funkcije
X xAazaa=1.

Radi homogenosti Booleove topologije dovoljno je proucavati svojstva topologije oko
bilo koje tocke. Najjednostavnije je odabrati 0.

Propozicija 3.8.
1. Ako su (x, 7x), (Yn — y) € Bg, tada jei (x, A Y, —XA Y) € Bg.
2. Ako su (x, — x), (Yn — y) € Kp, tada je i (x, A Yy —XA y) € K.

Dokaz:

1. Radi toc¢aka 1. i 6. propozicije 3.6. je (x, A x70), (Yn A y70) € B, pajei
((xp A )V (yy A Y) — 0) € 8. Kakoje x, A y, < x, V y,, po tocki 2. propozicije
3.4.jei((xy A x) A (Yn & Yy)—>0)€Bp paje(x, & yn—xAY)E B

2. Sli¢éno kao u prethodnoj tocki, radi tocaka 2. i 6. propozicije 3.7. imajudi u vidu
propoziciju 1.15. je (x, & x—=0),(y, 4 y—0) € Kp, pajei ((xx &4 X)V (yu A
y) —0) € Kp. Kako je x, A Yu < X V Y, po tocki 3. propozicije 3.4. je i ((x, 2 x) A
(ynAy)70)€7(3,paje(xnAyn7xAy)e7(B. [

Dokazimo alternativnu definiciju algebarske konvergencije.

Korolar 3.9.

Fiksirani niz (x, — x) na B je iz By ako i samo ako je En(xn A x)=0.
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Dokaz:

Jasno iz tocke 6. propozicije 3.6. i tocke 1. propozicije 3.4. n
Propozicija 3.10.

Ako je B atomska onda je By familija konvergencije, tj. algebarska i topoloska konvergencija se
podudaraju.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji (x, — x) € Kg\Bp. Tadajei(x, A x — 0) € K\ Bs.

Radi toga je lim(x, A x) # 0, pa neka je a atom koji je podelement od lim(x, A x) =
Niew V sk Xn $to je podelement od /5 x, za svaki k. Po propoziciji 2.28. jea < x,, za
neki n > k, i to za svaki k. Radi toga ima u nizu (x,), beskona¢no nadelemenata od
a. Podniz takvih nazovimo sa (y,),. Svaki njegov podniz je opet niz nadelemenata od
a, pa ne moZe algebarski konvergirati prema 0. Dakle, nasli smo podniz od (x,), koji
nema podniz koji algebarski konvergira prema 0, pa (x,), ne konvergira ni topoloski
prema 0. n

Oznacimo sa N familiju svih otvorenih okolina oko 0. U daljnjem tekstu ¢emo radi
jednostavnosti pod pojmom okolina smatrati otvorena okolina. Zbog homeomorfnosti
x = x A aje U okolina oko a ako i samo ako je U A a € Nj.

Lema 3.11.
Neka je {x,}, € w antilanac u B i U € N,. Tada postoji k € w takav da je B | \/ s, un € U.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, da takav k ne postoji. Onda za svaki k postoji x; ¢ U koji je
podelement od /i 1. Kako (V¢ 1,)r algebarski konvergira prema 0, konvergira i
(x1)k. Jer je U okolina oko 0, mora postojati x; € U, $to je kontradikcija. ]

Propozicija 3.12.

1. Swvaki U € N, sadrZi gotovo sve atome.

2. Ako je B bezatomna tada svaki U € Ny sadrZi algebarski qust skup zatvoren prema
dolje.
Ako je B bezatomna tada je svaki U € Ny algebarski gust.

4. Ako je B bezatomna i zadovoljava ccc, tada za svaki U € N postoji k € w takav da je
lelUvV---VvU kputa)
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Dokaz:

Atomi koji nisu u U ¢ine antilanac, pa ako je takvih beskona¢no od njih bi se

mogao napraviti niz koji algebarski konvergira prema 0, $to ne moZe biti.

Okolina U sadrzi algebarski gust skup zatvoren prema dolje ako i samo ako za
svaki ne-nul a € B postoji ne-nul ¢ < a za koji d < ¢ implicira d € U, jasno. Pa
pretpostavimo suprotno, da postoji ne-nul a € B za koji takav ¢ ne postoji.

Niz (x,), konstruiramo ovako: x, je ne-nul pravi podelement od a — \/}Z) x
(postoji jer je B bezatomna). Svi x,, su jasno disjunktni i podelementi od 4. Radi
toga za njih ne smije vrijediti tvrdnja dad < x, implicirad € U, panekaje y, < x,
koji nije element od U. Jasno, i svi y,-ovi su diskjunktni, pa (y,), algebarski
konvergira prema 0. Kontradikcija.

Jasno iz 2.

Razmotrimo sve antilance sadrzane u U. Po Zornovoj lemi postoji maksimalni
takav antilanac A. Zbog ccc A je prebrojiv, pa kako je B o-potpuna postoji \/ A.
Dokazimo da je \/ A = 1. U protivnhom, nekajea = —\/ A # 0inekaje b < ane-
nul element od U, koji postoji po 3. Tada je b disjunktan sa svakim elementom
od A, pajeiA U {b} antilanac sadrZan u U, pa A nije maksimalan takav. Dakle,
zaistaje \/ A = 1.

Elemente od A smjestimo u niz (u,),. Po prethodnoj lemi postoji k takav da
jeu=\V,qu, € U. Tadajel =V u, =uy V-V u Vuspoj konatno mnogo
elemenata iz U. ]

Propozicija 3.13.

Za svaki skup A C B vrijedi:

ol (A) = ﬂ{A AV:VeN.

Dokaz:

Vrijedi da je x € cl (A) ako i samo ako za svaki V € Nj vrijedi (x A V)N A # 0, tj. postoji
ye€AtakavdajexeyaV, . xeAaV. ]
Propozicija 3.14.

Neka je A C B zatvoren prema dolje. Tada je

1. u(A) zatvoren prema dolje,

2. cl (A) zatvoren prema dolje.

Dualna tordnja vrijedi i za zatvorene prema gore.
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Dokaz:
1. Neka je a € u(A) i nekaje b < a. Tada postoji fiksirani niz (a; — a) € Kz u A. Radi
zatvorenosti prema doljeje bAa; € A, iradineprekidnostije (ai/l\b —aAb="0) € Kp,
paje b € u(A). |

2. Transfinitnom indukcijom iz 1. ]

3.3. Fréchetovi Maharamini prostori

Propozicija 3.15.

Ako je Maharamin prostor Fréchetov tada za svaki V iz Ny postoji U C V iz Ny koji je zatvoren
prema dolje.

Dokaz:

Skup
X ={a€B: postojib <atakavdab ¢ V}

je jasno zatvoren prema gore. Po propoziciji 3.14. je i u(X) je zatvoren prema gore, pa
je U = B\u(X) zatvoren prema dolje. Jasno je U C V. Kako je (B, 7,) Fréchetov, u(X) je
zatvoren, pa je U otvoren. Dokazimo da sadrZi 0.

Pretpostavimo suprotno, da je 0 € u(X), tj. postoji niz (x,), u X koji algebarski konver-
gira prema 0. Pa po definiciji X postoje b, < x, koji nisu u V. Niz (b,), kao odozgo
ogranicen sa (x,), mora isto algebarski konvergirati prema 0, ali to ne mozZe jer je cijeli
izvan V koji je okolina nule. m

Ako je Maharamin prostor Fréchetov, po gornjoj propoziciji skup svih prema dolje
zatvorenih okolina nule N je baza okolina oko 0, i on zato u potpunosti odreduje
topologiju 7.

Korolar 3.16.

Neka je B bezatomna i zadovoljava ccc, te neka je Maharamin prostor (B, t5) Fréchetov. Tada
za svaki U € Ny postojik € w takavdajel e U A --- A U (k puta).

Dokaz:

Neka je V C U okolina nule zatvorena prema dolje, koja postoji po prethodnoj propo-
ziciji. Po tocki 4. propozicije 3.12. postoji k € w takavdajel € OV ---V O (k puta).

52



Medutim, za prema dolje zatvorene skupove se spoj i simetri¢na razlika podudaraju,

pajel €O A ---AO(kputa),iondajejasnol € U A --- A U (k puta). n
Propozicija 3.17.
Neka je Maharamin prostor (B, 1) Fréchetov. Tada za svaki prema dolje zatvoreni skup A C B
vrijedi

cl (A) = ﬂ{A VV:Ve N
Dokaz:
Dokaz je potpuno analogan dokazu propozicije 3.13., uznapomenudaje A A V = AVB
bududi da su oba zatvorena prema dolje. n
Lema 3.18.

Neka je Maharamin prostor (B, t5) Fréchetov. Tada za svaki U € Nl postoji V € N§ takav da
jevVvvvvcuvu.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, tj. da za svaki V € N{ postoje x,,z € V takvidax V y V z ¢
uvu.

Neka je Vy = U. Rekurzivno, neka su x,, y,,z, € V, takvidax, Vy,Vvz, ¢ UV U.
Neka je X, praslika od V,, po funkciji koja a preslikava u a Vv x,,. Skup X, je otvoren
jer je spomenuta funkcija neprekidna, i sadrzi O jer je O V x, = x, € V,,. Analogno
definirajmo Y, i Z,, te neka je V1 € Ng okolina nule koja sadrzi X, N Y,, N Z,. Jasno
je Vip1 € X, C V.

Nekaje C =, cl(V,), tex’ = limx,, Yy = Eyn iz =limz,. C je (topoloski) zatvoren
i zatvoren prema dolje te vrijedi C C cl (V) = cl (U) € U Vv U, po propoziciji 3.17.
Tvrdimo da su x’, y’,z" € C. Dovoljno je dokazati da je x" € cl (V,,) za svaki n. Znamo
dajex, € V, €V, ¢imjen > m, paindukcijom dobijemo daje x, V X141 V-V Xk € V.
Dakle, \/ 5, x; € cl (V) iz ¢ega slijedi x” € cl (V,,).

Dalje tvrdimo dajex’VC C C,isli¢cnoza y’'iz’. Dovoljno je dokazatidajex'vC C cl (V)
za svakin. Znamodajex, vV V.1 €V, C V,, ¢imje n > m, pa indukcijom dobijemo da
je Xy V Xpi1 VoV Xk V Vi € V.. Radi neprekidnosti spoja s fiksnim elementom je
X VXpi1 Ve VX Vel (Vi) € el (Vy). Raditogajeix, VX, V- -V, VC C cl (V,), pa
je Vispxi V C Ccl (V,). No x’je podelement od /5, x;icl (V) je prema dolje zatvoren,
pajex’ vV C Ccl(V,).

Dakle, X Vy' Vz' jeu C, pajeiu UV U. Po tocki 2. leme 3.5.je x' V' Vz =
ﬁn(xn V Yy, V z,). Znamo da vrijedi x, V y, V z, ¢ UV U, pa kako je komplement
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od U Vv U zatvoren prema gore, vrijedii \/.,(x; V yi V z;) ¢ UV U. Zbog toga vrijedi
XVy vz =N\, Vie,(xivVyivz)gint(UVU). NoUVU=U~aAU=U,yxaUie
otvoren, pax’ V ¥’ V z’' nije u U V U, $to je kontradikcija. ]

Za Maharamine prostore moZemo pojacati Teorem 1.20.:

Definicija 3.C

KaZemo da je beskona¢na matrica (@,,1)m e €lemenata iz B padajuca ako je za svaki m
niz (a,,,), padajudi i algebarski konvergira prema 0.

Dualno, kaZemo da je beskona¢na matrica (ay,,)mnco €lemenata iz B rastuéa ako je za
svaki m niz (ay, ), rastudi i algebarski konvergira prema 1.

Kada kaZemo matrica misliti éemo na beskona¢nu matricu.

Teorem 3.19.
Ekvivalentno je:
(i) Maharamin prostor (B, 1) je Fréchetov.
(ii) Za svaku padajucu matricu (@y,,)mn U B postoji funkcija f: w — w takva da je
(@m, f(m) — 0) € Kp.
(iii) Za svaku padajucu matricu (@y,u)mu u B postoji funkcija f: w — w takva da je
(@m, fm) — 0) € Bg.
(iv) Za svaku rastucu matricu (@y,,)mn U B postoji funkcija f: w — w takva da je
(@m, f(m) — 1) € Bg.
(v) Za svaku matricu (Ay,n)mn U B, niz (x,), u Bit € B za koje je (ay,, — Xm) € Bp
za svaki m i (x,, — t) € Kp postoji funkija f: w — w takva da je (am,fom) —t) € K.
(vi) Za svaku matricu (Ayn)mn U B, niz (x,,), u B it € B za koje je (@, — Xm) € Kp

za svaki m i (x, — t) € Kp postoji funkija f: w — w takva da je (am,fom) — t) € K.

Dokaz:

(i) = (ii): Ako svaki od nizova (a,,,), ima nulu, tvrdnja je jasna. Inace, onaj koji nema
nulu nazovimo sa (Y)n. Tada je @y A Ym — Ym) € Kp za svaki m. Sada se mozemo
pozvati na Teorem 1.20., pa postoji funkcija f: @ — w takva da je (@m,fon) & ym —0) €

K. Po tocki 2. propozicije 3.8. je i (ay, fon) — 0) € K.
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(ii) = (iii): Neka je

by = \/ A -

ksm

Jasno je matrica (by,n)m, isto padajuéa. Po (ii) onda postoji f: v — w takva da je
(b, fm) — 0) € K3, i zato on ima podniz (b, fom,) - 0) € Bs.
Za m € w ozna¢imo sa m’ najmanji broj vedi ili jedak m koji se javlja u nizu (m;);.
Niz (bu,fowy)m je prakticki jednak nizu (b, fom))i,; Samo $to se mozda neki elementi
pojavljuju vise puta zaredom. Zato su im jasno limes inferior i limes superior jednaki,
pajei (b fow) — 0) € Bp.
Iz definicije D je au,fow) < b pwy < bur, ), P je i (@m,pn) —>0) € Bp. Dakle, funkcija
g:m f(m’) zadovoljava (iii).
(iii) & (iv): Jasno.

(iii) = (v): Neka su (@m,n)mn, NZ (X)n 1t kao u (v). Definirajmo:

bm,n =Amn A Xy,

Cnn = \/ bm,k-

k>n

Jasno je (b, — 0) € Bp. Svakiniz (cu,n)n je padajuci i algebarski konvergira prema

AN/ bk = fimb,,, = 0.

n kxn
Zato je matrica (Cyun)my» padajuca, pa po (iii) postoji funkcija f: w — w takva da je
(Com, f(m) — 0) € Bg. Radi by, < ¢ je i (b, fom) — 0) € Bg, paje (au,fum) — t) € K.
(v) = (vi): Svaki (a,,, — Xn) ima podniz (a,,,, — X) € Bp. Matrica (am,n,)m i, NZ (X)) 1t
zadovoljavaju uvjete iz (v), pa postoji funkcijal [+ w — w takva daje (am,n,, =) € K.
Fukcija g: m +— ng,) zadovoljava (vi).

(vi) = (i): Potpuno analogno dokazu u teoremu 1.20. Q.E.D.

Definicija 3.D

Granicni broj b je najmanji kardinalni broj familije ¥ funkcija s w u w takav da je ¥
neogranic¢en u smislu da za svaku funkciju §: @ — w postoji funkcija f € ¥ takva da
je g(n) < f(n) za beskona¢no mnogo n-ova.

Propozicija 3.20.
Vrijedi:
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Dokaz:

Cijeli skup w® je kardinaliteta ¢, pa je druga nejednakost jasna.

Pretpostavimo da prva ne vrijedi, tj. da postoji niz (f,,), funkcija iz @ kojije neograni¢en
u smislu iz definicije grani¢nog broja. Konstruirajmo funkciju g: w — w ovako:

g(1) = max {f,(i): n < i} + 1.

Za fiksni m je g(i) > f,,(i) za sve i > m, dakle (f,), nije ogranicen. [

Ako vrijedi hipoteza kontinuuma primijetimo da je uvodenje grani¢nog broja nepo-
trebno jer je tada on jednak w; = c.

Teorem 3.21.

Neka je B potpuna Booleova algebra. Maharamin prostor (B, t,) je Fréchetov ako i samo ako je
B slabo distributivna i zadovoljava uvjet b-lanca.

Prije dokaza dokazimo jednu lemu:

Lema 3.22.

Potpuna Booleova algebra B je slabo distributivna ako i samo ako za svaku rastuéu matricu
(@) Orijedi:

\/ Lim a,, fmy = 1.

fewr ™M

Dokaz:

Neka je B slabo distributivna i neka je (@, ,)m,» rastu¢a matrica. Neka je

b = amn — (\/ am,i].

i<n
Tada je za svaki m familijaP,, = {by,,,: n € @} maksimalni antilanac.

Oznacimo lijeva stranu jednakosti koju dokazujemo sa I. Pretpostavimo da jednakost
ne vrijedi, tj. da je =/ > 0. Zbog slabe distributivnosti postoji ne-nul ¢ < I koji za
tiksni m susre¢e samo kona¢no mnogo b, ,-ova. Zato je ¢ podelement spoja prvih
kona¢no b,,,-ova, tj. podelement je a,,-a za neki k. Broj k ovisi o m, pa neka je f € w*
funkcija koja svakom m-u pridruZzuje njegov k. Tada je dakle ¢ < ay, ¢y za svaki m, ;.
€ < Apew m,fomy < limay, 7oy < 1. Dobili smo da je ne-nul ¢ manji i od /i od -/, §to ne
moZe biti, dakle jednakost vrijedi.
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Obratno, neka za svaku rastu¢u matricu vrijedi jednakost, neka je ({by,: 1 € w}),, =
(Py)m niz prebrojivih antilanaca i neka je x ne-nul element iz B. Neka je

Amn = \/ bm,n-

i<n

Jasno je a,,,, rastu¢a matrica. Zbog jednakosti, element x mora susretati lima,, f.,) za
neku funkciju f € w®, panekaje y = x A lima,, ¢,y # 0. Nadalje,

lim ay, fn) = v /\ B, (),

kew m>k

pa y mora susretati /\ ;@ fm) za neki k, pa neka je yo = y A A\,5x @m, oy # 0. Tako
definirani y, za fiksni m > k moZe susretati samo b,, ,-ove gdje je n < f(m) kojih je
kona¢no mnogo u svakom antilancu. Dalje opet istom logikom neka je

Vi = Yiz1 A bizy g1

zai=1,...,k—1 gdje je bi_14:-1) onaj element antilanca P;_; kojeg susrece y,;. Tako
smo osigurali da je svaki y; ne-nul i posljednji y;_; susre¢e samo jedan element iz
svakog antilanca P, za m < k. Za ostale m-ove je ve¢ y, susretao samo kona¢no
mnogo elemenata antilanca P, pa ih i y,_; susre¢e samo kona¢no. Dakle B je slabo
distributivna. n

Dokaz teorema:
Dokazat ¢emo ekvivalenciju sa tvrdnjom (iv) iz Teorema 3.19.

Neka je B slabo distributivna i zadovoljava uvjet b-lanca, te neka je (a,,,)n,» rastuca
matrica. Prema prethodnoj lemi je

\/ lim ay, fm) = 1,

feww M
a zbog uvjeta b-lanca po propoziciji 2.32. postoji familija ¥ C w® kardinaliteta manjeg
od b takva da je

\/ lim a,, fmy = 1.
fer ™M

Familija ¥ je ogranicena, pa postoji funkcija g: @ — w takva da je za svaku funkciju
f € F g(n) > f(n) za gotovo sve n. Budu¢i da je matrica rastuca za svaki f € ¥ vrijedi

lim a,, f(ny < 1im @y, g(m)
m m

1 zato je
Lim ay, g 2 \/ Lim a,, ) = 1
m f€7'_ m
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iz ¢ega jasno slijedi tvrdnja da je (am,gm — 1) € Bs.

Obratno, uvjet iz prethodne leme jasno vrijedi, pa je B slabo distributivna. Neka je W
maksimalni antilanac. DokaZimo da je |[W| < b. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
neogranic¢ena familija ¥ funkcija iz v ekvipotentna sa W. Tada je moZemo indeksirati
elementima iz W: ¥ = {f,: u € W}. Zam,n € w neka su

Ay = \/{u € W: f,(m) < n}.

Direktno se vidi da je matrica {a,,,} rastuca, pa po pretpostavci postoji funkcija g: @ —
w takva da je (@u,gom —>1) € Bs.

Nekajeu € W. Svakia,, , je po definiciji ili nadelement od u ili disjunktan s njime. Kada
bi beskonacno a, ¢m-ova bilo disjunktno sa u#, onda bii 1 = lim a,, ¢(» bio disjunktan s
u, Sto nije. Dakle, za svaki u € W postoji m, takav da je u < a,, ¢y za svaki m > m,. Po
definiciji matrice to zna¢i da je f,(m) < g(m) za svaki m > m,, dakle g ogranicuje sve
fu-ove. Kontradikcija. Q.E.D.

Korolar 3.23.

Neka je B potpuna ccc Booleova algebra. Maharamin prostor (B, ) je Fréchetov ako i samo ako
je B slabo distributiona.

3.4. Teorem dekompozicije

Propozicija 3.24.
Neka je a € B. Prostor (B | a, ;) je zatvoreni podprostor od (B, Ts).

Dokaz:

Limes algebarski konvergentnog niza elemenata manjih od 4 je jasno manji od a iz ¢ega
slijedi da je skup B [ a zatvoren u (B, 7;). Familija algebarskih konvergencijana B | a
je jasno restrikcija familije algebarskih konvergencija na B, pa druga tvrdnja slijedi po
propoziciji 1.21. n

Definicija 3.E
Topoloski prostor je anti-Hausdorffov ako je zatvaral svakog nepraznog otvorenog
skupa cijeli prostor.

Primijetimo da je prostor anti-Hausdorffov ako i samo ako niti jedne dvije tocke ne
moZemo razdvojiti disjunktnim okolinama, odakle i dolazi naziv.
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Teorem 3.25. (Teorem dekompozicije)

Neka je B potpuna ccc Booleova algebra. Tada postoji d € B takav da vrijedi:
(i) Maharamin prostor (B | d, 1) je anti-Hausdorffov;
(ii) Maharamin prostor (B | —d, t;) je Hausdorffov.

Dokaz:

Prvo dokaZimo teorem u slucaju da je B slabo distributivna. Tada je po korolaru 3.23.
(B, 15) Fréchetov. Neka je

D= ﬂ{cl(U);UeNg}:ﬂ{uAV;u,VeNg}.

D je jasno zatvoren i zatvoren prema dolje. Za svake U,V € Nlje W :=UNV € N{.
Jasnojeonda WA W=WVWcCcUVV=UAaV,paje

D=()UasU:UeNg).

Trebat ¢e nam jedna lema:

Lema 3.26.
DvD=D
Dokaz:

Neka je U € N¢. Po lemi 3.18. postoji U; € N¢ takav daje U; vV U; v U; C UV U. Opet,
postoji U, € Nf takav daje U, V U, VU, C U; V Uy. Nekaje V = Uy NU, € NY. Tada
eVvvvvvVvclUvU,vU,vU,cU vU VU cUVU. Zatoje

D:ﬂ{UvUvUvU:UeNg}.

Nekasua,beD. Zasvaki Ve Nljea,be VVV,pajeavbe VVVVVVV,pajepo
gornjoj jednakostia V b € D. Dakle D v D C D. Druga nejednakost je o¢ita. n

Nekajed = \/ DiA = {a,: n € w} maksimalni antilanac u D koji je prebrojiv zbog ccc.
Pretpostavimo da je \/ A # d. Tada d — \/ A susrece neki element e iz D (jer inace d ne
bi mogao biti supremum od D), pajeondaie A (d —\/ A) <e € D koji mozemo dodati
antilancu da dobijemo ve¢i antilanac; kontradikcija.

Dakle \/ A = d, pa niz (\/{_, ax), koji je u D zbog leme, konvergira prema d. Kako je D
zatvoren, id je u D. Dakle, D je zapravo glavni ideal B | d. DokaZimo da upravo ovaj
d zadovoljava uvjet teorema.

Neka je G otvoren skup u B | d = D. Tada postoje s € Gi U € N takvi da je
G2 (aaU)ND. Iz definicije Djecl (a A U) 2a A D. Nozaa, b€ Djeaab<aVvbeD,
pajea Ao D =D. Dakle, cl (G) 2 D, iz ¢ega slijedi da je B | d anti-Hausdorffov.
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Nekajea € B | —=d tj.a < —d. Tadaa ¢ D, pa postoji U € N{ takav daa ¢ U a U.
Pretpostavimo da postojix € UN (a A U). Tadajea A x € U, $to ne moZe biti. Dakle, U
ia A U su disjunktni otvoreni oko Oia. Jasno,ondasu UN(B [ =d)i(a a U)N(B I —d)
disjunktni otvoreni oko Oia u (B ' —d, 7;). Zbog homogenosti prostora onda moZemo
razdvojiti bilo koja dva njegova elementa, dakle (B | —d, 7,) je Hausdorffov.

Ako B nije slabo distributivna, onda po Teoremu 2.36. postoji d; € B takav da je
B | —d; slabo distributivna i B [ d; nigdje slabo distributivna. Na B [ —d; primijenimo
dosadasnje razmatranje, panekajed, € B | —d; takavdaje (B [ d, 75) anti-Hausdorffov,
a (B ' =(d V dy),1s) Hausdorffov. Za d = d; V d, dakle vrijedi da je (B | —d, ;)
Hausdorffov, pa dokazimo da je (B | d, 1) anti-Hausdorffov:

Neka je U otvorena okolina nule u (B | d, 7). Direktno se vidi da je B | d, zatvoren u
(B1d,),iV=UNB I d;,je otvorena okolina nule u prostoru (B [ d, 7;).

Neka je c proizvoljan podelement od d. Dovoljno je dokazati da je c u zatvarac¢u od U.
Nekajeci =cAdiic, =cAd, Kakoje (B | dy, 75) anti-Hausdorffov, c; je u zatvaracu
od V u prostoru (B | d, 75) koji je Fréchetov kao potprostor Fréchetovog. Zato postoji
niz (z,), u V koji algebarski konvergira prema c,. Ako dokazemo dajec; V z, € cl (U)
za svaki n, biti ¢e jasno da je ¢ kao algebarski limes niza (c; V z,), u cl (U). Pa dokazimo
to.

MozZemo fiksirati n. Booleova algebra B | d; je nigdje slabo distributivna, pa postoji
beskona¢na matrica (@, ,)m,» 1 kojoj je svakiredak {a,,,: n € w} maksimalni antilanac na
B | d; takav da svaki ne-nul a < d; susreée beskonac¢no elemenata svakog tog antilanca.

Neka je
Y1 =C1 A \/ Ay -

il
Odredimo rekurzivno niz (x)r u U takav da je z, V xx € U1 x, < ¢; za svaki k.
Neka je xop = 0. Znamo dajez, V0 e U.
Neka smo ve¢ odredili x;. Niz (yx,); algebarski konvergira prema 0, paniz (yi; V z, V Xi);
algebarski konvergira prema z, V x; € U, i zato postoji [y takav da je vy, V z, V xx € U.
Neka je xxi1 = yiy, V Xk Jasnoje z, V xxs1 € U1 X441 < 21.
Niz (xi)i je rastudi, pa algebarski konvergira prema \/; xx < ¢;. Nazovimo b = ¢; -/} xi.
Spoj Vi xx je spoj po jednog v, za svaki k, dakle spoj gotovo svih a;; za odredeni k, pa b
susrece kona¢no mnogo elemenata iz svakog antilanca {a,,,: n € w}. Zbog nigdje slabe
distributivnosti je b = 0, pa niz (xi)x algebarski konvergira prema c¢;. Zato niz (xx V z,)x
algebarski konvergira prema c; V z,, paje (c1 V z,), € cl (U). Q.E.D.
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Sto dalje

Uveli smo topologiju na Booleovim algebrama i rekli nekoliko zanimljivih rezultata o
njoj. Jasno, mnogo toga se jos moZze reci o toj topologiji, ali ja bih ovdje radije spomenuo
mogucnost uvodenja Maharamine podmjere, koja je uvedena u [Ma].

Definicija

Maharamina podmjera na Booleovoj algebri B je ne-negativna funkcija u: B — R takva
daje zasvea,b € B:

(M1) p(0) = 0;

(M2) u(a) < u(b) cimjea < b;

(M3) u(a v b) < (@) + u(b;

(M4) lim(a,) = 0 za svaki niz (a,), koji algebarski konvergira prema 0.
Maharamina podmjera je strogo pozitivna ako za svakia € B vrijedi:

(M5) u(a) = 0 akoisamo akojea =0.

dokaza ¢u navesti teorem:

Teorem
Neka je B potpuna Booleova algebra. Ekvivalentno je:

(i) Bje ccciMaharamin prostor (B, 75) je Hausdorffov,
(ii) prostor (B, 75) je metrizabilan,

(iif) na B postoji strogo pozitivna Maharamina podmjera.

61



Literatura

[Si] R. Sikorski, Boolean algebras, Springer-Verlay, 1964.
[Ha] P. R. Halmos, Lectures on Boolean algebras, D. Van Nostrand Co., 1963.

[Ma] D. Maharam, ‘An algebraic characterization of measure algebras’, Ann. of Math.
48. (1947.) 154.-167.

[Bal] B.Balcar, W. GtéwczynskiiT. Jech, “The sequential topology on complete Boolean
algebras’, Fund. Math. 155. (1998.) 59.-78.

[Ba2] B. Balcar, T. Jech i T. Pazak, ‘Complete ccc Boolean algebras, the order sequential
topology, and a problem of von Neumann’, Bull. London Math. soc. 37. (2005.)
885.-898.

62



