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Predgovor

Cilj ovog rada je opisati osnovne rezultate teorije kompaknosti kompenzacije koju
su prije cetrdeset godina poceli razvijati Luc Tartar i Frangois Murat. Njezini rezultati
su doveli do novih uvida u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Prikazat ¢emo neke klasicne rezultate teorije o slabo-* neprekidnim funkcijama na
nizovima koji zadovoljavaju neke pretpostavke na derivacije.

Koristim priliku da se zahvalim mentoru prof. Nenadu Antoni¢u na nesebicnoj
pomoc¢i i moralnoj potpori koju sam imao tijekom pisanja ovog rada. Takoder se za-
hvaljujem prof. Kresimiru Burazinu, prof. Marku Vrdoljaku i asistentu Marku Ercegu
na korisnim diskusijama te primjedbama koje su dovele do konac¢nog izgleda ovog rada.
Na kraju bih se zelio zahvaliti svojim roditeljima i bratu koji su mi uvijek bili podrska
tijekom studiranja.
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I. Funkcijski prostori
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1. Oznake

S x = (x1,...,24) oznatavamo elemente prostora R?, a s 0}, = 8% oznacavamo
derivaciju po k-toj varijabli. Koristit ¢emo Schwartzove oznake: multiindeks je d-torka
prirodnih brojeva e = (ay, ..., ag) € N¢, &ju éemo duljinu oznacavati s

la] ==y + -+ ag,
a faktorijel s
al =a!l---ay!.

Za x € R definiramo x® := (21)™ ---(z4)*. Na skupu multiindeksa uvodimo

parcijalni uredaj < na nacin da je B8 < a ako i samo ako za svaki j € 1...d vrijedi

,@j < Ozj.
Binomni koeficijent definiramo formulom:

(“) _ { ey ABsa
B8 0 inace.

Za derivacije ¢emo koristiti oznaku

oled
D)™ g

Do = O -0t =

Koristeéi upravo uvedene oznake, iskazimo Binomni teorem:

(Vo e Nd)(Vx,y € RY) (x+y)* = Z xPya=B
B<La

i Leibnizovu formulu:

VaeN)(VFgeCHQ)  dalfg) =Y (9f)(Oa-pg) .

BLa

gdje je C*(Q) prostor funkcija koje su klase C* po varijabli x;.
Kompleksni tenzorski produkt dva vektora, a®b, definiramo kao jedinstveni linearni
operator koji na po volji odabrani vektor v djeluje na sljede¢i nacin (a ® b)v := (v - b)a,

gdje jev-b = 25:1 vjl;j kompleksni skalarni produkt. Uz takav skalarni produkt s (e;)

ozna¢avamo kanonsku ortonormiranu bazu prostora C¢, pri ¢emu e; na i-tom mjestu ima
1, a na ostalim mjestima 0. Vrijedi:

Lema 1. Zaa,b € C" je a®b linearan operator na C" ranga 1 ukoliko vrijedi a,b # 0,
dok je inace jednak trivijalnom operatoru. Pripadna operatorska norma tog operatora

je jednaka |a ® b| = |a||b|, matricni zapis je jednak (a;b;);j, te za njemu adjungirani
operator imamo formulu: (a® b)* =b® a.
Dem. Za po volji izabrane v,u € R" vrijedi:

[(@a@b)v| = [(v-b)a| = |v-blfa] < |v|[b]a],

gdje smo koristili Cauchy-Schwartz-Bunjakowskijevu nejednakost za vektore. Gornjim
racunom smo dobili gornju ogradu. Sada za v = b imamo

|(a @ b)b[ = |bl[blfa] ,
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pa smo ovime pokazali i donju ogradu, sto povlaci da vrijedi jednakost. Pogledajmo sada
dimenziju jezgre operatora; neka je v takav da vrijedi

(a®b)v=(v-b)a=0.

Ako je bilo a = 0 ili b = 0, onda je operator jednak nul-operatoru. Uzmimo sada da je
a,b # 0. Gornja jednakost tada vrijedi ako i samo ako je v-b = 0, tj. ako i samo ako je
vV € {b}L. Iz toga zakljucujemo da je dimenzija jezgre d — 1, pa je onda po teoremu o
rangu i defektu rang operatora u ovom sluc¢aju jednak 1. Na mjestu (4, j) u matricnom
zapisu iz formule dobivamo:

(a@b)e; - &; = bja; ,
(a®@b)v-u=(v-bla-u=v-(a-ub=v-(u-a)b=v-(b®a)u.

Konacno, koristeéi definiciju adjungiranog operatora dobivamo trazenu tvrdnju.

Q.E.D.

2. Prostori funkcija i distribucija

Topoloski vektorski prostor je kompleksan vektorski prostor V' na kojemu je zadana
topologija 7 u kojoj su zbrajanje vektora i mnozenje skalarom neprekinuti. Za takvu
topologiju kazemo da je uskladena s vektorskom strukturom i zovemo je vektorskom
topologijom.

Neka je E vektorski prostor na kojemu je definirano preslikavanje ||.|| : £ — RQF
takvo da vrijedi:

o ||zl =0z =0,

o ||Az]] = [Al[lz]l, AeC,

o |lz+yll <zl + 1yl
Takvo preslikavanje zovemo norma na prostoru E, a uredeni par (E, |.||) zovemo normi-
rani prostor, topoloski vektorski prostor ¢ija je topologija zadana s normom ||.||.

Normiran prostor u kojem svaki Cauchyjev niz konvergira zovemo Banachovim pros-
torom. Hilbertov prostor je Banachov prostor u kojem je norma generirana skalarnim
produktom.

Kazemo da niz (x,) konvergira k vektoru « u normiranom prostoru, u oznaci x,, — x
ako vrijedi ||z, — x| — 0. Tu konvergenciju ¢esto zovemo jakom za razliku od nize
definirane slabe konvergencije.

Ponekad se normom ne moze definirati prikladna topologija na vektorskom prostoru
(na primjer, na C*(2)), pa je zadajemo pomoéu familije polunormi.

Preslikavanje p : V — Rar na vektorskom prostoru V' zovemo polunormom ako je

a) apsolutno homogeno: (VA € C)(Vx € V) p(Az) = |A|p(z);
b) subaditivno: (Vz,y € V) p(x+y) < p(z) + p(y).

Lokalno konveksan Hausdorffov topoloski vektorski prostor je topoloski vektorski
prostor V' ¢ija je topologija definirana familijom polunormi {p; : i € I} koja razlikuje
tocke (tj. (Vi € Ipi(z) = 0 & = = 0), kao najslabija topologija u kojoj je svaka
polunorma p; neprekidna. Vrijedi slijedeéi teorem (za dokaz vidjeti [14]):

Teorem 1. Hiperniz (z)) u lokalno konveksnom Hausdorffovu topoloskom vektorskom

prostoru V' konvergira k x ako i samo ako (Vi € I) p;(xy —z) — 0. .

3
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Dualni prostor V'’ topoloskog vektroskog prostora V je vektorski prostor svih nepre-
kidnih linearnih funkcionala na V. Ponekad u kompleksnom slucaju tako oznacujemo i
njemu izomorfan antidualni prostor svih neprekinutih antilinearnih funkcionala.

Iz Hahn-Banachovog teorema slijedi da su lokalno konveksan Hausdorffov topoloski
vektorski prostor V' i njegov antidual V' u dualnosti s obzirom na formu v( f,x )y =
f(z). Za dani f € V', preslikavanje pf(z) = |y« f, 2 )v| je polunorma na V', pa familija
{ps, f € V'} definira lokalno konveksnu topologiju ¢(V, V') na V koju zovemo slaba
topologija na V.

Analogno, familija {¢, : € V'}, gdje je za dani x € V polunorma ¢, u V' definirana
sa gz(f) = |v/(f,z)y|, definirana lokalno konveksnu topologiju o(V',V) na V' koju
zovemo slaba-* topologija na V’. Koriste¢i prethodni teorem imamo:

e () slabo konvergira k x u V', u oznaci x,, — x ako i samo ako

(VfeV) (fian) = (f, o).

e (f,) slabo-* konvergira k f u V’, u oznaci f, —— f ako i samo ako

(Ve eV) (fon,x) = ([, x).

Limesi u slaboj i slaboj-*x topologiji su jedinstveni, jer je topologija Hausdorffova.

Teorem 2. Ako je E Banachov prostor, onda je i njegov (anti)dual E' Banachov prostor

S normom

zepvoy lzlle

Kazemo da je Banachov prostor E:
e refleksivan, ako je topoloski izomorfan svom bidualu E” = (E'),
e separabilan, ako sadrzi prebrojiv gust podskup,
e jednoliko konveksan, ako vrijedi slijedece:

(Ve > 0)(36 > 0)(Va,y € K[0,1]) [z —y|| > = ||"”—;y|\ <1-4.

Svaki jednoliko konveksan Banachov prostor je refleksivan, a svaki Hilbertov prostor
je jednoliko konveksan.

Teorem 3. (Svojstva slabe konvergencije u Banachovom prostoru F)
e Ako niz (xy,) slabo konvergira k x u E, tada je (x,,) omeden u E i vrijedi

|lz|lg < liminf ||z, E.
n—oo

Tp — T

o Ako z, — z u E onda {HIL‘nHE = ||lz|le

konveksan.

e Ako je E refleksivan i (x,) omeden u E, tada postoji podniz (xy,,) niza (x,) iz iz
E takvi da z,,, — v uFE.
Stovise, ako svaki slabo konvergentni podniz niza (x,) konvergira prema istom
limesu x u F, tada cijeli niz (x,,) slabo konvergira prema x.

. {xnéx ukb

. Obrat vrijedi ako je E jednoliko

fan—f ubl =l foan)e = e{f.2)E. .
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Teorem 4. (Svojstva slabe-x konvergencije u dualu Banachovog prostora FE)
o Ako f, — f u E', onda i f, —— f u E'. Obrat vrijedi ako je E refleksivan.
o Ako f, —— f u E', tada je (f,) omeden u E' i vrijedi

Ifler < liminf || fo
n—oo

e Ako je E separabilan i (f,) omeden u E’, tada postoji podniz (fy,,) niza (fy) i
f € F' takvi da f,, — f u E.
Stovise, ako svaki slabo-+ konvergentan podniz niza ( f,) ima isti limes f, tada cijeli
niz (fy) slabo-x konvergira prema f.

Ty — T ukl
f: * fou B - E’<fn,l‘n>E _>E’<f7$>E' |

Za dokaze gornjih teorema pogledati [4].

LP prostori

14 L 1,a f:Q — R izmjeriva funkcija u

Neka je Q € R? otvoren, p € [1, 00|, il

Lebesguevom smislu. Definirajmo:

_ U e dx), pe 1,00
1f e {in?{ceRg; s . e

gdje dx oznacuje integraciju s obzirom na Lebesgueovu mjeru na prostoru R
Oznacimo:

L) ={f: Q=R [[fllLrq) < oo},
NPEQ) ={f: Q=R [[fllr) =0},
LP(Q) = LP(Q)/NP(Q).
Vrijedi slijededi teorem:

Teorem 5. LP(Q) je Banachov prostor s normom |.||pr(q), a L2(Q) je Hilbertov prostor
uz skalarni produkt

oz /f dx,  f.geLA(Q).

"
S KC(€2) oznacimo skup svih kompaktnih podskupova 2. Skup svih glatkih funkcija
s kompaktnim nosacem oznacavamo s C2°(€2):

Ce(2) = {p € CF(Q) = suppp € L(Q)}.

Cesto ¢emo C°(€2) oznacavati s D(€) i nazivati ga prostorom probnih funkcija.
Kazemo da niz (¢,,) konvergira k ¢ u prostoru D(Q2) ako postoji K € K(2) takav
da vrijedi:

supp o, suppp C K & (Vo € N max |0%pn(x) — 0%p(x)| = 0.
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Kazemo da je topoloski vektorski prostor E ulozen u topoloski vektorski prostor F

ako postoji neprekidna linearna injekcija ¢ : £ — F, u oznaci F <5 F. Reéi éemo da je
E gusto uloZen u F' ako je jos slika «(E) gusta u F. Tada vrijedi:

Tn > ruE Sa(x,) =) u F,
(z)=0uF < xz=0u k.

Teorem 6. (Svojstva LP prostora)
e Hélderova nejednakost: za f € LP(Q) ig € Lp/(Q) vrijedi

| 176601ax < 1o ol o

C°(Q) — LP(Q). To ulaganje je gusto za p € [1, 00).
Neka je 2 omeden i p < q. Tada je L4(§2) gusto uloZen u LP(£2).
Neka je p < oo. Tada

(Vf € (LP(Q)))3g € L (2))(Ve € LX(Q)  woanyl -0 )imey = /Q 9(X)p(x)dx.

Stovise, ||gll ) = I/l wr(y)
Zap € [1,00), LP(Q) je separabilan, a za p € (1,00) je i jednoliko konveksan.

[ |
Koriste¢i prethodni teorem, zapisimo sto znaci slaba, odnosno slaba-* konvergencija
u L? prostorima:
Za p € (1,00) LP je refleksivan, pa se slaba i slaba-* konvergencija podudaraju:

fo— fulP(Q) «— (VgoELp /fn dx—>/f x)p(x

Takoder, svaki omedeni niz ima konvergentan podniz.
Za p = 1 promatramo samo slabu konvergenciju:

fo—=full(Q) <= (VpelL® /fn dx—>/f

Buduéi da L!(€) nije refleksivan, omedeni nizovi ne moraju imaju konvergentan podniz.
Za svaku funkciju f iz L'(Q) formulom ¢ fQ @ fdp definiran je neprekinut funkei-
onal na prostoru Cp(2). Po Rieszovom teoremu reprezentacije, dual prostora Cp(£2)
je izomorfan prostoru My, svih omedenih Radonovih mjera, $to povlaci da je L1(€)
ulozeno u My,. Ogranicen niz (f,) ne mora nuzno imati slabo konvergentan podniz, ali
pridruzeni niz py, je takoder ogranicen pa, bududi da je Cp(€2) separabilan (jer je 2 C R
separabilan), postoji slabo-* konvergentan podniz (u My,).

Za p = oo koristimo samo slabu-* konvergenciju:
fo —— ful®(Q) «— (YoeLl( /fn dx—>/f

Bududi da je L1(Q) separabilan, omedeni nizovi u L* imaju slabo-* konvergentne pod-
nizove.
Distribucije
Neprekinut antilinearan funkcional na C2°(€2) nazivamo distribucijom. Prostor svih

distribucija opskrbljen sa slabom-x topologijom oznacavamo s D’(Q). Vrijedi slijedeca
karakterizacija:

6
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Lema 2. Neka je T antilinearan funkcional na C2°(2). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) T je distribucija;
b)

(VK € K()EFm € No)(3C > 0)(Vy € CE(Q) KT, ¢)| < O\fﬁi}fn 10%@llree )

c) Za svaki niz (o) koji konvergira ka nuli u C2°(2), i ((T, ¢n)) konvergira ka nuli.

Primjer. Svaka lokalno integrabilna funkcija f moze se shvatiti kao distribucija:

o= [ 5

To pridruzivanje je ulaganje prostora L}OC(Q) uD'(Q). .

Na D'(Q) mozemo definirati i mnozenje glatkom funkcijom: za ¢ € C*(Q) i T €
D'(Q2) produkt ¢T je distribucija definirana s

(WT, ) = (T, ),

gdje je p test funkcija.

Lako se vidi da je ¢T zaista distribucija; stovise, to mnozenje je neprekinuto i
linearno preslikavanje D’'(Q2) — D'(Q).

Definiramo i deriviranje distribucija. Za a € Ng

(0°T. ) := (=1)°NT,0%).

Derivacija distribucije je opet distribucija i deriviranje je neprekinuto i linearno
na D'(R2). U slucaju da je T glatka funkcija, gore definirano mnoZenje i deriviranje se
podudaraju s klasi¢nim.

Teorem 7. (Leibnizova formula za distribucije) Za ¢p € C>*(Q), T € D'(Q), i

a € N¢ vrijedi
(W) =Y (O‘) 8By 92=BT .
BLa P
"

Kazemo da distribucija T is¢ezava na otvorenom skupu U C €2, ako je za svaki ¢ iz
C(U), (T, ) = 0.

Nosac¢em distribucije 7', u oznaci supp 7', nazivamo komplement unije svih otvorenih
skupova na kojima T is¢ezava. Ako je T' funkcija, tako definirani nosa¢ se podudara s
klasicnim. Takoder, za glatku funkciju v je supp T = supp¥ Nsupp 1.

Ako s £'(Q) oznacimo prostor svih neprekinutih antilinearnih funkcionala na £(2) =
C>*(Q)), tada je &'(Q) neprekinuto uloZen u D'(Q).

Teorem 8. &'(Q) je linearno izomorfan prostoru svih distribucija s kompaktnim nosa-

cem. -

Teorem 9. Ako je (1,) niz distribucija takav da za svaku test funkciju ¢ niz skalara
(T, ) konvergira, onda je T' definiran formulom

(T, ) o= (T, )

takoder distribucija. gtoviée, ako su nosaci svih T, sadrzani u nekom kompaktu K, tada

je i nosac T' sadrzan u K. .

7
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Teorem 10. Niz distribucija (T;,) konvergira ka T slabo-x u D'(2) ako i samo ako za

svaku test funkciju ¢ niz ((T,, p)) konvergira ka (T, ). .

Teorem 11. Neka je LP(Q2),p < oo opskrbljen sa slabom topologijom. Tada 1P(Q) —
D'(Q).

Iz prethodnog teorema imamo:

frn — fuLP(Q) — fo — fuD(Q).

Soboljevljevi prostori

Neka je Q2 C R? otvoren, m € Ng i 1 < p < co. Definiramo
WmP(Q) :={felP(Q): Va e Ng) lal <m = 0%felP(Q)},

gdje je 0« f distribucijska derivacija funkcije f. Na W™P(Q) definiramo normu

1
1wy ==( D 107 8p))” s 1<p <00,

|ar|<m

m,o0 = max aa oo .

gy = . 107l
Uz gornje norme, W"P(Q2) su Banachovi prostori i nazivamo ih Soboljevljevim pros-
torima. W™2(Q) ¢esée oznatavamo s H™(€2); ti prostori su Hilbertovi prostori.

Prije nego li iskazemo slijedeéi teorem, uvedimo pojam C%! domene (jos kaZemo
domene s Lipschitzovim rubom): Neka je 2 otvoren i omeden skup u R?. Kazemo da ©
ima Lipschitzov rub ako za svaki p € FrQ postoji r > 0 i preslikavanje hp : K(p,7) —
K(0,1) takvo da
hp je bijekcija,
hp i hy ! su Lipschitzove funkcije,
hp(FrQ2n K(p,r)) = Qo,
hP(Q N K(p7 T)) - Q+7
gdje su

Qo ={x€ K(0,1): x4 =0},
Q+ ={x€ K(0,1): z4 > 0}.
Za dokaz slijede¢a dva teorema pogledati [1] ili [4].

Teorem 12.
o WLP(Q) je separabilan za p € [1,00) i jednoliko konveksan (pa onda i refleksivan)
za p € (1,00).
e Zap € [1,00), C®(R?) je gusto u W'P(R?). Stovise, ako Q ima Lipschitzov rub,
tada je C2°(Q) gusto u WHP(Q).
e Neka je §2 omeden s Lipschitzovim rubom. Tada postoji operator neprekidan prosi-
renja P € L(H'(Q); HY(RY)), takav da vrijedi:

(Vu € HY(Q)) (Pu)jg = u.



Funkcijski prostori

Teorem 13. (Soboljevljeva ulaganja) Neka je Q2 omeden s Lipschitzovim rubom.
Tada vrijedi:
o Zapc [l,d), W'P(Q) — LI(Q) za q € [1,p*], gdje je 1% = %— é. Stovise, za q < p*
to ulaganje je kompaktno.
o Zap=d, WHP(Q) — L4 kompaktno za q € [1,00).

e Zap>d, WHP(Q) — C(CIQ) kompaktno. .

Iz prethodnog teorema imamo da je H'(Q) kompaktno ulozeno u L?(f2), a za d = 1
imamo da je H!(2) kompaktno ulozeno u C(CI(Q).

Ozna¢imo s ® podskup D(£2) sa svojstvom da
(VxeQ)(Fp e d) Repx)>0
i definirajmo

WP(Q) ={T eD(Q) : Voed) ¢Tec W™ (Q)}.

loc

Lako se vidi da je W""P(Q) vektorski potprostor D'(€2). Na W""P(Q) je zadana lokalno
konveksna topologija familijom polunormi (| - [,)pca,

T = H‘PT”WWP(Q)-

Lagano se vidi da definicija prostora ergép (Q2) i njegove topologije ne ovise o izboru
familije ® s gornjim svojstvom.
Vrijedi slijedece:
Lema 3.
o W™P(Q) je neprekinuto ulozeno u W, "7 (),

loc
e Ulaganje C*(Q) — WP(Q) je neprekinuto. Stovise, za p < oo je C°(2) gusto u
WP (Q).

loc

Prostore W("(€2) definiramo kao zatvara¢ prostora C2°(£2) u topologiji prostora
WmP(Q).

Kad imamo domenu s dovoljno glatkim rubom (na primjer, Lipschitzovu domenu),
tada mozemo definirati L” prostore na rubu domene. Vrijedi slijede¢i teorem (v. [10]):

Teorem 14. (Teorem o tragu) Neka je Q) Lipschitzova domena. Tada preslikavanje
YFr o koje svakoj funkcijiu € C(CIQ) pridruzuje njenu restrikciju na Fr Q) ima jedinstveno
prosirenje do linearnog i neprekidnog operatora

Yo 1 HY(Q) = L2(FrQ).

Operator g, q se zove operator traga i vrijedi H}(Q) = {v € HY(Q) : yg qv = 0}. Sliku
operatora traga oznacavamo s H%(Fr Q), i ona je kompaktno uloZena u L?(Fr(Q). .

Dualni prostor prostora H}(€2) oznacavamo s H71(€), a dual protora H%(Fr Q) s
H*%(Fr Q). H7(Q) sa slabom-* topologijom je ulozen u prostor distribucija. Vrijedi
slijedeci teorem:
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Teorem 15. Slijedeca ulaganja su kompaktna
o Hi(Q) — L2(Q) — H1(Q),
e Hz(FrQ) — L2(FrQ) — H™z(FrQ).
Primijetimo da vrijedi:
e Dual prostora H!(Q) nije uloZen u prostor distribucija.
e ZaucL2(FrQ)ive H%(FrQ) vrijedi

i{u,v) 1:/ uv.
R R

3. Fourierova pretvorba

Definirajmo linearno preslikavanje F : Ll(Rd) — LOO(Rd) formulom
Flu)€) = ()= [ e €ulx)dx. 0
Rd

Tocnije, slika preslikavanja F sadrzana je u prostoru Co(Rd). Uvedimo prostor brzo
opadajuc¢ih funkcija

SRY) = {p € CX(Q) : (Vk € No) [lolls < 00},
pri ¢emu su polunorme || - || definirane na sljedeéi nacin:

el = 1X*OppllLoomay -

lelle = sup  [|¢llas -
o+ Bl <k

S (Rd) nazivamo Schwartzovim prostorom i zajedno s prirodnom topologijom danom s
pomocu familije polunormi (||-||x , ¥ € Np) imamo lokalno konveksan topoloski vektorski
prostor. Lagano se pokaze da je Schwartzov prostor zatvoren na deriviranje i mnozenje
s C* funkcijama najvise polinomijalnog rasta u beskonacnosti. Takoder vrijedi

D@) cSRHC () RY).
pE(l,00]

Stovise, probne funkcije su gusto ulozene u Schwartzov prostor, a odatle je Schwartzov
prostor gusto ulozen u svaki LP, p > 1. Restrikcija Fourierove pretvorbe F na prostor
S(RY) je bijekcija te imamo formule inverzije

~

p=¢, o=Fy, (2)
pri ¢emu je ¢(x) := ¢(—x), a
px) = [ e
Rd
Na Schwarzovu prostoru vrijedi Parsevalova formula:
) (uveS®RY) (@100 = [ 6@TEdE = [ u(xui)dx = (u] vz
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Funkcijski prostori

odakle iz gustoée Schwartzovog prostora u L*(RY), na jedinstveni nadin prosirujemo
neprekidni operator F na L2(R%), te i za progireni F vrijedi (3). Taj rezultat zovemo
Plancherelovim teoremom.

Topoloski dual prostora & (Rd) nazivamo prostorom temperiranih distribucija i oz-
nacavamo s S’ (Rd). Fourierovu pretvorbu proSirujemo na prostor temperiranih distribu-
cija na slijede¢i nacin:

d d ~ o~
(Vue S'RY)) (Ve e S(RY)) (@) =(4,9),
pri ¢emu je (@, p) = (u, P). Pokaze se da i temperirane distribucije zadovoljavaju formulu

inverzije, §to povlad da je progirenje F na S'(R) linearna bijekcija na S'(R).
Za dokaze gornjih tvrdnji vidjeti [11] ili [16].
Prostori Laiv iL2,

Neka je  C R? otvoren. Za glatko vektorsko polje v = (v, ..., v%) na Q, operator
v — divv je definiran formulom divv = trVyv; ili koordinatno divv = Z?Zl 0iv;.
Definirajmo slijedeé¢i prostor funkcija

L3, (Q) = {vel?(Q;CY:divv e L)},
gdje je divv jedinstvena skalarna distribucija takva da vrijedi
(Vo € D(Q)) (divy, ¢) = —(v, Vo).

Na L3, (€2) uvodimo grafovsku normu:

(ND) V122 (0 = IMP2oom + v vlZagey.

Lema 4. Lgiv (Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom odredenim normom
(ND):

(SD) (ulv)r2 (@) = (ulv)r2;ca) + (divuldivv)rzq).

Dem. Lagano se provjeri da je sa (SD) dan skalarni produkt koji generira normu (ND).
Pokazimo jos potpunost: neka je (vp,) Cauchyjev niz u L3, (). Tada je Cauchyjev
i u L2(Q; C%), a zbog potpunosti L2, v,, konvergira k v u L%, Takoder, u, = divv,,
je Cauchyjev niz u L?(€2), pa konvergira k w € L?(Q2). Sada iz neprekidnosti ulaganja
L2 < D' te neprekidnosti operatora div : D — D’ slijedi w = divv € L2(0Q).

Q.E.D.

Vrijedi slijede¢i teorem:

Teorem 16. Za domenu 2 klase C%L, prostor D(CI2; CY) je gust u L, (2).
Dem. Radi jednostavnosti pokazimo teorem samo za realne funkcije (za kompleksne se
lagano dopuni dokaz). Pokazat ¢emo da je funkcional iz (L, (Q))/, koji je nula na svim
elementima iz D(CI), nuwZno nul-funkcional na prostoru L, ().

Rieszov teorem reprezentacije daje jedinstven f € Lgiv (Q) takav da za svaki w €
L2 (Q) vrijedi

L2

div

@ Ewirz ) = (fw)rz ()
= <f|W>L2(Q;Rd) + <dIV f|dIVW>L2(Q)

11



Kompaktnost kompenzacijom

Sa g oznadimo prosirenje nulom polja g € L2(; R%) na cijeli R%. Za u € D(R%RY),
njegova restrikcija na €2 je u Lgiv (Q). Uvrstimo tu restrikciju u gornji identitet:
0 = (f|u)r2(re;ra)y + (divE|divu)p2magay = (= V(divE),u)p,

gdje smo u posljednoj jednakosti koristili da za glatki v parcijalnom integracijom imamo:

/vdivudx:—/Vv-udx

sto, zbog gustoce D u D/, mozemo prosiriti na

D/< v,u >D = —D/< VU, u >D.
Zbog proizvoljnosti u € D(RY) imamo V(cm//f ) = —f u smislu distribucija, odakle slijedi
da je w = divf € HY(R"). Izvan Q je w = 0, pa je trag w po € izvana jednak 0, a iz
regularnosti ruba Fr( i trag iznutra je jednak 0, odakle imamo w € H(€).

Neka je (¢,) niz u D(Q) koji konvergira k div f u Hl(Q) Za proizvoljni u € LdIV (Q)
imamo:

(divf[divu)r2iq) = liénwm]div u)p2(92)
= — lim DRI V¥m, U) (DR
<Vd'V flu)pz (R
Odatle imamo da je F' =0 na L(2“V (Q):
12, (Q)/<F, u )chﬁv Q) = = (f — Vdivf|u);2 @R = 0.

Q.E.D.

Uzmimo da je d = 3. Za vektorsko polje v, rotv je jedinstveno vektorsko polje
takvo da za svaki a € R3 vrijedi rotv x a = (Vv — Vv')a, tj. rotv je aksijalni vektor
antisimetri¢nog tenzora Vv — Vv'. U matri¢nom zapisu:

rotv = [8221 — 9502, d5vt — A3, A? — (‘321}1]T.
Definirajmo slijedeé¢i prostor funkcija:
L2, (Q) = {vel?*QC?:rotv e L*(Q;C},

rot
gdje je rotv u smislu distribucija, te uvedimo grafovsku normu na istom prostoru:

(NR) HVHigot Q) — HVHi2(Q;C3) + ”rOtV”%}(Q;cfi)-

Lema 5. L2, () je Hilbertov prostor sa skalarnim produktom odredenim normom
(NR):

(SR) (uvirz, (@) = (ulv)r2;c3) + (rotulrotv)r2(g.cs).

Dem. Lagano se provjeri da je sa (SR) dan skalarni produkt koji generira normu (NR).
Pokazimo jos potpunost: neka je v, Cauchyjev niz u L2, (; C?). Tada je Cauchyjev
iu LQ(Q, C?’), a zbog potpunosti L2, v, konvergira k v u L2. Takoder, u,, = rotv,, je
Cauchyjev niz u L2(Q; C?), pa konvergira k w € L?(Q; C3). Sada iz neprekidnosti ulaganja
L2(Q; C3) — D/(Q; C3) te neprekidnosti operatora rot : DI(Q; C3) — DI(Q; C3) slijedi
w = rotv € L2(Q; C3).

Q.E.D.
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Funkcijski prostori

Kao i u slucaju L3 (2), funkcije iz D(CI€; C?) su guste u L, (). Da bismo to
pokazali, treba nam slijede¢i rezultat:
Lema 6. Li (R%)NL% (R3) =H!(R?C?).
Dem. Ocito da za funkciju u € H!(R3; C3) vrijedi da su divergencija i rotacija u L2
Obratno, uzmimo u € L3, (R3) N L%, (R?). Trebamo pokazati da je Vu u L2

rot
Primijenimo Fourierovu transformaciju na Vu,divu i rot u:

F(Vu)(§) = 2mi(€ @ [Ful(£)),
F(divu)(€) = 2mi(€ - [Ful(£)),
F(rotu)(€) = 2mi(€ x [Fu(£).

Rastavimo Fu na komponentu paralelnu s £ i komponentu okomitu na &. Imamo

[€I[Ful(§) = & - [Ful(§) + & x [Ful(§),

odakle imamo ocjenu:

1€ @ [Ful(&)]1?2 < |€)2[Fu) (€))%
< l& - [Ful(©)IIF> + 11§ x [Ful(§)lIF,

pa primjenom Plancherelovog teorema slijedi tvrdnja:

”VUH]ZJ < ||diVU||iz + |[rot U||i2-

Q.E.D.

Koristedi istu ideju kao u dokazu gustoée prostora D(CIQ; C?) u L3 (), imamo
slijede¢i teorem:

Teorem 17. Za domenu € klase C%', prostor D(CI€; C?) je gust u L2, ().

rot
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II. Maxwellove jednadzbe i div-rot lema



Kompaktnost kompenzacijom
1. Maxwellove jednadzbe elektrodinamke

Promotrimo sustav Maxwellovih jednadzbi u nehomogenom sredstvu na prostornoj
domeni Q C R3. S E i H oznac¢avamo elektri¢no i magnetno polje, a s D i B elekti¢nu
i magnetnu indukciju. S p oznacavamo gusto¢u naboja, a s j jakost struje. Sve gornje
veli¢ine mogu ovisiti i o vremenskim i o prostornim varijablama. Maxwellov sustav glasi:

(1) 9B + rotE = G,
(2) divB =0,

(3) 0tD+j—rotH=F,
(4) divD = p.

Svojstva sredstva mozemo izraziti pomocu linearnih konstitucijskih jednadzbi:
D =€k, B= puH,

gdje uzimamo da tenzorska polja € i g ovise samo o prostornim varijablama. Razdvojimo
j na dva dijela; jedan koji je proporcionalan elekti¢nom polju: J = oE; i drugi koji dolazi
od vanjskih izvora: j = J — jg. Pretpostavimo da je jo ukljuéen u izraz na desnoj strani
F. Fi G mogu ovisitiioxiot.

Pretpostavimo da su koeficijenti € i g pozitivno definitni i jednoliko omedeni; a
o samo jednoliko omeden. Tocnije, da postoje konstante o, 3 € R takve da za svaki
a € R3 i skoro svaki x € Q vrijedi:

allal® <e(x)a-a < fa*
o(x)a-a< fal’
allall* <p(x)a-a < flfal| .

Jednadzba (4) jedina sadrzi nepoznanicu p pa je mozemo uzeti za defniciju gustoce
naboja i pojednostaviti sustav time Sto ¢emo izostaviti posljednju jednadzbu. S druge
strane, jednadzbu (2) mozemo shvatiti kao ogranicenje na B i ukljuciti je u definiciju
funkcijskog prostora za polje B.

Ostale dvije jednadzbe (1) i (3) ¢ine sustav dvije vektorske jednadzbe s pet vek-
torskih nepoznanica. Ako bismo htjeli imati formalno deterministicki sustav, trebali
bismo dodati jos tri vektorske jednadzbe: konstitucijske zakone koji ¢e povezivati D, J i
B s E i H, preko svojstava sredstva.

Energija elektromagnetskog polja u trenutku ¢ je dana izrazom:

e(t):%/Q(D-EJrB-H)dx.

Prirodno je zahtijevati da je energija konacna u svakom trenutku ¢, pa se za prirodni
prostor funkcija nameée L>([0, T]; L2(; R3)) i €, u, 0 € L>®(Q; M3y3). Bududéi da se
pojavljuju divergencije i rotacije odgovarajuc¢ih polja, prirodno je uzeti i

D7 B e LOO([O’ T]7 Lgiv (Q7 Rg))a
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Maxwellove jednadzbe i div-rot lema
E.H € L°([0, T]; Lie (% R?)),
J e L>=([0, T]; L?(Q; R?)).
Sto se ti¢e izvora F i G, prirodno je zahtijevati da je ukupni rad konacan, odakle

imamo F,G € L2([0, T]; L?(Q; R3), $to je posebno zadovoljeno i za L>°([0, T; L2(£2; R?)).

2. Div-rot lema u L2

Promotrimo familiju sustava (na primjer, aproksimirajmo slabo rjeSenje gornjeg
sustava):
OB" + rotE" = G",

oD™ +J" —rotH" = F",
uz konstitucijske jednadzbe:

D" = "E", B" = pu"H", J=oF,

gdje su E" H" D" B" J" F" G" €", u" i o iz odgovarajuc¢ih prostora. Pitamo se sto
mozemo reéi o energiji e(t) ako znamo €"(t) = 3 [(D" - E" + B" - H")dx.

Za fiksni t € [0,T], uz promatranje samo prvog pribrojnika u integrandu, imamo
slijededi rezultat:

Lema 1. Neka vrijedi:
E" —~ E uL%(Q),

D" — D u L(Q),
rot E, divD" omedeno u L(Q).

Tada
D*".E" ~D-E

u smislu distribucija.

Dem. Mnozenjem s ¢ € D(Q2) iy € D(2), 1 = 1 na supp ¢ i prosirivanjem s nulom na
ostatak R3, imamo slijedeée funkcije na R3:

en - d)Ena dn = l/an,

e = ¢E, d = ¢D.

Iz uvjeta leme imamo da je e, omedeno u L%, (R?), a d,, omedeno u L3, (R?), te
en —e, d, —duL(R3R?.

Primijetimo da zbog kompaktnosti nosaca imamo slijede¢e jednakosti:

(1) /Dn-E"qbdx:/ dyp - e dx,
Q R3

(2) /QD-Eqbdx:/Rgd-edx.
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Kompaktnost kompenzacijom

Primijenimo Fourierovu transformaciju na dp: zbog slabe konvergencije niza d,, prema
D u L?(R3) doblvamo da je d, omeden u L2(R3) te d, — d u prostoru temperlramh

distribucija S 1z te dvije ¢injenice imamo jedinstvenost gomiliSta: d, = dul? Iz
omedenosti niza d, u Lgiv (R?), nakon Fourierove transformacije, imamo da je niz £ - dy,
omedeno u L2

Analognim postupkom dobivamo da &, — e u L2(R3), te da je £ x &, omedeno u
L2. Sli¢no vrijedi i za limese: € -d i & x & su omedeni u L2.

Rastavimo d i & na komponente u smjeru &: aT, é1 i na komponente okomite na &:

di,é;
d=dr+d;, ée=ét+¢e,.

Iz prethodnih razmatranja imamo da su |€|dT i [€]é, omedeni u L2, a iz [|d7 |z < ||d||¢2
iiz |[é 1 ||r2 < ||é]|L2 primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti, slijedi:

’E‘ aT et € Ll,
€] d) e €L,

odakle zbrajanjem dobivamo da je |¢| d - & € LL.
Analogno, jer su L? ocjene jednolike po n, dobivamo da je [£| d,, - &, omedeno u L.
Takoder, imamo:

HanHLOO(R3;R3) < ldnllLimsr?) = lldnllrw:r)
< e1ldnlz ) < o1 ldnlzgms) < C.

gdje je w = supp®, a posljednja nejednakost slijedi iz slabe L? konvergencije niza (dy,).
Iz slabe L2 konvergencije niza d,, imamo i:

d, (&) = / e e (x) dx — / e~ 2mrEd(x) dx = d(&).

w

Analogno imamo HénHLoo(RB;RS) < C1ié,(&) — é(&). Odatle, primjenom Lebesgueovog
teorema o dominiranoj konvergenciji, dobivamo za svaki omedeni skup B C R3:

Zbog omedenosti |€] dy, - &, i |€| d - e imamo:
dy e, —d-& jako u LY(R?),
t.
/ d,-&,d¢ — [ d-eéde,
R3 R3

odakle koristeéi Plancherelov teorem dobivamo

/ d, -e, dx — d-e dx.
R3 R3

Tvrdnja leme sada slijedi iz jednakosti (1) i (2).
Q.E.D.
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Maxwellove jednadzbe i div-rot lema
3. Div-rot lema u L?

Div-rot lema se moze poopé¢iti i na dualni produkt L? i . Prije nego li prijedemo
na sam dokaz, pokazimo slijede¢u lemu.

Lema 2. Neka je Q otvoren i omeden podskup R, te neka su p,p’ > 1 takvi da je
% + 1% =1. Akosuu € WIZC;IC)(Q; RY) ive Wﬁ;zg (Q:RY), onda za svaku probnu funkciju
¢ € D(Q) vrijedi:

0

/qﬁAu-Av: —w-tp() divAu, ¢divy) i —/(divu)ng-Av—i—/(div u)Vo-Vdiv v+

. . 1
(5) - /Q(dw v)V¢ - Vdivu — /Q(rot u)Vo - Av — iwé,p(g)< ¢rotu, rot AV)W,LP/(Q).

Dem. Najprije pokazimo da za funkcije u i v iz iskaza leme vrijedi jednakost:

. . 1
w-Lp(o)( divAu, ¢d|vv>wé’p/(m + iw(l),p(g)< ¢rotu,rot AV)W*LP/(Q) =

(6) :—/QAU-V(¢divv)—|—/QAv-(Vdivu—Au)qﬁ—/ﬁ(rotu)V(ﬁ-Av.

Prisjetimo se formule

div (Ax) = (divA) - x + A - Vx,

gdje je A matricna funkcija, a x vektorska funkcija. Sada iz Gaussovog teorema i ¢injenice
da je ¢ € D(Q) imamo slijedeéu jednakost:

(7)) w-rp(o)ldiv Au,¢divv>w(1)7p/(m = /Q(div Au)pdivv = —/QAU - V(pdivv).

Tvrdimo da vrijedi:

(8) %W(l),p(g)< ¢rot u,rotAV)_/Qaﬁ(Vdivu — Au) - Av — /Q(rot U)V(/b-AvW—LP'(Q).

Da bismo to pokazali, pogledajmo (i, 7)-ti ¢lan na lijevoj strani i raspisimo ga uzimajuéi
u obzir da je ¢ € D(Q):

/¢(r0tu)i7jajhi —/Qb(mtu)i,jaihj =

= —/@-d)(rot U)i,jhi —/¢a(r0t u)iyjhl-—i—/@m(rotu)i,jhj +/¢8Z-(rot u)iyjhj,

gdje smo oznacili h = Av. Sad sumiranjem po i i po j, uvazavanjem cinjenice da je rot
antisimetri¢an operator te dijeljenjem s 2 slijedi formula (8).

Kombiniranjem (7) i (8) dobivamo formulu (6). Pregrupiranjem ¢lanova u formuli
(6) te koristenjem

/Av-(Vdivu)gb: /Av-V(gbdivu) —/(divu)Av-ng,
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Kompaktnost kompenzacijom

dobivamo slijedece:

/quu Av = —yy-1p(g)(div Au, gbdwv) /Au V(¢divv) /Av V(¢divu)+

: 1
9 - /Q(dlv u)Vp - Av — /Q(rot Vo - Av — §W(1J,p(m( ¢rotu, rot AV)W_LP/(Q).

Primijetimo:

/Au  V(6divy) = —/(Vdivu — Au)- V(gdivy) +/(Vdivu) V(6divy),

div (Vdivu — Au) =0,

pa primjenom Gaussovog teorema imamo:

/Au -V(odivv) = /(Vdiv u) - V(pdivv).

Analogno se dobije i:

/Av  V(odivu) = /(Wm) VY (gdivu).

Sli¢nim raspisom imamo:

—/(Vdivu)-V(d)divv)+/(Vdivv)-V(¢divu) _ /Q(divu)Vd)-Vdivv—/Q(divv)Vd)-Vdivu,

odakle uvrstavanjem u (9) slijedi (5).
Q.E.D.

Teorem 1. Neka je Q otvoren i omeden podskup R?, te neka su p,p’ > 1 takvi da je
% + Z% = 1. Neka sua” € LP(Q; R?) i b" € Lp/(Q; RY) takvi da vrijedi:
(i) a® — a u L?(Q; RY),
(ii) b™ — b u L' (Q: RY),
(iii) diva™ je sadrzano u kompaktnom podskupu W~1P(Q),
(iv) rotb” je sadrzano u kompaktnom podskupu W~1P(Q; Mgsq)
Tada a™ - b™ — a - b u smislu distribucija.

Dem. Za ¢ € D(2) oznacimo s {2y otvoreni skup s glatkim rubom za kojeg vrijedi
supp ¢ C Qg C ClIQy C Q.
Definirajmo u™ i v" kao slaba rjesenja slijedec¢ih zadaca:
(10) —Au" =a" uQy, u” = 0 na FrQy,
—Av" =b" u Qy, v =0 na Fr.
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Maxwellove jednadzbe i div-rot lema

Zadaca (10) ima jedinstveno rjesenje u” € Wz’p(Q)d) koje zadovoljava ocjenu (v. [10], str.
241-4) ||u”||wz,p(Q)¢ < c/[a"[|Lp (). Odatle imamo:

(11) (u™) je omeden u W2P(Qy; Mgy q),

(12) (v") je omeden u W2’pI(Q¢; Maxad)-
Iz pretpostavki (i) i (ii) slijedi da:
u™ — u slabo u WhHP(Qy; RY),
v — v slabo u Wl’pl(Q¢; RY),
gdje su u i v jedinstvena rjesenja zadaca:
—Au=auy, u=0mna FrQ,

—Av =bu Qy, v =0mna FrQ.
Jednakost (5) sada glasi:

pa" - b" = (diva", ¢divv™) —i—/

divu"Ve - b" + / divu"V¢ - Vdivv"+
e

Q o
(13)

. n . n n 1 n n
_/% divv"V¢ - Vdivu —l—/%(rotu Wo - Av + iwé,p(%)(gbrotu ,rot Ab >W_1,p/(%)‘

Sada iz (iii) i (iv), eventualnim prelaskom na podniz, imamo:

(14) diva" — diva jako u W_l’p,(Q¢),

(15) rotb” — rotb jako u W™ HP(Q,).

Koristec¢i neprekinutost deriviranja, kao i kompaktnost ulaganja Soboljevljevih prostora
(v. [4], str. 285), primje¢ujemo da su svi clanovi na desnoj strani jednakosti (13) oblika
produkta jako konvergentnog i slabo konvergentnog niza, koji konvergiraju k izrazu koji je
jednak fQ¢ a-b¢. Iz jedinstvenosti limesa u prostoru distribucija slijedi tvrdnja teorema.

Q.E.D.
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III. Kompaktnost kompenzacijom



Kompaktnost kompenzacijom

1. Kompaktnost bez pretpostavki na derivacije

Za dokaz slijedece leme vidjeti [6].

Lema 1. Neka je D paralelepiped u R¢ (razapet s d linearno nezavisnih vektora), i
neka je ¢ € LP(D), p € [1,00]. Ako funkciju o periodicki prosirimo na cijeli R%, te
oznacimo ¢ (x) := p(nx), tada

gon;][<p slabo uIL(D), zap € [1,00)
D

©On ;][ ¢ slabox u L>®(D), zap= o,
D

gdje je JCD Y= ﬁ fD @ srednja vrijednost integrala funkcije ¢ na D.

U daljnjem uzimamo da je  C R? otvoren skup.

Neka je (u™) niz omedenih izmjerivih funkcija na , sa svojstvom
(P1) u” — u slabo x u L™(Q2;R").
Ako je f: R" — R neprekinuta funkcija, te ako

fou™ — L slabo % u L>(Q),
pitamo se $to mozemo reéi o odnosu fou i L? Sto mora zadovoljavati funkcija f da bi
pripadni operator v — f ou bilo nizovno slabo-* poluneprekidna odozdo; tj. da za svaki
niz (u™) koji zadovoljava (P1) vrijedi
L>fou (ss).
Odnosno, koje funkcije f su nizovno slabo-* neprekidne, sto je ekvivalentno tome da za
svaki niz (u™) koji zadovoljava (P1) vrijedi i
L=fou (ss).
Lema 2. Neka je dana konveksna realna funkcija f na R" za koju vrijedi u™ — u
slabo-x u L*°(Q;R") i fou™ — L slabo-+ u L*>°(Q). Tada je L > f ou.
Dem. Definirajmo nadgraf fukcije f:
N:={(x,2) ER" xR : 2> f(x)} TR
Iz neprekidnosti i konveksnosti slijedi da je N zatvoren i konveksan skup, dok iz Teorema
11.5. iz [18] slijedi da N mozemo prikazati kao presjek familije zatvorenih poluprostora.
Neka je A familija afinih funkcija na R", takva da vrijedi
N = m {(x,2) e R" xR : z > A(x)}.
AecA

Odatle imamo:

f(x) =sup A(x), x€R".
AcA

Posebno, za A € A je
pa na limesu slijedi

To daje

Q.E.D.
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Napomena 1. Ako je realna funkcija f na R? konveksna, onda je ona i neprekidna na

RY. Dokaz te tvrdnje moZe se naéi u [18]. .

Pretpostavimo da niz (u™) pored (P1) zadovoljava i
(P2) (VneN) u'(x)e K (ssx€Q),

gdje je K C R". Za kakve K vrijedi u(x) € K (ss x)? Odgovor na to pitanje daje
slijededi teorem kojeg navodimo bez dokaza (dokaz se moze naéi u [6]):

Teorem 1. Neka je K C R" omeden, a (u™) niz u L>°(Q; K) koji slabo-+ konvergira k
funkciji u € L*(Q; R"). Tada je nuzno u(x) € ClconvK (ss x € Q).

Obratno, ako jeu € 1L°°(Q; ClconvK), onda postoji niz (u™) u L*>°(Q; K) koji slabo-x
konvergira k u u L>®(; R").

Korolar 1. Ako je K C R" kompaktan i konveksan skup, te u : 0 — R" izmjeriva
funkcija koja skoro svuda poprima vrijednosti u K, tada postoji niz glatkih funkcija (yy,)
koje poprimaju vrijednosti u K, takav da ¢, — u slabo-x u L>°(; R").

Ukoliko je dodatno i 0 € K, tada funkcije ¢, mozemo izabrati tako da imaju
kompaktan nosac.

Teorem 2. Neka je f : R” — R neprekinuta funkcija te neka proizvoljni niz (u™)
zadovoljava (P1) i (P2). Tada vrijedi:
a) u(x) € K (ssx € Q), ako i samo ako je K zatvoren i konveksan skup;
b) fou™ — L slabo-x u L*>°(Q2) povlaci L > f ou, ako i samo ako je [ konveksna na
ClconvK;
¢) fou™ — fouslabo-x L>(Q), ako i samo ako je f afina na ClconvK.

Dem.
a) Tvrdnja je jednostavna posljedica prethodnog teorema.
b) Smjer kad imamo konveksnu funkciju je pokazan u prethodnoj lemi. Obratno, za
dani m € N i ¢; € [0,1], takve da je > ;" ¢ = 1, i za j € 1l.m definirajmo
periodicke funkcije ¥; : R — R, perioda 1, sa

Jj—1 J
1, ¥ <z < )
R P T P
0, inace.

Zaaj € K, j€1l.m, te fiksan £ € R, definirajmo

v(x) =) (€ x)ay,

j=1
u"(x) == v(nx).
Iz Leme 1

m
u" — Zﬁjaj slabo x u L>(Q; R"),
j=1
a kako je

(fou™)(x) = (fov)(nx) =) vj(n&-x)f(a;),
j=1
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iz Leme 1 slijedi
m
fou" — Zﬁjf(aj) .
j=1

Sada iz pretpostavke teorema slijedi da je

Zf}fa] 219 a;),

sto daje konveksnost funkcije f na skupu conv{aj,as,...,an}. Zbog proizvoljnosti

m € N ia; € K dobivamo da je f konveksna na convK, pa zbog neprekinutosti i
na zatvaracu.

¢) Iz fou™ — fou oito imamo i (—f) ou™ — (—f) ou, pa prema tvrdnji (b)

teorema slijedi da su f i —f konveksne na ClconvK, sto je jedino moguce ako je f

afina na ClconvK. Ocito da za afinu funkciju f na ClconvK vrijedi fou™ — fou.

Q.E.D.

2. Kompaktnost kompenzacijom

U ovom odjeljku éemo pokazati da pretpostavku na nizovnu slabu-* (polu)nepreki-
nutost (odozdo) funkcije f na nizovima (u") koji zadovoljavaju (P1) i (P2) mozemo
zamijeniti s odgovarajué¢im pretpostavkama na derivacije niza (u™).

Pretpostavimo da niz (u") dodatno zadovoljava

d r
(P3) (Z Z aijké?kug‘) je omeden niz u L2 .(Q), i€ 1.q,
k=1 j=1

gdje su a;;, € R, ¢ € N, te gornje derivacije shvacamo u smislu distribucija. Ako s
Ak e My (R), k € 1..d oznacimo matricu u kojoj se na (7, j) mjestu nalazi a;j;, tada se
uvjet (P3) moze i ovako zapisati:

d
(Z Akﬁku”) je omeden niz u L2 _(Q;RY).
k=1

Definirajmo skupove:

d
% ::{(A,g) €R’ xR? : gkakA - o}

Vo :={(A,§) €V : £#0}
A:={XAeR": (3tcRY) (X&) eW).

Uoc¢imo da vrijedi
e ako je (A, €) € V, tada jei (aX, a€) € V, za a € R proizvoljan;
e ako je (A, &1), (A &) € V, tada je i (X, & + &) € V;
e ako je (A1,€), (A2, €) €V, tada jei (A1 + A, §) € V.
Kad nemamo pretpostavki na derivacije, tada je V = R” x R%, i A = R".
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Primjer. Ukoliko su svi nizovi parcijalnih derivacija (9xu} ), omedeni u L2 (©), tada

je A = {0} (jer je A\j&, = 0, za sve j, k). Zbog omedenosti nizovi parcijalnih derivacija
slabo konvergiraju, pa imamo u” — u slabo u H} (€;RF), a $to povladi u” — u u

9 . loc
LIOC(Q; R"). .

Nuzni uvjeti
Teorem 3. Ako za svaki niz (u") koji zadovoljava (P1), (P2) i (P3) vrijedi da je
u(x) € K (ssx € Q), tada je K zatvoren, te

(Va,be K) b—acA = J[a,b]CK.

Dem. Kada K ne bi bio zatvoren, tada bi postojao niz (a,) u K koji konvergira k a ¢ K.
Tada niz u" = a,, zadovoljava (P1), (P2) i (P3),doku=a¢ K.

Neka su sada a,b € K, te b —a € A. Po definiciji skupa A moZemo naéi & € R%,
£ # 0, takav da

> GAF(b—a)=0.
k
Neka je () omeden niz realnih funkcija i definirajmo

1 (x) = a+ (b — a)pu(€ - X).

Tvrdimo da vrijedi

Z Akﬁk u” =0.
k
Zaista, za glatku ¢, vrijedi

Opu" = (b —a)p, (& - x)&

pa jei

Y AFo" =g (€-%) Y gA (b —a)=0.
k k

Ako ¢, nije glatka, tada je aproksimiramo nizom glatkih funkcija u slaboj-* topologiji
prostora L>°(R). Tada tvrdnja slijedi iz neprekinutosti deriviranja na prostoru distribu-
cija.

Neka je 0 < ¢ < 1, te ¢ realna periodicka funkcija perioda 1, definirana s

B 1, 0<z2<d
#l2) = 0, v<z<1.

Uzmimo ¢, (z) := ¢(nz). Tada svaki u” poprima samo vrijednosti a i b, dakle
unutar skupa K. Prema Lemi 1

u" — (1 —=d)a+ b slabo —xu L*(Q;R"),

odakle
(1-vY)a+vbe K.

Iz proizvoljnosti 9 slijedi tvrdnja.

Q.E.D.
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Korolar 2. Ako neprekinuta funkcija f : R — R ima svojstvo da za svaki niz (u™) za
koji je ispunjeno (P1), (P2) i (P3), te fou™ — L slabo-+ u L*>°(Q2) vrijedii L > fou, tada
je za svaku m-torku ay, as, ..., ap, € K, za koju postoji § # 0 takav da je (a; —aj, &) € V,
i,j € 1..m, f nuzno konveksna funkcija na conv{ay,ag, ..., an}.

Dem. Za (gp?)n omedene nizove u L®(Q) i £ € R? kao u iskazu teorema, analogno kao
u prethodnom teoremu pokazemo da niz funkcija

m—1
u"(x) :==a; + Z (aj41 — aj)@?(f "X),
j=1

zadovoljava:
Z Ak@k u" =0.
k
Sada analogno kao u dokazu tvrdnje b) Teorema 2 dobivamo da je f konveksna na
conv{ai,az, ..., am }-

Q.E.D.
Na analogan nacin imamo i slijedeci rezultat:

Korolar 3. Ako neprekinuta funkcija f : R" — R ima svojstvo da za svaki niz (u") za
koji je ispunjeno (P1), (P2) i (P3), vrijedi f ou™ — f ou slabo-x u L>®(Q), tada je za
svaku m-torku brojeva ay, az, ..., a;, € K, za koju postoji € # 0 takav da je (a;—aj, &) € V,

i,j € 1..m, f nuzno afina na conv{ay,as, ..., an}. .

Korolar 4.

a) Ako vrijede pretpostavke Korolara 2, tada je f konveksna u smjerovima iz A, u
smislu da je realna funkcija realne varijable t — f(a + t\) konveksna za svaki
aceR" A€l

b) Ako vrijede pretpostavke Korolara 3, tada je f afina u smjerovima iz A, u smislu da
je funkcija t — f(a+tA) afina za svakia € R" i A € A.

Dem.
a) Neka je K := R", te a € R", A € A proizvoljni. Tada je f konveksna na [a,a + A,
pa vrijedi
(1-=9)f(a) +9f(@a+A) = f(a+9IA), Je€l0,1].
Za proizvoljne t1,ty € R, u gornju nejednakost uvrstimo a + t;A i (t2 — t1)A:
(1= f(a+tiAN) +0f(a+taA) = f(a+ 1A+ V(t2 — t1)A)
= f(a+ ((1 = 9)t1 + Ita)AN),
odakle imamo da je funkcija ¢ — f(a + tA) konveksna.

b) Analogno kao i a).
Q.E.D.

Napomena 2. Uo¢imo da, ukoliko je dodatno f klase C2, tvrdnja (a) iz prethodnog
korolara je ekvivalenta s

(VaeRN(YAeA) D?f(a)(A\N) >0,
dok je tvrdnja (b) ekvivalentna s

(VacR)(VAeA) D3*f(a)(AA)=0.
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Primjeri
Primjer 1. Neka je Q € R? otvoren, u® = (v*,w"), gdje su v?,w"” € L>®(Q;R4).
Pretpostavimo da vrijedi
v —wv  slabo — xuL®(Q; RY),
w" —w  slabo — xuL®(Q; RY)
(divv™) je omedeno u L2 (),

(rotw”) je omedeno u L (Q; R9),
Pitamo se koji su uvjeti na funkciju f da bi ona bila nizovno slabo-* neprekinuta na
nizovima koji zadovoljavaju gornje uvjete.
Uocimo da iz gornjih uvjeta na derivacije dobivamo

V={(Am,§) eR* xR : X-¢=0 & pog-€op=0}.
Uz dogovor da je nul-vektor paralelan sa svakim vektorom, slijedi
V={(Am.e) eR* xR : AL & ull€},

pa je

A:{(A,,u,)eRded : )\J_u}.
za proizvoljne A1, Az, o € R? definirajmo a = (Aj, p), b = (A2, ). Tadaje b —a € A,
pa koriste¢i Korolar 3 imamo da je f afina na segmentu [a,b]. Odatle slijedi da je za

fiksan p funkcija f afina po varijabli A. Analogno se pokaze da je za fiksan A funkcija f
afina po u, pa je f nuzno oblika

fup)=AXx-p+c-A+d-p+e,

gdje su A € My(R); b,c € R%ie € R konstante. Za svaki par a, b takvih dajeb—a € A
vrijedi

f(Wa+ (1 —=9)b) =0f(a)+(1—=9)f(b), ve]0,1],

pa posebno i za b =0,a = (A, ) € A, te uvrStavanjem dobivamo
VA p) e (VP e[0,1]) dAXN-p=AX pu.
Odatle imamo da za A - g = 0 vrijedi
AX-pu=0,

odnosno

AN -p=aX p.

Zakljucujemo da je nizovno slabo neprekidna funkcija f nuzno oblika:
fp)=aXx-p+c-A+d-p+e,

gdje su a, e € R, te ¢,d € R? konstante.
Kasnije ¢emo pokazati da je to i dovoljan uvjet da funkcija bude nizovno slabo

neprekinuta na nizovima koji zadovoljavaju gornje uvjete. .
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Primjer 2. Neka je Q C R?, te neka vrijedi
u" — u slabo — xu L(; R?).
Neka su uvjeti na derivacije dani s

(O;u?) je omedenou L2 (), i=1,2,

loc

odakle imamo
V:{(A,£)€R2xR2 : /\151:/\252:0}.

Pokaze se da je tada
A={XeR?: \ =0 ili \=0}.

Uzmimo a i b da imaju prvu komponentu jednaku: a = (A, A1),b = (A, A2). Analogno
kao u Primjeru 1 zakljucujemo da ukoliko je f nizovno slabo-* poluneprekidna odozdo na
nizovima koji zadovoljavaju gornje uvjete na derivacije, tada prema Korolaru 2 slijedi da
je f konveksna po drugoj varijabli. Da smo uzeli da a i b imaju jednake druge komponente
dobili bismo da je f nuzno konveksna po prvoj varijabli. Zaklju¢ujemo: nuzan uvjet da
bi f bila nizovno slabo-* poluneprekidnaa odozdo je da je separirano konveksna.

Odatle imamo nuzan uvjet da bi f bila nizovno slabo-* neprekidna uz gornje uvjete:
f mora biti oblika

f(/\l, )\2) =aMMAy+ b\ +cho+d,

gdje su a, b, c,d € R konstante. .

Analogno vrijedi i za Q C R3: f je nizovno slabo-* neprekidna na nizovima koji
zadovoljavaju analogne uvjete na derivacije ako je, za fiksnu jednu varijablu, afina po
preostale dvije. Funkcija sa takvim svojstvom je nuzno afina.

Dovoljni uvjeti

U ovom odjeljku ¢éemo pokazati Tartarov Kvadratni teorem koji daje dovoljne uvjete
da funkcija bude nizovno slabo-* neprekidna na nizovima koji zadovoljavaju (P1), (P2) i
(P3). Zapoc¢nimo sa slijede¢om lemom.

Lema 3. Neka je skup A definiran kao prije:
d
A= {,\eRT . (3€ e R\ {0}) ngAkA:o},
k=1

za fiksne matrice A¥ € My -(R), k € 1..d, te neka je Q € M,(R) konstantna matrica
takva da vrijedi

(VAeAN) QA)=QA-A=>0.
Ako je ) hermitsko prosirenje kvadratne forme Q na C" defirnirano s
tada vrijedi
(Ve >0)(3C. e R) (VA € C)(¥n € RY
. a4 2
=1 = ReQ)>—clAP = C. 3 3 aiuhmi]
i=1 jk
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Dem. Pretpostavimo suprotno, da postoji € > 0 takav da za svaki C. = n € N postoje
A" e Crin™ e R, takvida je || =11
. 4 2
(1) ReQ(A") < —e[A"[2—n} ‘ZaijkAgng‘
=1 jk

Skaliranjem gornje nejednakosti A™ smo mogli izabrati tako da je |A"| = 1. Tako odabran
niz (A") je relativno kompaktan, na podnizu imamo:

AT — A

n" —n.
Definirajmo bilinearnu formu 5 na R” x R" s 5(A1, A2) := QA; - A2 Primijetimo da za
A1, A2 € A vrijedi

QA1+ A2i) = Q(A1) + Q(A2) + (B(A1, A2) + B(A2, A1))i.
Stoga je za A = A1 + Aot € A +iA,

ReQ(A) = QA1) + Q(X\2) > 0.

Re Q je neprekidna funkcija na jedni¢noj sferi, pa iz (1) imamo

q
Z ‘Z ik ;Mg

i=1 jk

2 P 3\
< £ ReQ(A)gg‘
n n

Na limesu imamo

4 2
‘Z aijk)\jnk‘ =0,

=1 jk

i
a odatle je A € A 4 i/, pa slijedi i
ReQ(X) > 0.
Sada iz (1) imamo
ReQ(M\) = liTan ReQ(\") < —£ <0,
sto je kontradikcija.
Q.E.D.

Teorem 4. (Kvadratni teorem) Neka je Q C R? otvoren, A C R” definiran kao u
prethodnoj lemi, a () realna kvadratna forma na R" koja je nenegativna na A, tj.

(VAeA) QN >=0.
Nadalje, neka niz funkcija (u™) zadovoljava

(P1) W —u shbou I (R,
(P3") (Z Akﬁku”> je relativno kompaktno u Hﬂ)};(Q, RY).
k

Tada svaki podniz niza (Q o u™) koji konvergira u distribucijama ka svom limesu L,
zadovoljava
L>Qou

u smislu distribucija.
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Dem.
1. korak: Pretpostavimo da (nakon prelaska na podniz) @ o u™ — L slabo u D'(Q).
Iz (P1) i (P3’) za v" := u" — u, imamo

(2) v — 0 slabou L. (Q;R").

loc

d
(3) (Z Akakv"> je relativno kompaktno u  H_}(Q; RY).
k=1

Neka je f: R" x R" — R bilinearna forma definirana kao u prethodnoj lemi, tako da
za svaki a € R" vrijedi

Odatle

skupa sa

u distribucijama, daje
Qov' —L—-—Qou=:m.

Teorem ¢e biti dokazan ako pokazemo m > 0.
2. korak: Neka je ¢ realnu test funkciju na €2, te definirajmo funkcije s kompaktnim
nosacem w" := @v". Vrijedi

(4) w"' — 0 slabou L%(Q;R")
te
D AR =Y AR+ Opp AFOp”
2 e e

Oba niza u gornjoj sumi su relativno kompaktna u H™!(Q; RY) (drugi je omeden u
L2(Q; RY) i nofen na kompaktu, pa je i on relativno kompaktan u H~1(2; R?)). Odatle
imamo za lijevu stranu jednakosti:

<Z Akﬁkwn> je relativno kompaktno u  H™1(Q;RY),
k

pa na podnizu (bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je to cijeli niz) vrijedi

Z AFow" — L jako u H Y RY).
k

Ulaganjem u distribucije zbog neprekidnosti deriviranja iz (4) imamo da
(Vkel.d) Opw" —0
u distribucijama, a odatle je L = 0, tj.

(5) ZAkOkwn — 0 jakou HY(Q;RY).
k
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3. korak: Primijetimo da u distribucijama vrijedi
Qow" = g*Qov" — ¢’m,

odnosno, za proizvoljni ¢ € D(2)

Q o W™ — pr(ay ©*m, ¥ )p(q) -

Rd
Kako je
p@f ©°m. ¥ )p) = ) m ¥’ )p(o) »
te
supp (Q ow") C suppp,
odabirom 1 tako da @/)|Suppw =1, imamo

2
/Rd Qow" — prafm, v )p) -
Primijetimo da je za pokazati da je m > 0 u smislu distribucija, dovoljno pokazati

(6) lim Qow"™>0.
n Rd

4. korak: Neka je Q hermitsko progirenje kvadratne forme Q kao u prethodnoj lemi.
Prosirimo w” nulom van €2, i uzmimo Fourierovu transformaciju te funkcije

w" (&) = /Rd w'(x)e 2T X gx

Iz Plancherelovog teorema sada imamo:
Qownz/ Qow" = QOW”:/ ReQ oW,
R4 R4 Rd
pa je (6) ekvivalentno s
(7) lim [ ReQow" >0.

n Rd

5. korak: Buduéi da je suppw” C suppp =: K € K(Q), u izrazu za Fourierovu
pretvorbu je dovoljno gledati integral po skupu K

w" (&) ::/I(W”(X)e_zmg'xdx.

Za fiksan & funkcija x — e~ 27X je iz L2(K;C). To zajedo s konvergencijom w" — 0
u L2(Q; R") daje

W' — 0 (ss).
Iz omedenosti niza (w") u L2(Q; R") i suppw” C K, slijedi da je niz omeden i u L' (K; R"),
pa zbog

W™ (&)] </KIW”(X)Ile_m'(X)IdXZ/KIW”(X)Id&
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imamo da je niz

(W") omeden u L®(R%C).
Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji povlaci da
W' — 0 jakou L2 (R%C),

a iz kvadrati¢nosti forme @, imamo
(8) / ReQow" — 0,
(0,R)

gdje je R proizvoljan pozitivan broj.
Primjenom Fourierove pretvorbe na (5) dobivamo

——— > &AM — 0 jakou L*(R%CY).

\/1 + !€|2

Iz nejednakosti o < ——2—, za |€| > 1, uz oznaku S := R¢\ K(0,1), imamo

13 V1+[€2’

1
(9) 0 > GART — 0 jakou L2(S;CY).
k
Iz prethodne leme uz
R §
A= n(E) y M= 14
€]

imamo

ReQ o W"(£) > —e|W" - C; Z‘Zamk ’ ,

=1 3k

sto nakon integracije daje

(10) /SRer\fvn —z—:/| £)2d¢ — C. Z/‘Z%k ’ dt |

Fourierova pretvorba je izometrija na L2(R%; C"), a niz (w") je slabo konvergentan, pa i
omeden u L2(R% R"). Tada postoji konstanta C' > 0, takva da vrijedi

/ W'? < C,neN,.
Rd

Prijelazom na limes u (10), iz (9) dobivamo

hm/ ReQow" > —eC'.

1im/RerW”
nJs

Odatle imamo

sto zajedno s (8) daje tvrdnju.
Q.E.D.
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Napomena 3. Uocimo da (Q o u™) uvijek ima podniz koji konvergira u distribucijama.
Zaista, kako je @ kvadratna forma, a (u") omedeno u LZ (% R"), to je i v := Qo u”
omeden niz u L{ (). Dakle, za svaku probnu funkciju ¢ je (¢v™) omeden niz u L1(Q),
pa i u My(2). To povladi da postoji podniz koji slabo-* konvergira u My(2) (v. [3],
str. 153), pa i u distribucijama. Stovise, ukoliko je ® C D(Q) prebrojiv skup, tada
Cantorovim dijagonalnim postupkom mozemo izdvojiti podniz niza (v™) (koji jednako
oznacavamo), tako da za svaki ¢ € ®, (¢v") konvergira u distribucijama. Neka skup @

sadrzi niz funkcija (@,), sa svojstvom da je ¢, identicki jednaka jedan na skupu
1
{X € dx,FrQ) > —} NK(0,n).
n

Tada
> P—
VY eD(Q)3BnoeN) nz2ny = (’0"|supp¢ 1,

pa ako za fiksan 1) € D(2) s ny oznacimo najmanji ng s gornjim svojstvom, tada za
n = ny vrijedi
@ V", ¥ ) D) = Dok eny V" V) p) — Ly -
Ako definiramo
@V, ¥ )pa) = lp s

lako se vidi da v — v u distribucijama. .

Korolar 5. Uz pretpostavke Kvadratnog teorema, neka kvadaratna forma () dodatno
zadovoljava

(VAeA) QA =0.
Tada za svaki niz (u™) koji zadovoljava (P1°) i (P3’), vrijedi i

Qou" — Qou u D(Q).

Dem. Primjenjujuc¢i Kvadratni teorem na kvadratne forme @) i —(¢) dobivamo da svaki
podniz niza (Q o u™) koji konvergira u distribucijama, nuzno konvergira ka () o u. Prema
gornjoj napomeni svaki podniz niza (Q o u™) ima slabo konvergentan podniz u distribu-
cijama, pa slijedi i da cijeli niz konvergira ka () o u.

Q.E.D.

TIako smo je veé pokazali u prethodnom poglavlju, div-rot lema u L? lagano slijedi
iz Kvadratnog teorema, pa je ovdje opet navodimo:

Korolar 6. (Div-rot lema) Neka nizovi funkcija (v'*) i (w™) zadovoljavaju

v — v slabou L2 _(:RY),

loc
w" —w slabou L_(Q;RY),

(divv™) je relativno kompaktno u H; 1(),

loc

(rotw”) je relativno kompaktno u H_}(Q; R9*9) .

loc

Tada vrijedi
vView" —v.w  slabou D'(Q).
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Kompaktnost kompenzacijom

Dem. U Primjeru 1 smo veé¢ pokazali
A:{(A,u)eRded : A-uzo},

pa kako je pripadni Q(\,v) = X - v, to vrijede pretpostavke prethodnog korolara kojeg
primjenimo uz u"™ = (v, w") i slijedi tvrdnja.

Q.E.D.
Napomena 4. Iz Primjera 1 mozemo zakljuciti da je Q(\,v) = aX - v, a € R, jedina
neafina funkcija (do na afinu funkciju) koja je nizovno slabo-* neprekinuta na nizovima

koji zadovoljavaju uvjete gornjeg korolara. .
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IV. Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme



Kompaktnost kompenzacijom
1. Definicija i osnovna svojstva diferencijalnih formi na R?

Neka je p € R%. S Rg ozna¢imo tangencijalni prostor na R? u tocki p, a sa
(RZ)’ njegov dualni prostor. S A¥(RZ)" oznacimo prostor svih k-linearnih alternirajucih
preslikavanja (linearnih po svakom argumentu, a zamjenom dva argumenta ¢ mijenja
predznak)

¢:RIx ... xR R

(.

k pﬁta

Neka je x; : Rg — R i-ta koordinatna projekcija. Tada je skup {(dz;)p : 7 € 1..d}
dualna baza kanonske baze za Rg. S (e;)%_; oznacavamo kanonsku bazu prostora R
Radi jednostavnosti zapisa, izostavljamo indeks p kad je iz konteksta jasno o kojoj tocki
p prostora R? se radi. Vrijedi slijede¢i rezultat:

Lema 1. Skup B = {(dzj))p N ... A (dx;)p : 1 <ip <o < ... < i < d} je baza za
AFREY.
Dem. Primijetimo da za 11 <19 < ... <1 1J1 < Jo <...< jp vrijedi:

1, akoii =j1,...,1k = Ji

(dl’l‘l VANIRAN dIik)(ejl AN ejk) = { 0, inace.

Pokazimo da su elementi skupa B linearno neovisni. Neka je

Z ail_,,ikdxil VANPIRIAN dl’ik =0.

11 <...<ig

Primijenivsi tu formu na
(ejl/\.../\ejk), i<...<Jg

dobivamo:

0= Z iy ..y, (d:)ﬁzl VAR dxik)(ejl VAP ejk) = Qjy..jp-
11<...<0p

Neka je f € Ak(Rg)’ . Tvrdimo da ga mozemo prikazati u slijedecem zapisu:

[ = Z Qiy.ipdxiy Ao N dag,
11<...<t)
Da bismo to pokazali, definirajmo g = >, _ _; f(ei,... €, )dz; A... Adx;, . Primije-
timo da je g € Ak’(Rg)’, te da vrijedi
g(ei17"'7eik>:f(ei17"'7eik>7

za svaku k-torku i; < ... <. Odatle slijedi f = g, a stavljanjem a;,. i, = f(ei, ..., €i,)
dobivamo trazeni zapis za f

Q.E.D.
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Vanjska k-forma na R je preslikavanje w koje svakom p € R¢ pridruzuje w(p) €
AR (Rg)/ . Prema prethodnoj lemi, w mozemo zapisati kao

w(p) = Z aiy.ip(P)(dziy Ao AN dx))p,

11 <...<ip

gdje su a;, .., realne funkcije na RY. Kada su a;,..q, diferencijabilne, w zovemo diferen-
cijalnom k-formom. Radi jednostavnosti zapisa, s I ¢emo oznacavati k-torku (i1, ..., i),
1 <41 < ... <1, <dikoristiti slijede¢u oznaku

w= g ardry.
I

Takoder ¢emo dogovorno uzeti da je diferencijalna O-forma diferencijabilna funkcija f :
R?— R.
Neka je w k-forma, a 1 s-forma:

w= Za;dx],
I

=Y bydy.
J

Njihov vanjski produkt je (k + s)-forma definirana formulom

w/\¢:Za[dex1/\de.
1,J

Vrijedi slijedece:
Lema 2. Neka je w k-forma, v s-forma i 6 r-forma. Tada vrijedi:
a) (wWAY)ANO=wA (Y AD),

b) wAY = (=1)"y Aw,
c) wA[W+0)=wAp+wAb, ako jer = s.

2. Povlak diferencijalnih formi

Korisno je znati kako se diferencijalne forme ponasaju u medudjelovanju s diferen-
cijabilnim preslikavanjima.

Neka je f : R4 — R™ diferencijabilno preslikavanje. Tada funkciji f moZemo
pridruziti f*, preslikavanje koje k-formu na R™ preslikava u k-formu na R?: neka je w
k-forma na R™, tada je f*w k-forma na R? dana s

(frw)P)(vi, - vi) = w(f(P)(dfp(va), - -, dfp (Vi)

gdjejep € R4 vyi,...,v; € Rg, a dfyp : Rg — R}”(p) diferencijal preslikavanja f u tocki
p. Dogovorno uzimamo da je povlak 0-forme g kompozicija s f: f*(g) = go f. Neka
svojstva povlaka dana su u slijedecoj lemi.
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Kompaktnost kompenzacijom

Lema 3. Neka je f : R — R™ diferencijabilno preslikavanje, w i ¢ k-forme na R™ i
g :R™ — R 0-forma na R™. Tada vrijedi:

a) F(wtg) = fw+ fo,

b) f*(gw) = f*(9)f" (),

c) Akosuy,...,pr 1-forme na R™, onda je f*(po1A...ANpg) = f*(@1) A A f* (o).
Dem. Nekajep € R%ivy,... v, € Rg. Tada

a)
frw+e)(P)(vi, ... i) = (W + @) (f(P)(dfp(vi), ..., dfp(vi))
= (ffw)P)(vi,.. Vi) + (f*o)(P)(v1, .- - Vi)
by = (ffw+ o) P)vi, .- Vi)

[ gw)P)(v1,- - vi) = (gw)(f(P))(dfp(vi), -, dfp(vi))
=(go f)p)- ffwP)(vi,--. Vi)

= fT9(p) - ffwP)(vi, - vi).
¢) Radi jednostavnosti izostavimo p iz raspisa:

f*(g01 FANPIRAN gok)(vl, .. 7VI€> = (gpl FANPIRA @k)(dfp(vl), . ,dfp(vk))
= det (@i(df (vj))) = det (f"i(v))

= ("1 A A o) (v, ).
Q.E.D.

Djelovanja povlaka f* na formama mozemo shvatiti i kao zamjenu varijabli: neka
su (z1,...,1q) koordinate u R4, a (y1,...,ym) u R™. Zapisimo f: RY — R™ u obliku
Yyl = fl(xl, e ,xd), s Ym = fm(xl,...,xd).

Neka je w = >, ardys k-forma na R™. Koristeéi svojstva povlaka, imamo:

Frw=>" Fan(fdyi) Ao A (Fdyu,).
1

Bududi da vrijedi
S (dys)(v) = dyi(df (v)) = d(yi o f)(v) = dfi(v),
to imamo f*w =) ;ar(fi(x1,...,xn),. .., fm (@1, .. z0))dfiy Ao AN dfi,.
Vrijedi slijededi teorem.

Teorem 1. Neka je f : R — R™ diferencijabilno preslikavanje. Tada vrijedi:
a) ff(wAp)=(f*w)A(f"p), gdje suw i ¢ proizvoljne forme na R™.
b) (fog)w=g*(f*w), gdje je g : R? — R? diferencijabilno preslikavanje.
Dem.
a) Koristeéi oznake (y1,...,ym) = (fi(z1,...,24), ..., fm(x1,...,24)), w = > ;ardyr
ip=> ;bsdy;y imamo

Frwng) = arby dyr Adyy)
J

= Zal<f1> o J)bg (f1y oy fm) dfr NSy
1,0

= Zal(f17-~7fm)dff A ZbJ(fly-‘-afm)de
1 J

= ffwA fre.
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Z s (foghm) d(fog)r

Z f1 gi, ... ,gd), c. ,fm(gl, c. ,gd)) df](dgl, e ,dgd)
I

=g"(f*(w))
Q.E.D.

3. Vanjska derivacija

Akojeg: R% — R diferencijabilno preslikavanje (0O-forma na R?), onda je njezin

diferencijal dg = Zf 1 ax 24 dx; 1-forma. Analogno definiramo vanjsku derivaciju k-forme

w = ardrr na R kao (k + 1)-formu
dw = Zda[/\dxj.
I

Vanjska derivacija ima slijedeca svojstva:

Teorem 2.
a) d(wy +w2) = dwy + dws, gdje su wy i ws k-forme,
b) d(w A ) =dw A+ (=1)¥w A ¢, gdje je w k-forma, a ¢ s-forma,
¢) d(dw) = d?w = 0,
d) d(f*w) = f*(dw), gdje je w k-forma na R™, a f : R® — R™ diferencijabilno
preslikavanje.
Dem.
a) Tvrdnja je ocigledna.
b) Neka je w =) ;ardxriyp =73 ;bsdr;. Tada vrijedi:

dw A p) = Zd(albj) Ndxyp N\dxy

1.J

:ij da[/\dx[/\dxj+2a[ dbj/\d[)?[/\dl’]
1,J 1,J

=dw A+ (1" ay dug Adbj Nday

1,J
= dw A o+ (=1)*w A dop.

c¢) Najprije pretpostavimo da je w O-forma. Tada imamo:

of 4 af d
d(df) = d(i} e, dz;) = Z;d(a_xj) A daj = Z(Z axlﬁx] di A day ).
p p

j=

2
Bududi da je azafx] 83? 8]; idr; Ndxj = —dx; \dx;, za i # j, to imamo:

d(df) :Z( cr 0t )dxmdxj —0.
1<J

8@- ij &cj 8%2'
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Kompaktnost kompenzacijom

Sada mozemo uzeti w = > ay dry, a po dijelu (a) dovoljno je promatrati samo
w = ay dzy, gdje je ar # 0. Iz tvrdnje (b) tada imamo dw = day A dxy + ay d(dzy),
no d(dzxy) = d(1) A dxy = 0, odakle je

d(dw) = d(day A dxy) = d(da;) N dxg + dap A d(dzp) = 0.

d) Najprije tvrdnju pokazimo za 0-formu g : R™ — R:

dg 0 i d(go %
1*dg) = (3 Zai ey =3 28 s, —digo 1) = aisa)
7 J

Neka je sada w = > ;ardxr k-forma. Koristeéi gornje i ¢injenicu da f* komutira s
vanjskom derivacijom, imamo slijedece:

d(f*) —d(Zf ar) f*(der)
—Zd< a] /\f dl’[) Zf da[ /\f (d:C[)
- f*(ZdaI/\dx]> = f*(dw).
1

Q.E.D.

4. Diferencijalni operatori na diferencijalnim formama

U ovom poglavlju ¢emo presutno koristiti kanonski izomorfizam izmedu Rg i nje-
govog duala (Rg)l, uspostavljen pomocu standardnog skalarnog produkta (-|-): za v =
> aje; € Rg ivg => bie € Rg, je (vi|va) = > a;b;. Kanonski izomorfizam ¢ée vektoru
vV E Rg pridruziti w € (Rg)’ definiran s w(u) = (v|u) za u € Rg. Time smo uspostavili
bijektivnu korespondenciju izmedu vektorskih polja u R? i vanjskih 1-formi na R¢.

Neka je v d-forma na R? definirana s v(ey, ...,eq) = 1. Tadazav; = > a;je; vrijedi
v(vi,...,vg) = det (a;;) = vol(vi, ..., vq)

v=dry N... \Ndxy.

Formu v zovemo volumni element RY.
Neka je w = dxj, A ... A dv;, k-forma na RY. Definiramo (d — k)-formu #w na R?
na slijedeci nacin

w(drgy A ... Ndxg,) = (=1)7(dej, A ..o Ndxy,_, ),

gdje je i1 < ... < ik, J1 < oo < Ja—k, (U1, 0k, J1, -+, Jd—k) je permutacija skupa
(1,...,d),a o je 0ili 1 ovisno da li je permutacija parna ili neparna. Linearno prosirimo
definiciju na sve k-forme na RY.
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Za danu diferencijabilnu funkciju f : R% — R, definiramo vektorsko polje Vf na
Rd
(Vf(p)lu) = dfp(u)
zasvep € Réisveu € Rg. Polje V f je kanonskim izomorfizmom pridruzeno 1-formi df
i zovemo ga gradijent f. Vrijedi

Vf = Z aa;;ez

Diferencijabilno vektorsko polje v u R? mozemo promatrati kao diferencijabilno
preslikavanje v : R — R%. Imajuéi to na umu, definiramo funkciju divv : R? — R, koju
zovemo divergencija od v, na slijede¢i nacin:

(divv)(p) = tr(dv)p, p € R,

gdje je (dv)p : Rg — R? diferencijal v u p. Ako je v =3 a;e;, onda vrijedi:

divv = Z gzl

Za dano difrencijabilno preslikavanje f : R* — R, definiramo laplacean f, Af :
R? - Rs
Af =div (V).

Pokaze se da vrijedi:
Af = Z 82_f
B ox?’
A(fg) = fAg+gAf +2(Vf|Vg),

gdje je g : RY — R diferencijabilno preslikavanje.

Neka je v diferencijabilno vektorsko polje na R?. Rotacija rotv je (d — 2)-forma
definirana s
Vi w — dw — *x(dw) = rotv,

gdje je v — w bijektivna korespondencija izmedu 1-formi i vektorskih polja na R%. Vrijedi
rot(Vf) = 0. Za d = 3, 1-forma rotv korespondira vektorskom polju rotv, te vrijedi
div (rotv) =0 i

(z) (G Doy, (O Dy, (O Dy
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Kompaktnost kompenzacijom

5. Osnovni teorem i neke primjene

Teorem 3. Neka su of,...,q)" diferencijalne forme na €2 C R? stupnjeva, redom,
s1,...,5 tako da je s1 4+ ...+ s; < d. Pretpostavimo da vrijedi
aif — a; u LP(Q),

.. 1 1 1
ngeJelj—l—l—...qLZTl—ll

daj' je sadrzano u kompaktnom skupu u lei’p"(Q),i =1,...,1.

Tada imamo
al AN AhNa A A

u smislu distribucija.
Dokaz ¢emo dati kasnije. Pogledajmo nekoliko primjena gornjeg teorema:

Lema 4. Nekasuu™ = (u},...,u%)iv® = (v},...,0"%) nizovi funkcija na Q C R? takvi
da
u” — a u L3(Q)

v = v u LA(Q)

divu”, rotv" su sadrzani u kompaktnom skupu u Hy_} ().

Tada
u” vt —u-v

u smislu distribucija.

Dem. Definirajmo slijedeé¢u (d — 1)-formu i 1-formu
ol (x) = uf(x) dep) + ...+ ug(x) dzig),

ay(x) =01 (x) dey + ... + v (x) dzg,

gdje je ,
da:[l] = *(da:l) = (—1)Zildx1 Ao Ndri—g Ndxip N .o ANdxg.
Primijetimo
n
do/fzz azlidml/\.../\dxd:divu" dri A ... Ndzg,
(2
te

ou™ o
dogy = <—Z— J)d:c-/\dx-.
2 Z (%Ej (9%@' ‘ J
i#]
Iz uvjeta leme slijedi da su daj i day sadrzani u kompaktnom skupu u H i(Q) Ako
definiramo a1 = ), 4y dx[l-] i ap = ), v dx;, onda uvjete leme mozemo zapisati kao
i’ = a;u 1.2, za i = 1,2. Takoder,
a' Nay = (U V") deyp AL A dag,
a1 \Nag = (l_,l-\_/) dri A ... Ndxyg.

Iz osnovnog teorema sada slijedi tvrdnja leme.

Q.E.D.
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Lema 5. Neka funkcije E*, D" B™ H" : R® — R? zadovoljavaju
n

B
aa—t+rotE":O, divB" =0,

n

ot
za proizvoljne nizove podataka p" i J" iz kompaktngg §k1£palu ng(lj Tada su B-H—D-E, B-E
i H - D slabo neprekidni: ako (E",D",B",H") — (E,D,B,H) u L?, onda
B".H"-D".E" ~B.- D - E
B".E" ~B.
H*.D" —~ H.

—rotH" = —J" divD" = p",

—-D-E

Y

mi T

9

(W]l

u smislu distribucija.

Dem. Uz oznaku xg = t, prostor-vrijeme pomatramo kao cetverodimenzionalni euklidski
prostor. Definiramo slijedece 2-forme:

F" = E{dxy Ndxo+ Ey dea Ndzg+ E5 dee Adxog+ B dea Adxs+ By deg Adxy + By dxy Adxs
M" = —H{'dx1 Ndxo—Hy dxo Adro— Hg deaoAdxo+ DY deaoNdxs+ Dy drsAdxy+ D3 dry Adzo
te 1-formu J" = p"x¢ + J{'dx1 + Jydwo + J§drs. Analogno definiramo 2-forme FiM.
Primijetimo da je

«J" = p"dxy A\ dxg N drg — Ji'dxg A dra A dxs — Jydxg A des Adry — J3dxg A dxy A dxg

u kompaktnom skupu Hgi, po pretpostavei leme. Takoder vrijedi F* — F 1 M®* — M
u L2, Deriviranjem formi F” i M™ dobivamo dF" = 0, dM™ = %J", koji su sadrzani u
kompaktnom podskupu ng({ Jednostavnim racunom se pokaze da vrijedi:

—F"AF" =B" - E",
M™ A M™ = H" - D",
F" AM" = B" . H" — E" . D".

Primjenom osnovnog teorema slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

6. Div-rot lema u R?

Lema 6. Neka je Q C R? otvoren skup, te neka niz funkcija (u™,v?) : @ — R3 x R3
zadovoljava
u" — o u L3(Q),

vt = v ou LA(Q),

divu” je sadrzan u kompaktnom podskupu u H; }(9),

loc

. . ~1
rotv" je sadrzan u kompaktnom podskupu u H,_.(€2).

Tada vrijedi:

u smislu distribucija.
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Kompaktnost kompenzacijom

Dem. Da bismo pokazali da za svaki ¢ € C2°(Q) vrijedi

/ u" - vhodr — /G -vedx,
Q

mozemo pretpostaviti da u™ i v" imaju kompaktan nosac, jer u gornjim integralima
mozemo u” i v zamijeniti s ¢u”™ i ov" gdje je ¢ € C°(Q) rezuca funkcija jednaka 1
na nosacu funkcije ¢. Tada iz pretpostavki imamo slijedece

ou™ — g u L*(R?),
V" — ¢v u L2(R3).
Tvrdimo da vrijedi:
div (¢u") = ¢ divu" 4+ Vo - u" — div (éu) u H1(R3),
rot (pv") = ¢ rotv™ + V¢ x v — rot (¢v) u H1(R3).
Iz pretpostavki znamo da su divu"™ i rotv" sadrzani u kompaktu u H; i(Q), odakle slijedi

-1

da postoje podnizovi takvi da div u™ i rot v konvergiraju jako u H__

-1
loc?

(Q). Bez smanjenja
op¢enitosti mozemo uzeti da je podniz cijeli niz. Iz definicije H

divu",rotv’ e Hr ! = (Vo € C) o divu™, ¢ rotv" € HL,

loc

uz ¢ = ¢, imamo da su ¢ divu™ i ¢ rotv” konvergentni u H~!. Sad iz ¢injenice da je
L2(Q) kompaktno ulozeno u H1(€), te slabe-L? konvergencije nizova u”, v* dobivamo
u" — U, v — v jako u H~!(Q). Odatle imamo slijedeée jake-H™! konvergencije:

V¢-u" — Vo -,
Vo x v — Vo x v,
o divu™ — ¢ diva,
é rotv™ — ¢ rotV,

odakle slijedi nasa tvrdnja.
U slijedecem koraku rastavimo u™ i v" na slabo i jako konvergentni dio u L2. Tyvrdimo
da postoje ", ¥, 0™, 1:Q—=Ri~v" v, x" x:Q — R3 takvi da vrijedi:

u" = V" +roty", U= Vi +rot,

v =Vn" +rotx", v=Vin+roty,
V" — Vi, rotx™ — rotx u L2,
Vn" — Vi, roty™ — roty u L2,
A=, 7" —=qful?
Da bismo to pokazali, proirimo u™ nulom na cijeli R3. Tada je u” € LZ(RB’) =

HO(R3). Definirajmo w" kao rjefenje —Aw”™ = u”. Buduéi da je A1 : H . — HfOtQ
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

neprekidan za r = —1,0,1,.. ., slijedi da je w™ € H2. Sada definiramo ¢ = —divw™ i
A" = rotw™. O¢ito je ™, 4" € H, a Vi)™, roty" € L2(R3; R3), te vrijedi:

V" + roty" = —Vdivw" + rotrotw” = —(Vdivw" — rotrotw") = —Aw" = u".

Pokazimo sad da operatori div i rot komutiraju s A~ na L2. Dovoljno je to pokazati na
Schwartzovom prostoru S koji je gust u L:

A~ Mive = A~ MdivAATIf
— A7} (Vdiv — rotrot)A™If
= A~ ldivVdivATlf
= A TAdivATH
= div A7,

Arotf = A trot AN
= A~ rot (Vdiv — rotrot ) AT
= A" Y (—rotrotrot )AL
— A7} (Vdiv — rotrot Jrot A7Lf
= A Arot AT
— rot A7,
gdje smo koristili identitet A = Vdiv — rotrot. Sada imamo
Y7 = —divw” = divA~I" = A~ diva™.
—1

loc?
imamo konvergentan podniz u H;J i Mi ¢emo zlorabiti oznake i uzeti da je cijeli niz

Kao sto smo ve¢ komentirali, buduéi da je divu” sadrzano u kompaktnom skupu u H
konvergentan. Prisjecajuci se definicje lel prostora i uzimajuéi ¢ = 1 na nosacu u”, te
koriste¢i neprekidnost operatora A~!: H_(i — H'iV:H'" = L2, imamo:
Vi = V(A divu"™) = V(A divi) = Vo u L2,
Raspisujuci
roty" = rotrotw” = Vdivw”" — Aw" = Vdivw" +u" = —Vy" +u",

te koristedi slabu L2 konvergenciju niza (u”) i jaku L? konvergenciju niza (V1"), dobivamo
roty™ — rot4 u L.

Ostaje jo$ za pokazati da 4" — 4 u L2. Iz slabe L? konvergencije niza (u") imamo
njegovu omedenost u L2, a iz neprekidnosti operatora A™1 : L2 — H?, imamo omedenost
niza (A~1u") u H2:

(AM > 0)(YneN)  ||A e < M

s |AT Y2 4 |[VAT |2 + |[VVAT W12 < M,

koriste¢i gornje i ¢injenicu [[rot g|lj2 < ||g||;2 dobivamo da je (™) omeden u H'. Zbog
toga postoji slabo H' konvergentan podniz, koji je zbog kompaktnosti ulaganja H' u L2
jako L? konvergentan, §to smo i trebali pokazati.

Na analogan nacin dobivamo trazeni rastav za v".
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Kompaktnost kompenzacijom

Vratimo se na pocetak: zelimo pokazati

(Ve € C2°(Q)) / u" - v'odr — /u -vpdr.
Q

Raspisimo lijevu stranu:

/ u" - vhodr = /(Vw” + roty") - (Vn" 4 rot x")dz
Q Q

= / VY-V 4+ VY - rot x" o + roty" - V't + rot 4" - rot x" .
Q

Sad imamo: B

o Jo VU Vip dr = (VYo | Vi")E = (Ve | Vi,

° fQ V™ - rot x"p dx = (V™o | rot X")% — (Vb | rot )Z)I%,

o [oroty™ - rot X" dx = (rotx"¢ | roty™)? — (rot Xy | rot )%,
jer vrijedi:

Tpn — T, fn%fUL2 = <fnaxn>%<fax>
Ostaje za pokazati [, V" - roty"¢ dz — [, V7] - rot ¥ dx. Kad parcijalno integri-

ramo lijevu stranu dobivamo:

/ V" - roty"p du = —/ n"div (p roty™) dx
Q Q
= —/ n"V - roty" do — / n"¢ divroty" dw
Q 9)

= —/ "V -roty" dx
Q

= ="V [roty")2 = —((Ve | roty)p,
sto je upravo desna strana nakon sto provedemo parcijalnu integraciju.
Q.E.D.

7. Dokaz osnovnog teorema

Primijetimo da je pogodan rastav slabo konvergentnih nizova bio klju¢an u prethod-
noj lemi. Slijedeca lema nam daje Hodgeov rastav slabo konvergentnih nizova koji ¢e nam
biti potreban u dokazu osnovnog teorema:s:

Lema 7. (Hodgeov rastav slabo konvergentnih nizova) Neka je p € (1,00), te
pretpostavimo da vrijedi slijedece:
a) a" : Q — AF(Q) imaju kompaktan nosac u €,
b) o™ — a u LP(Q), te
c) da™ je sadrzano u kompaktnom skupu u W i’p (Q).
Tada postoje funkcije x™, x, " i1 takve da
X" = x uLP(Q),
)
dyp™ — dip u LP(Q)
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Dem. Prvo pokazimo da d i A~! komutiraju. Djelujué¢i s A~'d na jednakost a” =
AN = dSAT o™ + 6dA~1a™ i koristedi ddf = 0 za proizvoljnu formu 3, imamo:

A7 o™ = AT s AT e + ATNSdAT "
= AN dedAn"ta"
= A"NedAT " + ATeddA T
= ATYdS + sd)ydA o
= A" AdA "
= dA"tam,

Dakle, sad imamo
a = AN = dSAT1a" + sdAT " = dSAT ™ + A o™,

Sada definiramo x" = dA~tda”. Iz svojstava operatora A~ imamo slijedeéi niz imp-
likacija

do" € W, 'P(Q) = A lda" e WP(Q) = " eL’().

loc loc

Definiramo 9" = §A~ta™. Koristed ¢injenicu da je supp o” kompaktan skup, imamo:

a" € IP(Q) = AT e WEP(Q) = " e WIP(Q) = ¢t dy" e LP(Q).

loc loc

" sadrzani u

Sada imamo o™ = x" 4+ dx" € LP(Q) i zelimo pokazati da su x" i ¥
kompaktnom skupu u LP(£2).

Koristeéi neprekidnost operatora A~! : W=LP(Q) — WLP(Q) i 6 : WIP(Q) —
LP(€), imamo redom da je A"l da™ sadrzano u kompaktnom skupu u WP (Q), kao i da
je X" = 6 A71da" u kompaktnom skupu u LP(€2).

Iz slabe LP(Q) konvergencije niza (o) imamo njegovu omedenost u LP(2), a iz
neprekidnosti operatora A~ : W9P(Q) — W?2P(Q) imamo omedenost niza (A~la™) u
W2P(Q), odakle iz neprekidnosti operatora § : W2P(Q2) — WHP(Q) imamo omedenost
niza " = §A"1a"™ u WHP(Q). Iz kompaktnosti ulaganja WP(Q) < LP(Q) slijedi da je
(™) kompaktno sadrzano u LP(£2).

Sada ¢emo pokazati odgovarajucée rezultate o konvergenciji nizova (x") i (¢"). Zbog
kompaktnosti mozemo naéi podnizove Y™™ — ¥ i "™ — 1) u LP(Q). 1z jake konvergen-
cije, imamo i slabu LP(w) konvergenciju niza (¢"™), a odatle u konvergenciju u smislu
distribucija prema istom limesu. Iz slabe LP(2) konvergencije niza (a”) i neprekidnosti
operatora A~ imamo slabu W2P(Q) konvergenciju A~la” — A~la, a to nam daje
konvergenciju u smislu distribucija. Sad zbog neprekidnosti § na distribucijama, imamo
Y" = A"l — §A"'a = 9 u smislu distribucija. Zbog jedinstvenosti limesa u smislu
distribucija, imamo ¢ = .

Analogno dobivamo ¥ = A~ da. Sada iz dy" = " — " slijedi slaba konvergencija
dy™ — dip = & — y u LP(Q).

Q.E.D.

U slijedec¢oj lemi pokazujemo da vanjski produkt slabo konvergentnih nizova i sam
slabo konvergira.
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Kompaktnost kompenzacijom
Lema 8. Za x!:Q — A%(Q),i=1,...,k, pretpostavimo
Xi = Xi uLP(Q)
dx} — dx; u LP(Q)
gdjel1 <1/qx =1/p1+ ...+ 1/pg. Tada
dxT A ... ANdxg — dxi A ...dxy usmislu distribucija,
a ako je jos i qi > 1, tada vrijedi

dXT N oNdXE = dxa AL dxg u LIF(Q).

Dem. Dokaz provodimo indukcijom po k. Slucaj k = 1 je ocit.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k. Definirajmo 1/qx11 = 1/qr + 1/pgs1
gdje je pg+1 > 0. Uzmimo ¢ € C°, ¢ : Q@ — A"75177%_ Parcijalnom integracijom i
koristec¢i da je ¢ nula na Fr {2, imamo:

/QdX?/\-"/\dXZH/\SO:/Qd(dXTf/\-~/\dXZ/\90)/\XZ+1

:/de?/\.../\dXZ/\dgﬁ/\XZ.;_l

Po pretpostavci indukcije dxT A ... Adxy — dx1 A ... Adx u L%, gdje je g > 1, a
Xjt1 = Xk+1 u LPF+1 pa imamo

dAXT N NdXGE Ndp, X )ik = (AXT A AN dXE AN de, X )Lek-

LP;C < Lp k

Raspis kao gore daje:

/de?/\...AdX’,gH/up — /QdX1/\.../\ka+1<p,

odakle imamo konvergenciju u smislu distribucija.
Promotrimo slucaj kad je gx1 > 1. Tvrdimo da je (dx} A ... A dxj, ;) omeden u

L9+1_ Imamo:

1 1 1

)
dk+1 4k Pk+1 dk Dr+1
te formalnim racunom koriste¢i Holderovu nejednakost imamo

Xt Ao Adxg AN dxggllpome < ldp Ao A dxg e |l dxg e s -

Desna strana je omedena zbog svojstava slabe konvergencije, pa je i lijeva strana omedena.
Odatle mozemo nadéi podniz takav da

dxi™ A ANdxgt — X u Lo

odakle imamo konvergenciju u smisli distribucije prema Y. No, iz jedinstvenosti distribu-
cijskog limesa imamo da:

dxi™ A N dXT AN A dY G u LI

Q.E.D.
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Poopcéenje div-rot leme na diferencijalne forme

Sad mozemo prije¢i na dokaz osnovnog teorema:
Zelimo pokazati

(Vo € C(2)) /a?/\.../\a?/\gp—>/071/\.../\071/\g0.
Q Q

Kao i u dokazu div-rot leme u R3, dovoljno je pokazati tvrdnju za forme a;' s kompaktnim
nosacem u {). Tada nam Hodgeov rastav daje slijedece:

af =xP +dyf = Xi+vi=a; u L,
W = u LP
Xi— xr u LPi
d@bzl—\di/_h u LPi.

Kad to uvrstimo u zeljeni izraz, dobijemo integrande oblika:
a) XT A AXT Ao,
b) dyT AL N Ay,
) Xiy A AXG AAYT AL AAYT A .
Produkt u (a) ocito konvergira jako u L' prema ¥1 A ... A X; A ¢, pa onda posebno

XTAAX = XIACAX
u smislu distribucija. Prethodna lema nam daje
AP AN = dipp AL A dYy
u smislu distribucija, te
d? A AT = iy AL A diy,  w LY

gdje je 1/q =1/pjy + ...+ 1/pj., 1/ =1/piy+...+1/pi, i 1/¢+1/q¢ =1. Sada za
svaki ¢ € C2°(£2) imamo

/X;-”‘l/\.../\X&/\dwg/\.../\dw;?m/\go—>/5@1/\.../\;‘@k/\dqﬁjl/\.../\dzﬁjm/\go,
Q Q

jer je to produkt jako konvergentnog niza u L7 i slabo konvergentnog niza u L.
Ovime smo dokazali tvrdnju teorema.
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Sazetak

U ovom radu opisani su razliciti rezultati teorije kompaktnosti kompenzacije. Poseb-
nu paznju smo posvetili div-rot lemi kao jednom od najc¢esée koristenih rezultata te teorije.

Rad se sastoji od cetiri poglavlja. U prvom poglavlju je dan kratki pregled funkcij-
skih prostora i rezultata koje ¢emo koristiti u kasnijim poglavljima.

U drugom poglavlju dajemo opis Maxwellovih jednadzbi u sredstvu, te dokaz div-rot
leme koja se prirodno javlja pri promatranju energije elektromagnetskog polja.

U tre¢em poglavlju dani su glavni rezultati teorije kompaktnosti kompenzacijom
u L?: krenuli smo s nuznim uvjetima na funkciju da bi bila slabo-* poluneprekidna na
nizovima funkcija koji zadovoljavaju dodatne pretpostavke na derivacije, da bismo na
kraju dokazali Tartarov Kvadratni teorem koji daje dovoljne uvjete za slucaj kvadratnih
funkcionala i div-rot lemu kao njegovu posljedicu.

U cetvrtom poglavlju smo poopéili div-rot lemu na diferencijalne forme. Na pocetku
smo dali kratki uvod o diferencijalnim formama te smo definirali diferencijalne operatore
na njima. Zatim smo dali nekoliko primjena osnovnog teorema cetvrtog poglavlja ¢iji smo
dokaz dali na kraju koriste¢i Hodgeov rastav slabo konvergentnih nizova. Za ilustraciju
ideje Hodgeovog rastava dokazali smo div-rot lemu.
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Summary

In this thesis we describe various results of compactness by compensation theory
with emphasis on the div-rot lemma.

The thesis consists of four chapters. A short overview of functions spaces that are
to be used in later chapters is given in the first one.

In the second chapter we start with a short description of system of the Maxwell’s
equations in a medium. We prove the div-rot lemma which arises naturally in the study
of energy of electromagnetic field.

The main results of the compactness by compensation theory are given in the third
chapter: we started with necessary conditions on a function to be weakly-* semicontinuous
on sequences of functions that satisfy some additional assumptions on their derivates. At
the end of the chapter, a proof of Tartar’s Quadratic theorem is given and div-rot lemma
is derived from it.

At the beginning of the last chapter a short overview of differential forms is given
and the defintions of some differential operators are extended to differential forms. The
proof of the central theorem of this chapter using Hodge’s decomposition of weakly con-
vergent sequences has been given at the end. We have illustrated the idea of Hodge’s
decomposition in the proof of div-rot lemma.
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