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Predgovor

Martenziticni fazni prijelaz je oucen u mnogim kovinama, slitinama, keramici, ¢ak i
u nekim bioloskim sustavima. To je prijelaz iz ¢vrstog u ¢vrsto stanje kod kojeg se resetka
molekularne strukture naglo mijenja na nekoj temperaturi. Ta promjena je bezdifuzijska
i temelji se na preuredenju atoma unutar reSetke materijala. Ovakva promjena strukture
ima mnoge tehnoloske implikacije. Najstarija, i do sada najpoznatija, je uloga koju ovakav
prijelaz ima u ¢vrstoci ¢elika. Takoder, u novije vrijeme dosta se paznje posvecuje materi-
jalima koji imaju moguénost paméenja svog oblika (shape memory effect), koji je takoder
posljedica martenziticnog faznog prijelaza.

U prvom poglavlju je dan kratak pregled dijela teorije kristala, te uveden pojam Bra-
vaisove resetke. U drugom poglavlju dana je teorija Balla i Jamesa o linearnom prijelazu
jednog tipa resetke u drugi tip, te opisano kako prijeci sa skala kristalne re’setke na skalu
gdje vrijede jednadzbe mehanike kontinuuma (model nelinearnog elasticnog tijela). U zad-
njem poglavlju su dani neki nuzni uvjeti na strukturu martenzita, te je na nekoliko primjera
pokazano da materijal stvara mikrostrukturu kao posljedica tezenje da minimizira svoju
slobodnu energiju i zadovolji rubne uvjete u isto vrijeme. Opcenito, problem minimizacije
funkcionala energije vodi na teoriju Youngovih mjera, ¢ime ¢u se, nadam se, baviti u svom
budu¢em radu.

Ovom prilikom zelim zahvaliti svome mentoru doc. dr. sc. Nenadu Antoni¢u na nese-
bicnoj pomoci, te moralnoj podrsci koju sam imao tijekom izrade ovog Rada, kao i tijekom
cijelog svog studija. Bez njegovih savjeta, te poticaja na rad, ponajprije svojim primjerom,
ovaj Rad nikada ne bi nastao. Gostoprimstvo koje mi je ponudio prigodom mog boravka
u Leipzigu bilo je vise nego velikodusno.

Takoder zahvaljujem se asistentu mr. Marku Vrdoljaku na ugodnoj atmosferi tijekom
izrade rada, te na nizu korisnih sugestija koje sam primio od njega. Graficko uredenje rada
je u potpunosti njegova zasluga.

Zahvaljujem se i ostalim kolegama sa Zavoda za primjenjenu matematiku, narocito
asistentima mr. Nevenu Balenovi¢u, mr. Andriji Raguzu, i dipl. inz. Martinu Lazaru na
korisnim sugestijama kojima su mi pomogli prilikom izrade Rada.

Posebna zahvalnost Kaushiku Bhattacharyai, sa Kalifornijskog Institiuta za Tehnolo-
giju iz Pasadene koji je, poslavsi mi svoj neobjavljeni clanak, znatno pridonio izradi Rada.

Na kraju zelim zahvaliti svojim roditeljima i sestrama na razumijevanju, te nesebic¢noj
i bezuvjetnoj podrsci koju sam imao tijekom svog studija. Ovaj rad je velikom dijelom i
njihova zasluga.
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I. Kristalne strukture



Varijacijska teorija faznih prijelaza

1. Kristalna resetka

Jedini¢ne ¢elije i Bravaisova resetka

Mnogi kondenzirani sustavi, primjerice svi elementi osim helija, formiraju kristalno
¢vrsto stanje na atmosferskom tlaku pri dovoljno niskoj temperaturi. SavrSeni kristal je
sastavljen od prostorno razmjestenog niza periodicki ponovljenih identi¢nih kopija jedne
strukturalne jedinice koja sadrzi odredenu distribuciju mase i naboja. Primjer dvodimen-
zionalnog kristala je prikazan na Slici 1. U najjednostavnijem slucaju se standardna jedini-
ca sastoji od jednog atoma; opéenito moze sadrzavati vise razlic¢itih atoma. Ta ponavljana
strukturalna jedinica se naziva jedinicna celija. Jediniéna ¢elija najmanjeg moguceg vo-
lumena zove se primitivna (jednostavna) jedinicna celija. Ako jedini¢na celija sadrzi vise
atoma, razmjestaj atoma u odnosu na srediste c¢elije zovemo motivom.
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Slika 1. Primjer dvodimenzionalne Bravaisove resetke. Prikazani su ra-
zli¢iti skupovi primitivnih vektora translacije: {e1,e2}, {f1,f2}, {g1, 82}

Mnoga svojstva kristala su ¢esto posljedica uredenosti njegove strukture, odnosno
ovise o nacinu na koji su atomi ili molekule poslagane u kristalu. Zato je korisno promatrati
strukturu takvih materijala. Spomenute jedinicne ¢elije u savrsenom kristalu su slozene u
obliku strukture koju zovemo periodickom resetkom. U mnogim materijalima je ta resetka
prili¢cno jednostavna i moze se dovoljno precizno opisati pomocu sljede¢eg pojma:

Definicija 1. Skup tocaka £ u euklidskom prostoru R? je Bravaisova resetka ako postoji
d linearno neovisnih vektora gi,go, . ..,gqs u R? takvih da je

L=1L(g)={xeR?: x=1vig, 1V eZ}.

"

U definiciji je koristena Einsteinova konvencija o sumaciji po dvostrukim indeksima,

kao §to ¢e se koristiti i dalje u radu. Cesto éemo elemente iz £ nazivati vektorima u
smislu identifikacije preko radij-vektora (za ishodiste se obi¢no uzima proizvoljna tocka
resetke). Takoder, Cesto se umjesto naziva Bravaisova resetka koristi jednostavno resetka.
Vektore g1, g2, ..., 84 iz gornje definicije nazivamo primitivnim vektorima translacije (za
d-dimenzionalnu Bravaisovu resetku). Uoc¢imo da Bravaisova resetka moze imati razlicite
skupove primitivnih vektora translacije, kao sto se vidi na Slici 1. Medutim, medu tim
skupovima postoji odredena korenspodencija koju nam daje osnovni teorem kristalografije.



Kristalne strukture
Osnovni teorem kristalografije

Lema 1. Skup svih matrica s cjelobrojnim koeficijentima i determinantom +1 ¢ini grupu.

Dem. Potrebno je pokazati zatvorenost na mnozenje i uzimanje inverza. Zatvorenost na
mnozenje proizlazi trivijalno iz Binet-Cauchyjevog teorema, dok za inverz matrice p vrijedi

11
det p

u

I

gdje je o adjunkta matrice p. Iz definicije adjunkte, te Cinjenice da je det u = +1, slijedi
da i p~! ima cjelobrojne koeficijente, te da je det p=' = +1.
Q.E.D.

Oznacimo s G grupu iz Leme 1:
G:={peMMR,3) : ul €Z detp==+1}.

Teorem 1. (osnovni kristalografije) Neka su {g1,g2,g3} i {g1,82,83} dva skupa li-
nearno neovisnih vektora u R3. Tada je L(g;) = L(g;) ako i samo ako postoji 3 x 3 matrica

cijelih brojeva p = [i]] € G takva da je

g = 1g) .

Dem. Da bismo pokazali dovoljnost uzmimo da je L£(g;) = £(g;). Kako je g; € £(g;), to
je 8 € L(gi), pa postoje cijeli brojevi p] takvi da je

tj. ako je p = [u]], te ako za proizvoljne vektore aj,az, a3 € R3 s [a1,a2,a3] oznacimo
matricu Ciji su stupci ay, ag, az, onda vrijedi

[glaQQ,QS]T = “[gth,gS]T )

a Sto ima za posljedicu da je

I’l’_l = [gla g2, gS}T[gla g27 ES]_T

Analogno postoji matrica € s cjelobrojnim koeficijentima takva da je

g1, 82,83]" = €[g1,82.83]" ,

odnosno
e=lg1,82 881,828 T =p .
Dakle, i matrica u~! ima cjelobrojne koeficijente, pa je det p,det u=' € Z. Medutim,
det g - det =1 = 1, §to povlaci det p = +1. Dakle, p € G.
Dokazimo sada nuznost; uzmimo da je p € G, te [g1,82,83]" = plg1,g2,g3]". Ako je
x € L(g), tada (3o’ € Z) x = a'g;, pa je

1

v = a'(ulg) = (a'1))g;
Sto povlaci da je z € L(g;). Analogno, x € L(g;) povlaci x € L(g;), jer je u! € G i

81,82, 83" = nt[g1, 82, 83]7; dakle, L(g;) = L(g;).
Q.E.D.
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Uocimo da su gornji teorem i lema iskazani samo za trodimenzionalni slucaj. Analogne
tvrdnje vrijede i u drugim dimenzijama, Sto se moze lako provjeriti, ali je nama samo
trodimenzionalni sluc¢aj od praktickog znacaja.

Slika 2. Dvodimenzionalni kristal koji se sastoji od jednakih jedini¢nih
¢elija, periodicki ponavljanih u prostoru.

Koji je odnos izmedu savrsenog kristala i apstraktno definiranog pojma Bravaisove
reSetke? Ako je kristal dovoljno jednostavan, onda se ekvivalentne tocke njegovih jedini¢nih
¢elija mogu interpretirati kao Bravaisova reSetka. Primjerice, na Slici 2 paralelogrami su
jedini¢ne Celije, dok su objekti oznaceni s e u njihovom sredistu. Sva ta sredista mozemo
shvatiti kao Bravaisovu resetku generiranu s bilo kojim od dva oznacena skupa primitivnih
vektora translacije {aj,a2}. Zbog toga periodicku resetku kristala ¢esto identificirano s
odgovaraju¢om Bravaisovom resetkom. Takoder, prilikom proucavanja kristala koji imaju
slozeniju strukturu, cesto se ta struktura pokusava pojednostaviti dovoljno dobrim aproksi-
macijama. U takvom slucaju treba biti jako oprezan prilikom izbora resetke aproksimacije,
kao Sto ¢emo poslije vidjeti.

Wigner-Seitzova éelija

Skup svih translacija koje reSetku ostavljaju invarijantnom se naziva grupa translaci-
ja. Lako se moze pokazati da je to zaista grupa u odnosu na kompoziciju; Stovise, skup
pripadnih vektora translacije je upravo jednak skupu vektora oblika

T=R —Ry,

gdje su Ry, Ry € L. Takoder se lako pokaze da postoji najkrac¢i vektor u Bravaisovoj resetki,
te da je skup primitivnih vektora translacije uvijek moguce izabrati tako da najkraci vektor
bude u njemu.

Izbor primitivne jedini¢ne celije Bravaisove resetke nije jedinstven. Jedan izbor je
paralelepiped razapet s primitivnim vektorima translacije. U trodimenzionalnom slucaju
volumen primitivne jedini¢ne Celije tada bi bio aj - (ag X a3). Alternativna moguénost je
tzv. Wigner-Seitzova jedini¢na celija, koja se dobije konstrukcijom okomitih bisektora na
sve vektore resetke kojima je pocetak u danoj tocki resetke. Najmanji volumen zatvoren
ravninama konstriuiranim na ovakav nacin definira Wigner-Seitzovu ¢eliju (Slika 3).
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Slika 3. Konstrukcija Wigner-Seitzove primitivne jedini¢ne Celije za reset-
ku u dvije dimenzije. Tocke resetke su oznacene crnim tockama. Pune crte,
¢iji okomiti bisektori su isprekidane crte, spajaju tocku resetke oko koje
konstruiramo Wigner-Seitzovu ¢eliju s ostalim tockama resetke. Wigner-
Seitzova Celija je osjencana.

Potpuni opis savrSenog kristala zahtijeva specifikaciju periodicke resetke i distribucije
mase u jedinicnoj ¢eliji koja okruzuje pojedinu tocku resetke.

Promatrajmo sada savrSeni kristal koji se sastoji od jednog tipa atoma lociranih na
svakoj pojedinoj strani resetke. Ako reSetka ima bazu s atomima mase m,, lociranim u
tockama c, u jedini¢noj celiji, razdioba mase je dana s

ZmaéRl—i-Ca )
Lo

gdje je 0, jedini¢na Diracova masa u tocki a. Razdioba mase savrSenog kristala je invari-
jantna na grupu translacija reSetke. Makroskopski je moguce gledati srednju gustoéu mase
p, te za nju zahtijevati invarijantnost na translaciju

p(x) = px+T).
Fizicki kristal je materijal ¢ija je srednja gusto¢a mase periodicka funkcija na prostoru.

Reciproc¢na resetka

S proizvoljnom periodickom resetkom mozemo povezati skup paralelnih ravnina koje
sadrze sve tocke resetke (Slika 4). Svaki skup ovakvih ravnina je definiran sa svojim,
ne nuzno jedini¢nim, vektorom normale G. Vektor translacije resetke T u danoj ravnini
okomitoj na G zadovoljava T - G = const. (vektor T zadovoljava jednadzbu te ravnine). Za
ovaj skup paralelnih ravnina svaki vektor resetke lezi na nekoj od ravnina ¢ija jednadzba
je

(1) T-G=n,

za neki n € Z. To slijedi iz ¢injenice da su svake dvije susjedne ravnine jednako udaljene
jedna od druge. Bilo koje dvije tocke (vektora) x,, u n-toj ravnini i x,—1 u (n—1)-o0j ravnini
zadovoljavaju

G- (Xp —Xp—1)=1.
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Udaljenost [ izmedu dviju susjednih ravnina je komponenta vektora x, — X,_1 u smjeru
vektora G, pa je [ = 1/|G|. Za bilo koji skup primitivnih vektora translacije gy, ..., g4
uvijek je moguée konstruirati skup reciproénih vektora g!, ..., g% koji zadovoljava

(2) gi'gjzfﬁ-

Slika 4. Neki skupovi paralelnih ravnina koje sadrze sve tocke resSetke.
Vektor G je okomit na ravnine oznacene s dugac¢kim isprekidanim crtama.

U tri dimenzije lako je vidjeti da vektori

1. 82X83
& C g (g2 xgs)]
2. g3 X g1

o g2 (g3 xg1)
3. g1 X g2

g3 (g1 xg)]

zadovoljavaju (2). K tome, svaki G koji zadovoljava (1) moze biti zapisan u obliku

(3) Gznigi, Nni,...,ng € 4.
Naime, koristeé¢i (1) lako se pokaze da su vektori g', ..., g? linearno neovisni, pa sigurno
postoje realni brojevi ny,...,ng takvi da vrijedi (3). Medutim, za svaki vektor resetke

T postoji cijeli broj n tako da vrijedi (1). Posebno, ako odaberemo T = g; za ¢vrsti j,
iz (2) slijedi da je n/ = n € Z. Dakle, svaki vektor G se moze shvatiti kao vektor neke
druge, reciprocne resetke, ¢iji su primitivni vektori translacije upravo vektori g!,. .., g?.
Wigner-Seitzova jedini¢na ¢elija za reciproénu resetku se naziva prva Brillouinova zona.
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2. Simetrije

Tockovna grupa

Promatrajmo kristal fiksiran u nekom laboratorijskom sustavu. Promatrac¢ koji se
nalazi u istom sustavu ¢e prilikom proucavanja identificirati kristal s njegovom prostornom
periodickom gusto¢om. Kao Sto smo ve¢ napomenuli, ako taj kristal translatiramo za
vektor translacije resetke T, za fiksnog promatraca bit ¢e nemoguce razlikovati kristal od
njegove translatirane slike. Dakle, kristal je invarijantan na djelovanje grupe translacija.
Kristal je takoder invarijantan na djelovanje odredenog broja rotacija, zrcaljenja i central-
nih simetrija. Stoga definiramo pojam tockovne grupe, u oznaci P(g;), kao skupa svih
ortogonalnih operatora koji ostavljaju kristal invarijantnim. Drugacije zapisano

Plg):={Qe0@3) : Qg =plgj, ped}.

(a) ©

Slika 5. (a) Dvodimenzionalni kristal koji mozemo shvatiti kao trokutastu
reSetku ¢ije tocke su tamni krugovi. Svijetli krugovi formiraju sac¢astu
resetku. (b) Wigner-Seitzova jedini¢na ¢éelija trokutaste resetke koja pri-
kazuje Sesterostruku rotacijsku simetriju te resetke. Sest ravnina zrcaljenja
je oznac¢eno isprekidanim crtama. (c¢) Wigner-Seitzova ¢elija sa samo tro-
strukom rotacijskom simetrijom i bez ravnina zrcaljenja.

Primjerice, trokutasta resetka na Slici 5a je invarijantna na rotaciju za 27p/6, p € 1..5,
oko bilo koje tocke resetke. Stoga osi Sesterostruke simetrije prolaze kroz svaku tocku
reSetke. Opcenito kazemo da kristal ima n-terostruku simetriju, za n prirodan broj, ako
su rotacije za 2mp/n, p € 1..n u njegovoj tockovnoj grupi. ReSetka na Slici 5a je takoder
invarijantna na zrcaljenje preko Sest osi prikazanih na Slici 5b. S druge strane, trokutasta
resetka s bazom prikazanom na Slici 5c je invarijantna samo na rotacije za 2wp/3, p € 1..3,
a niti na jedno zrcaljenje. Sljedeca lema pokazuje da tockovna grupa Bravaisove resetke ne
ovisi o primitivnim vektorima translacije, tj. da je gornja definicija dobra.

Lema 2. Neka su {g;} i {g;} dva skupa linearno neovisnih vektora, te neka je L£(g;) =
L(gi). Tada je P(gi) = P(&i)-

Dem. Neka je Q € P(g;), te u € G takav da je Qg; = ,uggj. Lako se vidi da je tada za
proizvoljni vektor resetke a zadovoljeno Qa € L(g;). Posebno, tada je g; € L(g;), pa je i
Qg € L(gi) = L(gi), odakle slijedi

(Je € M(Z,3)) Qg = <lg; ,
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ili matri¢no zapisano
Qlg1, 82, 83] = €[g1,82,83]" -
Sada iz Binet-Cauchyevog teorema zakljucujemo da je dete = det Q = +1, odakle slijedi

e € G. Dakle, Q € P(g;), odnosno P(g;) C P(g:). Analogno se pokaze i druga inkluzija.
Q.E.D.

Prostorna grupa

Grupa svih izometrija koje ostavljaju kristal invarijantnim naziva se prostorna grupa.
Cesto je prostorna grupa generirana samo elementima tockovne grupe i grupe translacija.
U tom, simomorfnom, sluc¢aju prostorna grupa je u biti direktni produkt tockovne grupe
i grupe translacija. Opcenito to ne mora biti tako, kao Sto pokazuje primjer na Slici 6.
Prikazana reSetka ima viSe atomarnu bazu (vise atoma u jedini¢noj Celiji) i primitivne
vektore translacije a; = (2,0)7 i ag = (0,2)7. Resetka nije invarijantna na zrcaljenje preko
pravca AA’, niti je invarijantna na translaciju duz vektora aj/2, ali je zato invarijantna na
kompoziciju ovih dviju operacija. Ovakav sluc¢aj zovemo nesimomorfnim.

PSS

Slika 6. Dvodimenzionalna reSetka s pravcem klizanja AA’.
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3. Primjeri

Dvodimenzionalna Bravaisova resetka

Molekule i drugi elementi konacne velicine mogu imati proizvoljne osi simetrije. Zah-
tjev da kristal bude invarijantan na translaciju duz proizvoljnog vektora translacije resetke
koja, kao §to smo prije vidjeli, ne sadrzi vektore kra¢e od nekog vektora najmanje duljine,
postavlja odredena ograni¢enja na moguce invarijantnosti u odnosu na rotacije. Kao pri-
mjer pokazat ¢emo da je nemogucée da periodicki kristal u dvije dimenzije ima peterostruku
simetriju, tj. da bude invarijantan na rotaciju za 27 /5. Pretpostavimo suprotno, da kristal
ima peterostruku simetriju i neka je ag := (1, 0)” najmanji vektor u resetki. Po pretpostavci
su tada i vektori a,, := (cos(2mn/5),sin(27n/5))” takoder u resetki. Kako je skup vektora
reSetke zatvoren na zbrajanje (jer te translacije ¢ine grupu), to je i vektor T := a4 +a; u
resetki. Medutim, vrijedi

8 2 8 2
T = (cos % + cos %, sin % + sin %)T =\ H1,07 =)1"1ag ,
gdje je A = (14 +/5)/2. Duljina vektora T je manja od duljine vektora ag, jer je \™' < 1, a
kako je T u reSetki, to je kontradikcija s pretpostavkom da je ag najkraci vektor u resetki
(Slika 7).

a3

a9

\a1+a4

2

ag
ay

Slika 7. Uz dokaz da dvodimenzionalni kristal ne moze imati peterostruku
simetriju.

Dakle, nemoguce je da periodicka resetka u dvije dimenzije ima peterostruku simetri-
ju. Slican argument pokazuje da dvodimenzionalna resetka moze imati samo dvostruku,
trostruku, cetverostruku, te Sesterostruku simetriju. Te restrikcije ostavljaju kao mogué-
nost samo pet razlic¢itih tipova Bravaisove resetke u dvije dimenzije, kao na Slici 8. Uoc¢imo
da primitivna jedini¢na ¢elija pravokutne resetke sa stranicama jednakim primitivnim vek-
torima translacije nije primitivna jedini¢na celija za centriranu pravokutnu resetku. Ta pra-
vokutna neprimitivna ¢elija se zove konvencionalna jedinicna celija centrirane pravokutne
resetke.
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Slika 8. Pet dvodimenzionalnih Bravaisovih resetki: (a) kvadratna, (b)
kosa, (c) pravokutna, (d) centrirana pravokutna, (e) heksagonalna resetka.
Vektori a; i ag su primitivni vektori translacije, dok je ¢ kut izmadu njih.
Wigner-Seitzove éelije su zasjenjene.

Trokutasta resetka (heksagonalna resetka na Slici 8e sa Sesterostrukom simetrijom) je
posebno zanimljiva. To je dvodimenzionalna resetka s najve¢im mogucéim brojem rotacija.
Osim toga, najguséi mogudi razmjestaj nedeformabilnih krugova polumjera R se postize
tako da se njihovi centri stave na trokutastu resetku s parametrom resetke a = 2R, kao na
Slici 9. Uoc¢imo da je svaki krug tangencijalan sa Sest drugih krugova. Opcenito, resetka
u d-dimenzija koja dopusta najguséi mogudéi razmjestaj nedeformiranih krugova se naziva
gusto pakiranje. Trokutasta reSetka je jedina gusto pakirana reSetka u dvije dimenzije.
Udio povrsine koju zauzimaji krugovi u odnosu na povrsinu primitivne jedinicne Wigner-
Seitzove éelije je plostina kruga podijeljena s plostinom Sesterokuta stranice s = 2R/v/3
(duljina stranice Sesterokuta kojemu je opisana kruznica radijusa R). Taj broj iznosi
/3 /6 ~ 0,907. Primitivni vektori translacije ove resetke mogu se ovako odabrati

g1 =a(1,0)",
( 2T 277)7 (—1 \/§>T
gr—=alcosS—,smm— | =a|—,— | ,
3 3 27 2
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Kristalne strukture

gdje je a = sv/3 (Slika 8e), dok su oni za reciproénu trokutastu resetku

1 ;(Cosz sz)f_ ;(ﬁ 1)7

& T B2V T Bl 2)
1

g2=——(0,1).

a\/§/2

Lako se vidi da je zadovoljeno g; - g/ = (5{ :

Slika 9. Gusto pakirani nedeformabilni krugovi u trokutastoj resetki. Sre-
dista krugova su u tockama trokutaste reSetke prikazane na slici 5a. Prazni
prostori izmedu krugova leze na sacastoj resetki. Dva neekvivalentna skupa
tih prostora su oznacena s + i e, respektivno.

Trodimenzionalna Bravaisova reSetka

U tri dimenzije postoji ¢etrnaest razlicitih Bravaisovih resetki, kao sto je prikazano na
Slici 10. Resetka s najvise simetrija je kubiéna resetka (Cetiri osi trostruke rotacije, tri osi
cetverostuke rotacije, te tri ravnine zrcaljenja), dok se tockovna grupa triklinicke resetke
sastoji samo od centralne simetrije. Postoje tri tipa kubicne resetke: jednostavna kocka
(simple cubic, SC), prostorno centrirana kocka (body centered cubic, BCC), i plosno cen-
trirana kocka (face centered cubic, FCC). Primitivni vektori translacije resetke jednostavne
kocke su jednostavno bridovi kocke. Njena primitivna jedini¢na ¢elija je konvencionalna
kocka. Primitivni vektori translacije reSetke prostorno centrirane kocke su vektori koji
zavrsavaju u centrima neprimitivne konvencionalne kocke stranice duljine a:
1 1 1
gr=—-a(l,1,1)", go=—-a(-1,1,1)", g3==a(l,-1,1)",
2 2 2
dok oni resetke plosno centrirane kocke zavrsavaju u sredinama stranica neprimitivne ku-
bicne celije:

1 1 1
gl — 5@(17 170)7' , g2 — 5@(07 ]_7 ]_)T , g3 g 5@(1707 ].)T .

Primitivne jedini¢ne ¢elije prostorno centrirane kocke i plosno centrirane kocke nisu kocke.
Iz definicije reciprocne resetke moze se pokazati da se tockovne grupe resetke i njoj re-
ciprocne resetke podudaraju. Reciprocna resetka jednostavne kocke je opet jednostavna

11
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kocka. Takoder se lako vidi da recipro¢na resetka prostorno centrirane kocke nije ni jed-
nostavna kocka niti prostorno centrirana kocka, pa mora biti plosno centrirana kocka.
Analogno, recipro¢na resetka plosno centrirane kocke je prostorno centrirana kocka. Reset-

ka plosno centrirane kocke je od najveceg znacenja, jer je ona ujedno i gusto pakirana
reSetka.

=

I\

90

1

7
90

N\

A

\\

\

|
90 90
g Q)()_ - b

tetragonalna

V()

VAR

2N
?ﬁ‘r.‘)"_ 2

9

90 | 90
& 90

kubicna

Slika 10. 14 Bravaisovih reSetki u tri dimenzije.

Oznacene su duljine
bridova i kutovi izmedu ploha.



Kristalne strukture

Resetke s manje simetrija nego li sto je imaju kubi¢ne imaju konvencionalne jedini¢ne
¢elije koje mogu imati kutove izmedu bridova razlicite od 90°, kao Sto je prikazano na Slici
10.

Gusto pakirane strukture

Vec¢ smo vidjeli da se centri gusto pakiranih krugova u dvije dimenzije nalaze u tocka-
ma trokutaste resetke. Trodimenzionalna gusto pakirana struktura moze se naciniti sla-
ganjem dvodimenzionalnih ravnina s gusto pakiranim sferama. Ako pogledamo prazne
prostore ovako pakiranih ravnina (+ ili @ na Slici 9), oni ¢ine sacastu resetku (Slika 5a).
Zeleéi postiéi maksimalnu gustoéu, drugu ravninu stavljamo na prvu tako da njene sfere
stavljamo upravo na te prazne prostore, i to na bilo koji od nizova praznina (+ ili e na
Slici 8). Treéu ravninu stavljamo na isti nacin, itd. .. Sfere bilo koje od ravnina slaganih
na ovaj nacin leze na trokutastoj resetki u jednom od moguca tri razmjestaja: mogu biti
razmjestene kao kod prve ravnine ili pak kao jedan od dva niza praznina prve ravnine.
Uobicajeno je oznaciti te tri moguée resetke (razmjestaja) s A,B,C. Bilo koji niz ravnina
kojima se pripadne oznake razmjestenosti sfera mijenjaju na proizvoljan nacin, vodi do
gusto pakirane strukture u kojoj je volumni udio atoma u ¢eliji priblizno jednak 0, 74.

Dva takva niza se najces¢e pojavljuju, te kao takvi zasluzuju posebnu pozornost.
Prvi je plosno centrirana kocka u kojoj ravnine okomite na (1,1,1) os ¢ine dvodimenzion-
alnu trokutastu resetku. Slozeni niz je ABCABC... Druga je Sesterokutna gusto pakirana
reSetka (heksagonalna kompaktna slagalina, HCP) ¢iji niz je ABABAB.... Heksagonalna
kompaktna slagalina ima dva atoma po jedini¢noj ¢eliji.

Od elemenata u prirodi, 23 kristaliziraju kao plosno centrirana kocka, 21 kao heksag-
onalna kompaktna slagalina, a 14 kao prostorno centrirana kocka, Sto upucuje na teznju
kristala da bude gusto pakiran i visoko simetrican.

Multiresetka

Ve¢ smo spomenuli da se ne moze svaka periodicka reSetka nekog savrSenog kristala
opisati kao Bravaisova resetka. Uzmimo samo primjere reSetki na Slici 11. Niti jedna
od njih se ne moze opisati kao Bravaisova resetka, ali se zato mogu opisati kao unije
dviju identi¢nih ili kongruentnih Bravaisovih reSetki koje su pomaknute jedna od druge.
Zapravo, svaka periodicka resetka savrsenog kristala moze se opisati kao unija konac¢nog
broja (v + 1) kongruentnih Bravaisovih resetki. Takvu reSetku ¢emo zvati (v + 1)-resetka
ili multiresetka. Zbog jednostavnosti daljnu diskusiju ogranicavamo na 2-reSetku. To je
dovoljno za izlaganje glavne ideje. Precizna definicija slijedi

Definicija 2. Skup tocaka £ u R? je 2-resetka ako postoji d linearno neovisnih vektora
(g1,82,...,84) u R% 1 vektor p € RY tako da je

L= L(gip):= {XGRd . x =g +0p, V' €Z, (56{0,1}}.

Slicno kao i za Bravaisovu resetku moze se dokazati sljedeéi teorem.

Teorem 2. Neka su {g1,82,83} 1 {€1,82, &3} dva skupa linearno neovisnih vektora u R3,
te p,p € R Ako postoji 3 x 3 matrica cijelih brojeva p = [i}] € G, te cijeli brojevi
vt 2 13 takvi da je ' _

g=uig;g 1 p=ve,
onda je L(gi,p) = L(&Pp)- .
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Varijacijska teorija faznih prijelaza

Uoc¢imo da u gornjem teoremu vrijedi samo jedan smjer, Sto je razlika u odnosu na
Osnovni teorem kristalografije za Bravaisovu resetku.

;
;
;
:
;

3

f4
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L ] [ ] [ ] L J
[ ] [ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L ]
L] L ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
e2 . ) . . . . . °
‘ ip
[ ] * L] [ ] [ ] L [ ] [ ]

Slika 11. Dva primjera multiresetki.
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4. Martenziticni fazni prijelaz

Fazni prijelazi

Premjestanje i mijenjanje kristalne reSetke je prirodna posljedica teznje kristala za
smanjenjem svoje slobodne energije na sve moguce nacine. Pod pojmom faza podrazumi-
jevamo strukturalno i kemijski homogen dio materijala. Fazni prijelaz (ponekad se koristi
naziv fazna transformacija) je promjena faze, bilo njene strukture, bilo kompozicije.

Razlikujemo dva tipa strukturalne promjene: ¢isto kristalografsku promjenu, koja se
manifestira najcesée kao preuredenje atoma u ¢vrstoj resetki, te prostornu promjenu kao
posljedicu distorzije resetke. Ovaj drugi tip se manifestira kao promjena oblika i dimenz-
ija resetke, Cesto zanemarujuci raspored atoma u resetki, i zovemo ga martenziticni fazni
prijelaz. To je bezdifuzijski kruto-kruto prijelaz, prilikom kojeg dolazi, u prvom redu, do
promjene periodicke resetke krutine. Sto to znaci? ReSetka ima jednu strukturu na vi-
sokoj temperaturi, a drugu na niskoj. Naglim hladenjem materijala dolazi do bezdifuzijske
promjene u strukturi. Promjena je izrazito brza i obi¢no se odvija na, za svaki materijal
posebnoj, totno odredenoj temperaturi koju nazivamo temperatura prijelaza. Faza koja se
nalazi na viSoj temperaturi se obi¢no naziva ostenit, dok ona na nizoj martenzit. Takoder,
ovaj prijelaz je obicno koherentan, sto znaci da ne dolazi do pucanja reSetke.

[ ] [
o PY do
. e; .
@) /4'
[ ] [ ]
e; el /
/ao
1 3 do
ILZ
[ ] [ ]
[ ] Y ¢
. ey .
(b) /
[ ] [ ]
m ey
e,
a/

—

Slika 12. Martenziti¢ni fazni prijelaz u slitini Indij-Talij: kubi¢na resetka
ostenita (a) prelazi u tetragonalnu resetku martenzita (b). Prikazani su i
primitivni vektori translacije.
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Slika 12 pokazuje prijelaz u leguri Indij-Talij (priblizno 23% masenog udjela Talija).
Neka su {ef,ef,ef} i {e]’, e’ e5'} primitivni vektori translacije ostenita i martenzita, re-
spektivno. Jasno je da ova dva skupa vektora, kao posljedica termickog Sirenja, ovise o
temperaturi na kojoj se nalazi faza. To ¢emo uzeti u obzir prilikom matematickog modeli-
ranja (iako je termalno Sirenje ¢esto znatno manje nego li distorzija kao posljedica deforma-
cije, barem u temperaturnim granicama koje nas zanimaju). Za sada, radi jednostavnosti,
nec¢emo uzeti u ubzir ovisnost o temperaturi.

Matrica prijelaza

Pretpostavka nepostojanja difuzije prilikom prijelaza nam omogucuje da ga opiSemo
kao deformaciju. Lako se vidi da postoji matrica U; takva da je

m o a
ei —Ulei .

U, opisuje homogenu deformaciju koja prebacuje resetku ostenita u onu martenzita i zove-
mo je Bainova matrica ili matrica prijelaza. Ovakvo modeliranje zaista odgovara onome
Sto je opazeno. Pogledajmo sada detaljnije primjer prijelaza u leguri Indij-Talij, prikazan
na Slici 12. To je primjer prijelaza iz kubi¢ne u tetragonalnu resetku. InTl je neuredena
legura (Sto znaci da su atomi Indija i Talija nejednako rasporedeni u resetki), i moze se
opisati kao Bravaisova resetka u obje faze, ostenitu i martenzitu. U fazi ostenita reset-
ka je plosno centrirana kocka, dok je u fazi martenzita plosno centrirana tetragonalna.
Primitivni vektori translacije ostenita i martenzita su

1
ef = 5(0.a0,a0)", €3 =5(0,~ao,a0)", €= (a0, 0,a0)",
m 1 T m 1 T m T
ey :§(O,a,a) s €9 25(07_(1’7&) ) €3 :§<C707a) ’

u ortogonalnoj bazi paralelnoj bridovima kubicne jedini¢ne celije. Kao Sto ¢emo poslije i
dokazati, matrica prijelaza je tada dana sa

g 0 0
(4) U=|0 a 0],
0 0 «
gdje je @ = a/ag, B = c¢/ap u veé spomenutoj bazi. Za InTl su poznate vrijednosti

ap = 4,7445A , a = 4,6919A4 ,ic = 4,8451A, pa je a = 0,98889,15 = 1,0221. Postoje
mnoge slitine koje se podvrgavaju prijelazu iz kubicne u tetragonalnu resetku i matrica
prijelaza uvijek izgleda kao (4).

Bakar-Aluminij-Nikal (priblizno 14% masenog udjela Al i 4% Ni) prelazi iz kubi¢ne u
ortorombicnu, kao sto je prikazano na Slici 13. CuAlINi je uredena slitina i pokazuje se da
je dovoljno gledati samo atome bakra kako bi se opisao prijelaz. ReSetka bakra je plosno
centrirana kocka u fazi ostenita, dok faza martenzita ima priblizno prostorno centriranu
ortormobi¢nu resetku: atom u centru je malo pomaknut iz sredista resetke. Sam prijelaz
se moze opisati na sljede¢i na¢in. Odrezemo plosno centriranu tetragonalnu celiju iz dvije
susjedne kubicne ¢elije ostenita i onda je nejednako istegnemo duz njenih bridova da bismo
dobili ortorombi¢nu martenziticnu ¢eliju. Dakle, resetka ostenita je nejednako istegnuta
duz tri medusobno ortogonalna vektora: dva su plosne dijagonale kocke, dok je tre¢i brid
kocke. Moze se pokazati da matrica prijelaza ima oblik

aty o =%
2 2
U= 0 g

0
a—y aty
2 0 2

)
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gdje je « = v2a/ag, B =b/ag, v = V2a/ag, u spomenutoj ortogonalnoj bazi. Izmjerene
veli¢ine su ag = 5,836A4, a = 4,3823A4, b = 5,3563A4, ¢ = 4,223A, pa je o = 1,0619, 3 =
0,9178, v = 1,0231. 8 ovise o parametrima resetke a, ¢, ag, kao Sto ¢emo poslije i vidjeti.

2
1 ’> —
= —A- L / J/
3 (/_’,f” N ] /
* - L b
I\\ ”’,1 *I / ,
< ~ !
| < - i 1/
; | a 4
[ ! ° o 4
!
| | N,,'—-o b
° : PY : ° S
i ' -~/
[ ] | [ ] : /, !
I ' A
o N 1 / /
"’ [ ,j / —1
e |7 S
NP
Ao a C
/ \/
do

Slika 13. Martenziti¢ni prijelaz u slitini Bakar-Aluminij-Nikal: kubi¢na
reSetka ostenita (lijevo) prelazi u ortorombi¢nu resetku martenzita (desno).

Ovdje je vazno napomenuti dvije stvari. Prvo je da matrica prijelaza opisuje opéenito
deformaciju resetke, ali ne nuzno i svakog atoma u njoj. Uoc¢imo da atom u centru marten-
ziticne resetke ne prati homogenu deformaciju danu matricom prijelaza. Zapravo, ako
bismo zeljeli posve totno opisati prijelaz, morali bismo i ostenit i martenzit opisati kao
multiresetke. Opcenito treba biti oprezan prilikom biranja resetki kojima opisujemo os-
tenit 1 martenzit, ako zelimo dobiti precizan opis prijelaza. Pravi izbor je onaj definiran
slaganjem resetki.

Drugo, matrica prijelaza je u oba gornja primjera bila simetri¢na i pozitivno definitna.
Opcenito to ne mora biti tako. Naime, postoje materijali poput slitine Nikal-Titan kod
kojih matrica prijelaza nije simetricna. Tada se, koriste¢i teorem o polarnom rastavu,
definicija matrice prijelaza malo promijeni: Neka je T; takva da, uz prijasnje oznake,
vrijedi

Tle? = e;n .
Prema teoremu o polarnom rastavu postoji rotacija Q i simetricna pozitivno definitna
matrica U; takva da je Ty = QUj. Tada U; zovemo matricom prijelaza (a ne Ty).
Uoc¢imo da su T i U; vezane rotacijom, a kako promjena koordinatnog sustava ne mijenja
stanje reSetke, ova promjena nece utjecati na daljnji razvoj teorije. Dakle, u daljnjem

tekstu podrazumjevamo da je matrica prijelaza simetricna i pozitivno definitna.
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Varijacijska teorija faznih prijelaza

1.Transformacije kristalnih resetki

Precizan opis Bravaisovih resetki

U ovom odlomku prikazujemo neke rezultate vezane uz fazne transformacije kristalnih
reSetki. Pocinjemo s detaljnim izlaganjem teorije za transformaciju kubicne resetke u
tetragonalnu. Tipican primjer slitine kod koje se javlja ovakva transformacija je InTl, ¢ija
je resetka iznad transformacijske temperature plosno centrirana kocka (FCC). Da bismo
opisali, strogo matematicki, plosno centriranu kocku i druge Bravaisove resetke, poc¢injemo
sa sljede¢om definicijom.

Definicija 1. Bravaisova resetka L je resetka plosno centrirane kocke (FCC) ako postoji
a > 01 vektori e, e5, e§ u R? takvi da je £¢ = L(€f), gdje su

L o[22 001
ef e =Ay i A:Za2 02 1
11 2

Definicija 2. Bravaisova resetka £! je plosno centrirana tetragonalna resetka (FCT) ako
postoje a1 > 0, > 0 i vektori e}, e}, e} u R3 takvi da je £t = L(el), gdje su

t t % % 102 % ;
€, ej = AZ] 1 A= 0 50&1 é_lal
T T laf +«

"

Konzistentno s prijasnjim definicijama vektori {e} i {el} se nazivaju primitivni vek-

tori translacije resetke, a oznake c i t oznacavaju kubi¢nu i tetragonalnu resetku, respek-

tivno. Skalari o, iy 1 g su parametri resetke i izmjereni su za mnoge kristale, prije i poslije

transformacije; a predstavlja duljinu brida kocke kubicne jedini¢ne ¢elije, dok a; i ag pred-

stavljaju duljine razli¢itih bridova kvadra tetragonalne jedini¢ne ¢elije. Uocimo takoder da

bridovi ovih jedini¢nih ¢elija nisu primitivni vektori translacije za plosno centriranu kocku

i plosno centriranu tetragonalnu resetku (Slika 1.12). Premda gornje definicije ne uzimaju
u obzir moguce translacije resetke, time se nece gubiti opéenitost za nase potrebe.

Promjena kubiéne resetke u tetragonalnu

Opisimo poblize promjenu kubi¢ne resetke u tetragonalnu. Ispitivanjem, uz pomo¢
X-zraka, utvrdeno je da se prijelaz iz kubicne u tetragonalnu fazu zaista postize linearnom
deformacijom kubic¢ne resetke. Da bismo pronasli sve takve dopustive deformacije fiksiraj-
mo reSetku plosno centrrane kocke i oznacimo je s L€, dok plosno centriranu tetragonalnu
resetku oznacimo s £'. Po definicijama 1 i 2 postoje primitivni vektori translacije {ef} i
{eﬁ} s pridruzenim odgovarajué¢im parametrima resetke o, aq, i, takvi da je

LE=L() i L'=L(e).
Kako bismo dokazali teorem o transformaciji plosno centrirane kocke u plosno centriranu
tetragonalnu resetku potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 1. Akosu{e;} i{f;} dvaskupa linearno neovisnih vektora, te ako je [e;-e;] = [f;-f;],
onda postoji Q € O(3) takva da je e; = Qf;.

20



Ball-Jamesova teorija

Dem. Pokazimo da je Q upravo matrica transformacije jedne baze u drugu. Dakle, neka
je e; = Qf;. Tada je

fi-fj:ei~ej:in-Qf-:QTin-fj.

Jos je potrebno pokazati da je Q"Q = I. Za vektor a, neka je a'f; njegov raspis u bazi
{fi}. Vrijedi

a-fj=a'f;-f;=a'Q"Qf; - f; = Q"Q(a'f;) - f; = Q"Qa - fj ,

odakle slijedi da je Qa = a. Kako ovo vrijedi za proizvoljni vektor a, to je zaista Q" Q = L.
Q.E.D.

Sada smo spremni iskazati teorem.

Teorem 1. Za F € GL(3) vrijedi FL¢ = L ako i samo ako postoje u € G i Q € O(3)
takvi da je
Fef = 117 QUse;

gdje je
Uz =mI+ (2 —m)es®es,

pri éemu sun; = ay/a in2 = ag/a, dok je e3 jedinican vektor definiran s

e3 = (2¢5 —ef —€5) /.

Dem. Kako vrijedi
FL° = {Fx : x€ L} = {a'Fef : o' € Z}

to je
FLe=/[! = L(el) = L(Fef) .

Da bismo dokazali dovoljnost, dovoljno je pokazati da je
L(ef) = L(QU3zef) .

Elementarnim racunom lako se pokaze da su vektori {QUge{} linearno neovisni, te da
vrijedi

1.2 1 2

AT
[QUsei - QUsel] = [Uszef - Usej] = | 0 509 107 ;

1 2 1 2 1 2 2

Zal Zal Z(al -+ Oél)

odnosno da su vektori {QUze{} primitivni vektori translacije plosno centrirane tetrago-
nalne resetke s parametrima o i ag, pa je L(el) = £L(QUgef). Time je ovaj smjer dokazan.
Kako bismo dokazali nuznost, dovoljno je pokazati da postoji Q € O(3) takav da
vrijedi L(el) = £(QUgzef). Kako smo ve¢ pokazali da vrijedi [Usze$ - Usef)| = el - ez-],
to prema Lemi 1 postoji Q € O(3) takav da je e = QUgeS, pa je ocigledno L(e!) =

E(QUgef)
Q.E.D.
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Osnovni teorem

Zelimo razviti teoriju transformacije kubi¢ne resetke u tetragonalnu koja ne ukljucuje
velika smicanja. Jako velika smicanja uzrokuju Siroko rasprostranjenu pojavu dislokacije
(lom resetke), koja ¢ini samu Bravaisovu resetku neadekvatnom za opis stanja kristala. Pre-
ma tome, mi zelimo promatrati prikladnu okolinu vektora {ef} koja ¢e takoder sadrzavati
vektore {el}. Tu okolinu ée nam dati teorem koji su prvi dokazali Pitteri [P] i Ericksen [E3],
da bi mu konacni oblik dali Ball i James [BJ2]. Kako ¢e ta okolina ujedno biti i domena
funkcionala slobodne energije, vazno je da bude invarijantna na grupu koja je i invarijantna
grupa slobodne energije. U isto vrijeme ova grupa treba izostaviti velika smicanja sadrzana
u grupi G. Sve to ¢e nam dati rotacije iz tockovne grupe, kao sto ¢emo poslije vidjeti.

Ubuduée ¢emo koristiti oznaku P¢ := P(ef). P se sastoji od 48 ortogonalnih trans-
formacija koje kocku prebacuju u nju samu. Takoder koristimo oznaku QAN da bismo
oznacili sve trojke vektora oblika {Qfy, Qf2, Qfs},zaQ € O(3)i{f;} € N, dok sa u[N]
oznacavamo skup trojki vektora oblika p/f;, gdje je p € G,a{f;} € N. Za trojku vektora
{fi} s [fi - fj] oznacavamo pripadnu Gramovu matricu:

fi-f1 f1-f2 f1-f3
[fz‘ . fj] = f2 : fl f2 : f2 f2 ) f3
f3-f1 f3-fo f3-f3

Prije iskaza glavnog teorema dokazimo dvije leme.

Lema 2. Neka je {g1, g2, g3} skup linearno neovisnih vektora, {g', g2, &} njima reciproé¢ni
(dualni) vektori (g; - g/ = &7), te neka je | -] : M(R,3) — R funkcija definirana sa
M| == ||All2, gdje je A := M;;g'®g’ , a||All2 = \/tr(AAT) matriéna norma. Definirajmo

skupove
Ne={{fi} = (1 {fi-f5) = lgi - gl | <&},
OGN = eG @ pN] = Nc}
Tada vrijedi
a) || - || je norma na M(R, 3);
b) N: je otvoren i omeden za svaki e > 0;

c) svaka trojka vektora {f;} € CIN; je linearno neovisna za € dovoljno mali;
d) Gn. je konacna podgrupa grupe G za dovoljno mali €.

Dem. a) Dokazimo da je || - || norma. Veéina svojstava trivijalno slijedi iz ¢injenice da je
|| - ||]2 norma. Jedino je teze provjeriti kako ||[M]| = 0 povlaci da je M = 0. Medutim kako
je || - |2 norma, to je A = 0, Sto znadi da je

Mijgi ® gj =0.

To pak znaéi da za svaka dva vektora v,w € R3 vrijedi
(Mijg' @ g’ )v-w= M(g'-v)(g-w)=0.

Medutim, za fiksne brojeve k,l € Z vektore v i w uvijek mozemo izabrati tako da je
gh-v=20,agl -w= 01, pa je My = 0 za svaki k,[, odnosno M = 0 i time je dokazana
tvrdnja (a).

b) Svaki N; je otvoren zato Sto je preslikavanje [fifafs] — [f; - f;] sa M(R,3) —
M(R, 3) neprekinuto, a skup {A € M(R,3) : | A — g -gj] || < ¢} otvoren. Da
bismo pokazali omedenost, uo¢imo da iz ¢injenice da je || [f; - f;] — [gi - g;] || < € slijedi
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da postoji m > 0 takav da je || [f; - f;] || < m. Buduéi da su svake dvije norme na
kona¢nodimenzionalnom prostoru ekvivalentne, to postoji M > 0 takav da vrijedi

— oL f. L fL 2 — L f.
I f1sfoufol = mma 161 <SG = || 65 [l < M
2Y)

Sto je i trebalo pokazati.

¢) Dokazimo sada da su trojke vektora iz A linearno neovisne za dovoljno mali e.
Znamo da je det : M(R,3) — R neprekinuta funkcija, te da je det ([g; - g;]) # 0 (det
mjeri volumen paralelepipeda razapetog vektorima {gi, g2, g3}). Zbog toga postoji ¢ > 0
takav da

(VAeMR,3) [A—[gi-gll<e = Idet(A)l>%Idet([gi-gj])|-

Posebno, ako je za takav ¢ trojka {f;} € N;, onda je i

et ([ £5])] > 5ldet ([gi g51)| >0,

pa su vektori {f;} linearno neovisni.

d) Skup G~ je ocito grupa; dokazimo da je konacan. Pretpostavimo suprotno, to jest
da postoji niz razlicitih u™ € Gy.. Buduéi da je {g;} € V¢, to je i ,ul(-n)Jgj € N.. Ali kako
je prema (b) A omeden, to postoje {h;} € CIN; takvi da je

En)]gj = hi .

lim p
n
Prema (c) su vektori {hy, hg, h3} linearno neovisni ako smo odabrali dovoljno mali €, pa
prema teoremu o produktu limesa postoje ﬂ;- takvi da uz oznaku p = [ﬂ;] vrijedi
o= [hi,ho, hs] (g1, 82,85 7 = lim pu[g g, gs]” lim [g1,2,83] 7 = lim p™.
n—-—ao n—mao n—-mao
Uvazivsi ¢injenicu da je svaka matrica p(™ cjelobrojna, zakljuéujemo da je i i1 cjelobrojna,
te stoga postoji ng € N takav da je za svaki n > ng nuzno u(”) = p, a sto je kontradikcija
s pretpostavkom da su sve matrice p,(”) razlicite.
Q.E.D.

Lema 3. Pretpostavimo da je podgrupa O C O(3) konjugirana tockovnoj grupi P¢, to
jest da postoji M € GL*(3) takav da je P¢ = MOM ™. Tada je M nuzno oblika M = aQ,
gdje jea € R, a Q € SO(3).

Dem. Konjugiranost ima za neposrednu posljedicu sljedec¢e svojstvo

(VP €P)(30c0) O=M'PM.

Kako je O € O(3), to je O~! = O7, pa je M 'P~'M = M"P"M~!, odnosno MM"P =
PMM". Ako definiramo N := MM, onda je N centralizator podgrupe P¢ u GL(3) , to
jest

(VP € P°) PN =NP.
Bududi da je N realna 3 x 3 matrica, to ima barem jednu realnu svojstvenu vrijednost A s
pripadnim svojstvenim vektorom e: Ne = Ae. Iz toga slijedi

(VP € P°) NPe = APe.

Kako su u P¢ sadrzane rotacije oko sve tri osi, to slijedi da je Nv = \v, za svaki v € R?,

odnosno MM” = A1, §to povlaci \%M € 0(3).
Q.E.D.
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Teorem 2. (Ericksen, Pitteri) Neka je L(g;) Bravaisova resetka. Tada postoji otvorena,
omedena okolina N' C (R3)? sa sljedeéim svojstvima:
i) {gi} € N;

ii) N je O(3) invarijantna: (VQ € O(3)) QN = N;

iii) za svaki p € G je ili N =N ili p[N]NN = 0;

iv) ako je p € G, onda je p[N| =N ako i samo ako je Qg; = ulg; za neki Q € P(g;).

Ako su {g;} takvi da je P(g;) = P¢, onda bilo koja otvorena okolina N koja zadovo-

ljava (i), (ii) i (iii) ima i sljedeée svojstvo:

VYpeg) pN =N = (IQ € P°) Qgi = 1lg;

Dem. Dokazimo najprije da svaki skup N definiran kao u Lemi 2 ima svojstva (i)-(iv) za
dovoljno mali €. Ocigledno je da N zadovoljava (i) i (ii), i to za svaki € > 0. Da bismo

provjerili (iii), dokazimo najprije da ako za neki p € G 1 Q € P(g;) vrijedi Qg; = uggj,
onda je ufgi = Q"g". Zaista, skalarnim mnozenjem Qg; = 1] gj sa g® dobijemo

i =ujg;-g" =Qgi-g" =g Qg
Ako je Q7gF = a;g’ zapis vektora Q"gF u bazi {g’}, onda je

N?:O‘jgj‘gi:ai,
pa je zaista ,ufgi = Q7g". Neka je sada {f;} € M. Pogledajmo kako norma || - || djeluje na
[t - ] — [gi - g5 -
I ki - i5f) — [gi - 5] 112 = || [ - 15f1] — [Qei - Qgj) ||
= || [uf - pifi] — [ufen - 1] 1P
= || b (f - f— g m) |
= || pbulh(fr - fi—gnm)g @ |13
= i (Fe - fr — g g0 (8 - &7 1y (- £ — & - 8n) (87 - &)
= (Fe-fi— g 8)(Fm - o — &m - 8n) (e’ - 1hg?) (1 - piig”)
(fk fz g &) (Fm - fo — gm - £0)(Q7g" - Qg")(Qg™ - Q7g")
— (fi - fr — &k - &) (fmn - T — 8 - 80) (8" - ) (8™ - ")
||[ ]_[gi'j]“2~
Kako je k tome p regularna matrica, to posebno vrijedi
Ne o =A{p{fi} « [ [fi-fj] —[gi- gl | <e}
= {pffi} + | e 1] —lgi-ggl | <}
= {{hi} : [I'Thi-hy] - [gi-g5] I <e} =Nc,

pa je uN- = N, a §to je upravo prvi slucaj u (iii). Uocimo takoder da smo time dokazali
dovoljnost u tvrdnji (iv) u slucaju da je trazena okolina N jednaka N za neki ¢, kao §to
¢e se pokazati da je tocno. _

Oznacimo sa H(g;) skup svih p € G takvih da je Qg; = p)g; za neki Q € P(g;).
Dokazimo sada da postoji ¢ > 0 takav da su za svaki p € G\ H(g;) skupovi p[N] i N
disjunktni. U tu svrhu pretpostavimo suprotno, to jest da

(vneN) (3u™ € G\ H(g)) (e} eN1) Mgl e N |
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Kako je N7 omeden (Lema 2(a)), to prijelazom na podniz dobivamo
(He}) limg"” =g

(Bthi}) timp" gl = h

Prema Lemi 2(c) su vektori {g1,82,83} linearno neovisni pa, zakljucujuci slicno kao u
Lemi 2, teorem o produktu limesa osigurava egzistenciju brojeva ﬂ; takvih da, uz oznaku

= [ii5], vrijedi

= [h1, ha,h3]"[g1, 82,83 "

= lim_ p®g" 8" 6y 7ley” gy gy = lim )
Medutim, kako je svaka matrica u(") cjelobrojna, to je i @ cjelobrojna, te postoji ng € N
takav da je (Vn > ng) p™ = i € G\ H(g). Nadalje, zbog neprekinutosti skalarnog
produkta slijedi
8 "8 = nh;nwggn) -§§~”) =g g,

k= 1= . k l
fiig - [ijg = lim R ]

pa postoji Q € O(3) takav da je Qg; = ﬂ]gj, odnosno daje o € H(g;), asto je kontradikcija
s pretpostavkom. Dakle, postoji e takav da za svaki u(™ € G\'H(g;) vrijedi u[N-]NN. = 0.
Time je dokazano (iii) i (iv).

Neka je sada P(g;) = P 1 N = N, za neki ¢, omedena okolina koja zadovoljava
(i)-(iv). Prema Lemi 2(d) je Gy = {p € G : p[N] = N} konacéna grupa i prema (iv) je
H(gi) € Gpr. Grupa Gpr inducira konjugiranu grupu Py € GL(3), koja je definirana sa

Py = {[g1, g2, g3)plg1, g2, 83) " : e Gyl

Mi zapravo zelimo pokazati da je Py = P€. Teorem iz teorije grupa (v. [W]), koji kaze
da je svaka konacna podgrupa n X n matrica konjugirana podgrupi ortogonalne grupe,
povlaci da je Py = MOM, gdje je M € GL*(3), a O C O(3) kona¢na podgrupa. Zbog
H(gi) C Gu je P¢ C Py, pa je prema Lemi 3 M = aQ, gdje je a € R, a Q € SO(3).
Odavdje slijedi da je Pyr € O(3), ali kako je P¢ maximalna konacna podgrupa grupe O(3)
(v. [Mi]) to je Py = PC.

Q.E.D.
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2. Prijelaz na makroskopsku skalu

Temperatura prijelaza

Ve¢ smo prije napomenuli da se parametri resetke, kao posljedica termickog Siren-
ja, malo mijenjaju s temperaturom. Sada ¢emo to uzeti u obzir, odnosno gledat ¢emo
parametre reSetke kao funkcije temperature v € I

a(d), ap(0), (V) ,

gdje je I interval relevantnih temperatura koji sadrzi temperaturu prijelaza .. Uz ovakve
parametre reSetke Teorem 2 vrijedi za svaki ¢ € I. Neka, prema definicijama 11 2, {ef(J)}
i {ef()} budu primitivni vektori translacije na temperaturi ¢ € I za plosno centriranu
kocku i plosno centriranu tetragonalnu strukturu respektivno, s pridruzenim parametrima
resetke a () , a1 (1Y) i aa(1¥). Takoder, za svaki 9 € I definiramo brojeve

Ako u Teoremu 2 uzmemo da je g; = €f(¢.), dobijemo otvorenu omedenu okolinu N°¢
koja sadrzi {ef(V.)} i zadovoljava uvjete (i)-(iv) istog teorema. Oznacimo P¢ = P(ef(V.)).

Prirodno zahtijevamo da je za svaki ¢ € [
{el(¥)} e N© .

Napomena. Pretpostavka da je N¢ okolina primitivnih vektora translacije resetke
na kriticnoj temperaturi 1. omogucuje izvodenje zakljucaka kao u kontinuiranom slucaju,
u smislu da za referentnu konfiguraciju uzimamo c¢isti ostenit na temperaturi prijelaza
Ye. Jednako tako ovdje je moguce definirati temperaturno ovisnu okolinu vektora {ef(1))}.
To vodi prema kontinuiranoj teoriji u kojoj referentna konfiguracija ovisi o temperaturi.
Medutim, za nas to nema praktickog znacenja, pa ostajemo na jednostavnijem slucaju.

Neka je gustoca slobodne energije resetke dana s

o(g1,82,83,9) ,

to jest pretpostavimo da ovisi o primitivnim vektorima translacije i o temperaturi. Takoder,
prirodno je pretpostaviti da dva skupa primitivnih vektora translacije koji generiraju is-
tu resetku, daju istu vrijednost slobodne energije, kao i da slobodna energija ne ovisi o
promjeni koordinatnog sustava. Drugim rije¢ima, za svaki ¥ € I uzimamo da vrijede
pretpostavke

(A1) g?)(,uggj,ﬁ) = ¢(g;, V) za svaki {g;} € N¢i pu € G, takve da je ,uggj e N¢.
(A2) $(Qei V) = ¢(gi, V) za svaki Q € SO(3).

Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je na visoj temperaturi kubic¢na
reSetka, a na nizoj tetragonalna. Sada ¢emo uvesti pretpostavke na kojima se temelji
nase izlaganje, a to je da materijal kristalizira u onoj resetki koja mu minimizira ukupnu
slobodnu energiju, to jest

(A3) (VO e)(V{g} e N) V>
(Ad) (VO e D)(V{gi} e N°) U<

C

Ve —
Ve —

Qg(gz,
&(gu )
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Minimizirajuée orbite
Pretpostavka postojanja minimizatora u (A3) i (A4) povlaci postojanje i drugih mi-
nimizatora po invarijantnosti. Za ¢ > 9., iz (Al) i (A2) slijedi da je za svaki Q €
O(3) trojka {Qef(v)} takoder minimizator. Analogno, za ¥ < ¥, i svaki Q € O(3) skup
{Qe! (¥)} minimizira ¢(-,9). Takoder, iz (A1) dobivamo skupove minimizatora opisane u
sljedec¢oj lemi.

Lema 4. Neka je dana temperatura ¥ € I i pretpostavimo da je n1(0) # n2(0). Svaka
trojka vektora oblika

(1) {1 Qej(0)}
zap € G, pN =NiQ € O(3), je element jedne od tri disjunktne orbite

{{QUaet(v)} : Qe o)},
@) {{QUsQuef(9)} : Qe 0E)},
{{QUsQief(0o)} - Qe0@3) .

Ql =e1®e;+era®ey —e3®es,
(3) Qr=erRer+eyRe3—e3Rep,

Us = m o)L+ (n2(Ve) — m(Je))es @ es
i {e1, ez, ve3} ortonormirana baza dana s

ef(Vc) — e5(Ve)

€1 = 06(193> )

o — ef () +e5(Jc)
2 = OZ<190) ’

on — 2e5(0.) — ef (V) — e5(Jc)
i a(ve)

Dem. Prvo uocimo da ako je p € G takav da je u[N¢] = N, iz definicije skupa N, te iz
Teorema 2(iv), nuzno slijedi da postoji Q € P¢ tako da je uge;?(ﬂc) = Qef(V.). Takoder iz
dokaza Teorema 1 slijedi da postoji Q; € O(3) takav da je
ef (1) = QUsef(Ve) ,
gdje je Uz dano s (3). Prema tome svaku trojku oblika {,uZQQe;(ﬁ)}, gdje su p € G,
RN = N1 Q € O(3), mozemo zapisati kao
111 Q2Q1Usef(Ve) = QaQuUspilef(de) = QUsQef (V)
uz oznaku Q = Q2Q; € O(3). Kako bismo nasli razli¢ite orbite koristimo se ¢injenicom

da Grammova matrica trojke vektora jedinstveno odreduje te vektore, do na ortogonalnu
transformaciju. Zato gledamo elemente Grammove matrice

QU3Qef (V) - QU3 Qef (V) = ef(ve) - QTU5Qef (V) -
Razlicite Grammove matrice ¢emo dobiti razli¢itim linearnim transformacijama oblika
QUQ = niI+ (3 — n})Qe3 ® QTey .
Medutim postoje samo tri razlicita tenzorska produkta oblika Q7e3 ® Q7e3, za Q € PC,
a oni su dani transformacijama I,Q; i Q2 koje preslikavaju e3 u e3, e3 u ex i e3 u ey,

respektivno.

Q.E.D.
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Tri orbite iz gornje leme (zovemo ih jos i energetske jame, ili samo jame) su povezane
s varijantama tetragonalne faze. To je konzistentno s promatranjima, gdje je uoceno da
prilikom prijelaza kubi¢na jedini¢na celija moze biti istegnuta u bilo kojem od smjerova
koje definiraju bridovi kocke. U nasem izlaganju postojanje te tri orbite proizlazi prirod-
no iz razmatranja svojstava resetke i okoline N¢. Svaka od orbita u (2) se sastoji od
dvije disjunktne komponente, kao posljedica strukture ortogonalne grupe (det = =+1).
Ortonormirani vektori dani u Lemi 4 se nazivaju kubic¢ne osi.

Sada, prema Lemi 4, znamo sve minimizatore funkcije ¢. Toénije vrijedi:

(A3+) zasvakid € I, ¥ > V., orbita {{Qef(¥)} : Q € O(3)} je strogo minimizirajuci skup
za ¢(-, 1) na NC.

(A4+) za svaki ¥ € I, 9 < U, orbite dane s (2) su strogo minimizirajuéi skupovi za ¢(-, )
na N°.

Cauchy-Bornovo pravilo

Do sada smo razmatrali Bravaisovu resetku i svojstva vezana neposredno uz nju. Me-
dutim, nas je cilj dobiti kontinuiranu teoriju. Dakle, potrebno je povezati svojstva resetke s
makroskopskim svojstvima materijala. To nam omogucéuje Cauchy-Bornova pretpostavka.
Promatrajmo kristal koji zauzima podrucje €2 referentnog sustava. Uzmimo da u svakoj
tocki x € 2 postoji Bravaisova reetka s primitivnim vektorima translacije {€)(x)}. Pret-
postavimo, nadalje, da funkcija y(x) opisuje deformaciju kristala kao posljedicu neke sile
ili promjene temperature. Neka je F(x) gradijent deformacije. Pogledajmo sada resetku u
istoj materijalnoj tocki x nakon deformacije. Neka su {e;(x)} primitivni vektori translacije
deformirane resetke u tocki x. Cauchy-Bornovo pravilo kaze da se primitivni vektori
translacije resetke mijenjaju prema djelovanju gradijenta deformacije

ei(x) = F(x)ef (x) .
Drugim rije¢ima, primitivni vektori translacije resetke se ponasaju kao materijalno vlakno.

Pretpostavimo sada da nedeformirani kristal ima kubiénu resetku. Cauchy-Bornovo
pravilo nam omogucuje da definiramo gustocu slobodne energije kristala ¢ : N — R s

O(F, V) := §(Fef(Ve), Fes (V). Fes(de), 9) |
gdje je F gradijent deformacije, te
¢ ={A e GL*(3) : {Aef(V.)} € N} .
Za referentnu konfiguraciju smo uzeli nedeformiranu kubi¢nu fazu na temperaturi prijelaza.

Napomena. U upotrebi Cauchy-Bornovog pravila je zapravo implicitno dana ideja
krupnih zrna i linearizacije: pretpostavljamo da se ukupna slobodna energija tijela moze
dobiti kao suma slobodne energije elemenata particije tijela (2 na male komade (zrna).
Stovise, smatramo da su ta zrna dovoljno mala tako da je deformacija na njima u biti
linearna i da su dovoljno velika da sadrze puno tocaka resetke.

"
Gustoca slobodne energije neposredno nasljeduje neka svojstva iz (A1), (A2), (A3+)
i (A4+). Kako bismo opisali ta svojstva, definirajmo za svaki ¢ € I tenzore Uy (%), Us(?}),
Us(¥) na sljedeéi nacin
Ui () = m (I + (n2(9) — m(V))er ® e
= Q2U3(0)Q3,
Us(¥) = m (DI + (n2(9) — m(V))e2 @ e

= Q1U3(9)Qj),
U3 () = (NI 4 (n2(9) — ni(V))es @ ez,
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gdje su eg, ez, e3 vektori definirani u Lemi 4. Uo¢imo da je matrica Usz(1)) definirana kao u
(3). Za svaki 0 € I isvaki F € N vrijedi

(E1) ¢(FR,9) = (R, ) za svaki P*32) .= R € SO(3) NP =: P(432),
(E2) o(F,9) = ¢(U,9), gdje je F = RU polarni rastav matrice F.
(E3) ¢(+,9) ima strogi minimum na orbiti 7(9)SO(3), za ¥ > ..

(E4) Za v < Y., ¢(-,9) ima strogi minimum na uniji orbita

SO(3)U(9¥) USO(3)Uz(¥) USO(3)Us(¥) .
Za nas ¢e od izuzetne vaznosti biti upravo ove minimizirajuce orbite.

Makroskopski opis deformacije

Do sada smo uglavnom promatrali prijelaz kubi¢ne u tetragonalnu resetku. Na slican
nacin zaklju¢ujemo i kod prijelaza kubi¢ne u ortorombiénu, odnosno ortorombi¢ne u mono-
klinicku resetku. Opéenito pocinjemo s Bravaisovom resetkom £(g;) ¢ija je tockovna grupa
Pl i transformiramo je u Bravaisovu resetku £(Ug;) kojoj je pridruzena to¢kovna grupa
P2. Pretpostavljamo da je {Ug;} € N, gdje je N' omedena otvorena okolina koja, kao u
Teoremu 2, zadovoljava

i) {gi} eN;
i) A je O(3) invarijantna: (VQ € O(3)) QN = N;
iii) za svaki p € G je ili p[N] =N ili u[N]NN = 0;
iv) ako je p € G, onda je u[N] =N ako i samo ako je Qg; = 1/g; za neki Q € PL.

Neka je sada Q € P?. To znaci da je Q € O(3) i da za neki u € G vrijedi
QUg; = 1] Ug; .

Prema (i) je tada {4/ Ug;} € N, sto povlaci da je MNTNN # 0, pa je onda, prema (iii),
N =N, iz éega slijedi (prema (iv)) da postoji Q € O(3) takva da vrijedi

1/Ug; = Uplg; = UQg; .
Medutim, kako je QUg; = /Lg Ug; i vektori g1, g2, g3 su linearno neovisni, to je onda

UQ=QU=QUQQ.

Iz jedinstvenosti polarnog rastava slijedi da je za svaki Q € P?

U=QuUQ",

te takoder Q = Q, §to povlaci
P2CP.

Pretpostavimo sada da je Q € P! takav da je U = QUQ7. Tada, zaklju¢ujuéi sli¢no kao
gore, postoji pu € G takav da je u[N] =N, te da vrijedi
Qgi = 11/g; -
Medutim, tada je _
QUg; = UQg; = 11;Ug; ,
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pa je Q € P2. Uvazivsi sve to vidimo da je
(4) P?={QecP' : U=QUQ"}.

Uocimo da, uz poznate tockovne grupe P! i P2, relacija (4) daje karakterizaciju svih
pozitivnih simetri¢nih matrica koje uzrokuju promjenu simetrije P! — P2 na N. Takoder,
primijetimo da su oni elementi iz P! i P?, ¢ija je determinanta jednaka —1, nevazni za
relaciju (4), jer se Q pojavljuje dva puta Stoga se u daljnjem ograni¢ujemo na podgrupu
tockovne grupe koja se sastoji samo od rotacija, koju ¢emo, radi jednostavnosti, i dalje zvati
tockovnom grupom. Cesto se, u proucavanju martenziticnih faznih prijelaza, od samog
pocetka tockovna grupa definira kao skup svih rotacija koje ostavljaju kristal invarijantnim.
Teorija se dalje razvija, vise ili manje jednako, i teoremi su vrlo slicni. To je posljedica
¢injenice da prilikom martenziticnih faznih prijelaza dolazi do malih deformacija resetke
koje korenspondiraju rotacijama (v. [Bh]).

Za potrebe sljedeéeg teorema neka P(222) p222) oznacuju dvije ortorombic¢ne pod-
grupe grupe P32 gadje je p(222) #* RPZ22IR", za bilo koji R € P#32) (73(222) ima za

(222)

osi tri normale na stranice, dok se osi grupe P sastoje od dvije plosne dijagonale i

jedne normale na stranu). I P(222) § p222) gy reprezentacije apstraktne grupe 222. Dalje,
neka je pi22) c p(432) tetragonalna grupa (apstraktna grupa 422) i neka PR c pl2)
oznac¢ava monoklinicku grupu. Ovdje neéemo precizno opisivati ove grupe [za notaciju
grupa simetrije (v. [T]), jer su nam potrebne samo za sljedeéi teorem. Zbog toga ¢emo i
teorem samo djelomi¢no dokazati.

Teorem 3. Neka su P? C P! dvije konacne podgrupe grupe SO(3) i neka je U ™2 skup
svih simetri¢nih pozitivnih matrica U € GL(3) takvih da je

P?={QeP' : U=QUQ"}.
i) Ako je Pl = 73(432), a P? =PMU22) onda je

UBD=U2) — (T4 gy — e ®@ep = m1 > 0, 72 > 0, 11 # 1o}

gdje su ey, k € 1..3 vektori na osi cetverostruke rotacije grupe P22 definirani u Lemi
4.
ii) Ako je P! = P32 4 P2 = P22 onda je

U= — 6] @ e+ 1men R eg + 1m3e3 D ey
m >0,n2>0,n3>0, 0 #n2, m #n3, N3 £ N2},

iii) Ako je P} = P32 4 P2 = P(222) 1444 je

R / 1 1
UBDTEET = {onies + ) @ (e + &) + S1j(ei — ) ® (e — &) + e @ e -
ni > 0,15 >0, mg >0, mi # 15},
gdje su e; +ej, e; — e; i ey, vektori koji leze na osima dvostruke rotacije grupe p(222)"

iv) Ako je Pt = P22 4 P2 = P® tada je

UPD=Q) = (18 @& +més @& +maer @ e M > 0,10 >0, 13 > 0, 71 # 12,
(€1,€2,e) ortonormirani, & # tej, € # +er},

gdje ey lezi na osi dvostruke rotacije grupe PR,
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Ball-Jamesova teorija

Dem. Mi ¢emo pokazati samo da se u tvrdnji (i) sve matrice U € U132)—1422) ooy

prikazati u gornjem obliku. Dakle, neka je vektor eg, £ € 1..3 kao u Lemi 4. Tetragonalna
grupa P22 sadrzi rotacije za 2%” oko osi na kojima leze ovi vektori e;. Neka R oznacava
rotaciju za /2 oko osi na kojoj lezi vektor e;. Tada je

RPUR™)? =U, zap=€ 1.3,

pa je RPU(R")Pe;, = Uey. Koristedi ¢injenicu da je rotacija identiteta na svojoj osi, i samo
na njoj slijedi da je (R")Pe; = ey, te postoji ny takav da je

Uey, = 108y,

odnosno ey, je svojstveni vektor matrice U. Pretpostavimo da je e_le; neki drugi svojstveni
vektor sa svojstvenom vrijednoséu ;. Tada je nie = Ue = RPU(RT)Pe pa, mnozedi s lijeva
matricom (R7)P, dobivamo

U(R7)Pe =n1(R7)Pe

odnosno i vektor (R7)Pe je svojstveni vektor sa svojstvenom vrijednos¢u ;. Kada bi bilo
1n1 = 12 onda bi, prema spektralnom teoremu, nuzno vrijedilo U = nI, pa slijedi da je
PU32) — pli22) g 5o nije istina. Dakle, nuzno je m # n9, pa spektralni teorem opet
povlaci da je

U=mI+(n—me,@e.

Druga inkluzija tvrdnje (i) se jednostavno provjeri direktno na ¢lanovima grupa pli22)

i P32 5t0 izostavljamo. Ostale tvrdnje teorema se dokazuju na slican naéin.
Q.E.D.

Uocimo da je tvrdnja (i) implicitno iskazana u Lemi 4. Naime, Lema 4 nam je dala sve
moguce minimizirajuce orbite za prijelaz plosno centrirane kocke u plosno centriranu tetrag-
onalnu resetku. Kao Sto smo ve¢ rekli, te orbite korenspondiraju varijantama martenzita,
koje nam upravo daje gornji teorem. Naime, ako uvedemo pretpostavke analogne oni-
ma (Al), (A2), (A3+), (Ad+), visejamska struktura moze se direktno izvesti iz Teorema
3. Dakle, da bismo odredili orbite potrebno je poznavati samo tockovne grupe ostenita i
martenzita.

Napomena. Teorem 3 pokazuje da bilo koji prijelaz kubi¢ne u tetragonalnu resetku (jed-
nostavna kocka u jednostavnu tetragonalnu resetku, ili prostorno centrirana kocka u pros-
torno centriranu tetragonalnu resetku) ima istu strukturu energetskih jama (iste tockovne
grupe), dok u prijelazu kubi¢ne u ortorombicnu resetku imamo dvije razli¢ite strukture en-
ergetskih jama: jedna je dana istezanjima duz kubic¢nih osi, dok je druga dana istezanjima

duz jedne osi i para plosnih dijagonala okomitih na tu os. .

Od posebnog interesa je broj energetskih jama. Zapravo, moze se pokazati da je broj
orbita dan s
P

P2

gdje su P! i P? tockovne grupe ostenita i martenzita respektivno, a |- | oznacava red grupe.
Iz gornjeg teorema (ili iz ovog rezultata teorija grupa) lako se moze izra¢unati broj jama.
Vrijedi: kubi¢na u tetragonalnu

Ppl22) - p32) . 3 arijante .
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kubiéna u ortorombiénu

p(222) — p(432)
P(222)’ c p432)

ortorombi¢na u monoklinicku

Pp2) - p(222)

32

: 6 varijanti ,

: 6 varijanti .

: 2 varijante .
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Varijacijska teorija faznih prijelaza

1. Blizanci u martenzitu

Kinematicka kompatibilnost

Do sada smo vidjeli da prilikom martenziticnog faznog prijelaza mozemo dobiti ra-
zli¢ite varijante martenzita. Koja varijanta ¢e se pojaviti ovisi o funkcionalu energije i o
rubnim uvjetima. Medutim, moze se pojaviti i viSe varijanti u istom uzorku istovremeno.
Zapravo, to i jest najceséi slu¢aj u martenziticnim materijalima: razli¢ite varijante marten-
zita se slazu jedna do druge i tako ¢ine uzorak. Postavlja se pitanje mogu li se te varijante
pojavljivati u proizvoljnim oblicima i Sto se dogada na granicama gdje se dvije varijante
dodiruju? Sada ¢emo vidjedi koji su nuzni uvjeti na odredene tipove granica i na varijante
koje se pojavljuju u uzorku, da bi mogli tvoriti ovakvu strukturu. Promatrat ¢emo jednu
veoma vaznu deformaciju: blizance u martenzitu.

Pretpostavimo da imamo tijelo €2 koje je plohom S C 2 razdvojeno na dva disjunktna
dijela, Q11 Qo. Dakle, Q = QU US, i1 NS =0, QNS =10. Pretpostavimo da je
dana neprekinuta deformacija y : Q — R3, takva da je

Fx+c , xey
y(z) =
Gx+d , x€Qo,

gdjesu F,G € GL*(3),ic,d € R3. Uocimo da, iako je deformacija neprekinuta, gradijent
deformacije nije. Zapravo gradijent deformacije ima skok preko plohe S. Ovakve defor-
macije imaju znacajnu ulogu u proucavanju martenzita; one opisuju koherentnu dodirnu
povrsinu varijanti martenzita. Postavlja se pitanje koje uvjete moraju zadovoljavati S, F,
G, cid da bi y bila neprekinuta deformacija? Odgovor daje sljedec¢a lema.

Lema 1. (kinemati¢ka kompatibilnost) Neka je Q C R? podrucje, te S C Q dvodi-
menzionalna ploha koja razdvaja Q0 na dvije komponente povezanosti Q1 # () 1 Qg # 0.
Dalje, neka jey : Q — R? funkcija, takva da je

_ Fx+c , xe
YO =\ Gxtd | xe,

gdje su F,G € GL*(3), i c,d € R3. Tada su sljedecée tvrdnje ekvivalentne
1) y je neprekinuta funkcija
2) ¢ =d, S je dio ravnine s normalom n, te postoji a € R3 takavdajeF —G=a®n.
Dem. Dokazimo prvo da (1) povlaci (2). Neka je, dakle, y neprekinuta finkcija. Tada, za
svaki x € S vrijedi
Fx+c=Gx+d,

odnosno

(F-G)x=d—c.

Definirajmo L := {x € R® : (F — G)x = d —c}. L je linearna mnogostrukost i ocito
vrijedi S C L, pa slijedi da je L ravnina, a S dio te ravnine. Takoder, prema teoremu o
rangu i defektu, slijedi da je F — G ranga 1, pa postoje vektori a i n, ||n|| = 1, takvi da je
F — G = a®n. Nadalje, za svaki x € L vrijedi

d—c=F-G)x=(a®n)x=(n-x)a,
Sto povlaci da jec =d in-x =0, odnosno n je normala na L. Time je ovaj smjer dokazan.
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Mikrostruktura u martenzitu
Pokazimo sada drugu implikaciju. Neka vrijedi tvrdnja (2). Tada, za x € S vrijedi

Fx+c— (Gx+d) = (F—-G)x
= (a®n)x
=(n-x)a=0,

pa je y zaista neprekinuta.
Q.E.D.

Deformacija koja ukljucuje dvije varijante

Pokusajmo sada pronac¢i deformaciju koja ukljucuje dvije jame, a koje korenspondi-
raju varijantama [ i J martenzita. Drugim rije¢ima, trazimo neprekinutu deformaciju y
takvu da je gradijent deformacije u I-toj martenziticnoj jami M na dijelu tijela €2y C €,
i u J-toj martenziticnoj jami M ; na dijelu tijela 22 C €. Pozivajuéi se na strukturu
energetskih jama, trazimo deformaciju y takvu da je

QiU; , na(y
(5) Vy =
Q:U; , nal,
za neke rotacije Q1 i Q2.
Napomena. Uoc¢imo da smo uzeli da su nam rotacije Q; i Q2 konstantne funkcije.

Kada bismo dopustili da rotacije ovise o tocki x u prostoru , na prvi pogled izgleda da bismo
dobili opéenitiju deformaciju.. Medutim, moze se pokazati da to nije moguce, odnosno da

su konstantne rotacije najopcenitiji moguci slucaj. .

(b)

Slika 1. (a) Deformacija koja ukljucuje dvije varijante. (b) Shematski
prikaz takve deformacije.

Gradijent deformacije opisan u (5) mora zadovoljavati uvjete kinematicke kompatibil-
nosti, ako zelimo da deformacija bude neprekinuta, odnosno da ne dode do pucanja tijela.
Drugim rije¢ima, mora vrijediti

QiU -QU;=b®n,

za neke vektore b i n, [|n|| = 1. Osim toga, ploha izmedu €21 i Q2 je nuzno ravnina s
normalom n (Lema 5). Na Slici 1 je shematski prikaz ove deformacije. Uvodeci oznake

Q=Q5Q11ia=Qjb dobivamo
(6) QU;—-Uy;=a®n.
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Blizanac

Jednadzbu (6) zovemo jednadzba blizanaca. Blizanac je koherentnu ravninu u kristalu
koja zadovoljava sljede¢a dva uvjeta
1. Resetka s jedne strane moze se dobiti jednostavnim smicanjem resetke s druge strane.
2. Resetka s jedne strane moze se takoder dobiti rotacijom resetke s druge strane.
Sada ¢emo pokazati da se deformacija opisana s (5) moze interpretirati kao blizanacku
deformaciju u kojoj se pojavljuju varijante I i .J. Prije toga lema.

Lema 2. Nekasua,bc R3. Tadajedet(I+a®b)=1+a-b, aakojea-b=0 onda je
I+ a ® b jednostavno smicanje u smjeru vektora a.

Dem. Racunom se trivijalno provjeri da zaista vrijedi det (I +a®b) =1+ a-b. Neka
je c jedini¢ni vektor takav da je {Hz_\l’ ﬁ,c} ortonormirana baza u R?. Ako zapisemo

operator I +a ® b u toj bazi, onda se trivijalno vidi da on opisuje jednostavno smicanje.
Q.E.D.

Neka su sada {f;} i {g;} primitivni vektori translacije resetki koje se nalaze s jedne,
odnosno druge strane ravnine. Prema Cauchy-Bornovoj pretpostavci vrijedi

(7) f; = QUye! i gi = Ujel,
gdje su {e?} primitivni vektori translacije referentne resetke ostenita. Prema (6) vrijedi
QU;=Uj+a@n=I+a®(U;')U;.
Kada to primjenimo na ef, koristeéi (7), imamo
fi=(I+a®(U;'n)g; .
Pokazimo da je I +a ® (U}ln) jednostavno smicanje. Vrijedi
det Uy = det (QUy) = det (I+a® (U 'n))det Uy = (1 +a- (U 'n))det Uy,

gdje smo koristili Lemu 2. Medutim, kako je det Uy = det U; # 0 (zato §to postoji rotacija
R iz tockovne grupe ostenita takva da je Uy = RTUjR), to je a- (U}ln) =0, pa je, prema
Lemi 2, I+a® (U}ln) zaista jednostavno smicanje, odnosno resetka s jedne strane blizanca
moze se dobiti jednostavnim smicanjem resetke s druge strane, ¢ime smo zadovoljili prvi
zahtjev iz definicije blizanca. Da bismo zadovoljili drugi, neka je rotacija R iz tockovne
grupe takva da je

U;=R'UjR.
Kako postoji pp € G takav da je Ref = ,uge;?, to slijedi da je
fi = QU[e?
= QRU,Re!
= QRU el

= NZQRTUJG = 1l Qg;

gdje je Q = QR rotacija. Prema osnovnom teoremu kristalografije je tada £(f;) = £(Qg;),
pa je time zadovoljen i drugi zahtjev. Uocimo da su posmak s, smjer posmaka p, i normala
na ravninu posmaka K dani s

-1
a UJ n

s=lall JUF'nl e =i K=
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Rjesenje jednadzbe blizanaca i klasifikacija

Sada ¢emo rijesiti jednadzbu blizanaca. Za dane F, G € GLT(3) kazemo da postoji
rjesenje jednadzbe

(8) QF -G =a®n,

ako postoji vektor a # 0, jedini¢ni vektor n i rotacija Q takvi da vrijedi (8). Sljededi
teorem, koji ne¢emo dokazati, daje rjeSenje (v. [BJ1]).

Teorem 1. (Ball, James) Neka su F,G € GL"(3). Definirajmo pozitivnu simetri¢nu
matricu C := GT"FTFG™!, i s \; ozna¢imo njezine svojstvene vrijednosti tako da je
0 < A1 < A2 < A\3. Jednadzba (8) ima rjesenje ako i samo ako vrijedi

9) C#1 i M<K, =1, A\32>1.

Ako su zadovoljeni uvjeti iz (9) onda postoje tocno dva rjeSenja dana s

As(1= A1) M(Az—1)_
—/\3_)\1 €1 t+ kK —)\3_/\1 €3

_\/)\_—\/)\_1 T3 Ta
N ey (VI AGTe e —GTe)

gdje je k = £1, p # 0 takav da je zadovoljeno ||n|| = 1, a & su svojstveni vektori matrice C
koji odgovaraju svojstvenim vrijednostima \;, ¢ € 1..3. Za k = 1 dobivamo jedno rjesSenje,

a za k = —1 drugo. U oba slucaja Q se lako dobije iz (8). .

Pokusajmo pojasniti teorem. Matrica C opisuje deformaciju jedne strane u odnosu
na drugu i njene svojstvene vrijednosti \; opisuju istezanja jedne strane u odnosu na drugu
(u smjeru vektora &;). Ako su dvije strane medusobne koherentne, trebamo naéi ravninu
koja je relativno neistegnuta. To je moguce ako i samo ako (a) jedno od tri istezanja je
jednako jedan, i (b) druga dva istezu, odnosno kompresiraju materijal, sto je upravo uvjet
9).

Da bismo provjerili mogu li dvije varijante martenzita I i J tvoriti blizanca, jednos-
tavno treba provjeriti uvjet (9) za F = Uy i G = Uj. Na taj nacin, provjeravajuéi sve
moguce parove varijanti, mozemo pronaci sve moguce modele blizanaca u materijalu, kao
Sto su to i ucinili Pitteri i Zanzotto. Takoder, uo¢imo da iz Teorema 1 slijedi da, ako dvije
varijante mogu tvoriti blizanca, onda mogu formirati dva razli¢ita tipa blizanca. Drugim
rije¢ima, Za svaki blizanacki sustav postoji reciprocni blizanacki sustav koji povezuje iste
varijante martenzita.

Teorem 1 daje opcenit rezulta, ali ¢esto zahtijeva i dosta racunanja. Postoji i slabiji
rezultat koji ima tu prednost Sto je dosta jednostavan i omogucéuje nam, na neki nacin,
klasifikaciju blizanaca. Znamo da su svake dvije varijante martenzita I i J povezane rotaci-
jom R iz tockovne grupe ostenita relacijom U; = R7"U;R. Ako je R rotacija za kut ,
onda vrijedi sljedeci teorem

Teorem 2. Pretpostavimo da je R rotacija za kut m oko osi €, te da matrice F,G €
GL™(3) zadovoljavaju sljedeée uvjete

1. FFF = R"TG"GR.

2. F'F # G"G.
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Tada postoje dva rjesenja jednadzbe (9), i dana su s

a:2(”GC:}_—TéeH2—Ge), n =¢€; odnosno
10
() a Ge n 2 (e GTGé)
=p 9 = - T T~ =19 9
p 1Gel|?

gdje je p # 0 takav da je zadovoljeno ||n|| = 1. Za oba rjesenja Q se lako izracuna iz (9).

Teorem 2 nam omogucuje djelomic¢nu klasifikaciju blizanaca. Uoc¢imo da je u prvom
rjeSenju u (10) ravnina blizanac ujedno i ravnina simetrije ostenita (u drugom to nije
tako). U ovakvom sluc¢aju kazemo da rjesenje opisuje blizanca tipa I. Nadalje, uo¢imo
da je u drugom rjesenju smjer posmaka na osi rotacije u tockovnoj grupi ostenita. Sada
kazemo da rjeSenje opisuje blizanca tipa II. Medutim u nekim slucajevima postoje dvije
razlicite rotacije koje zadovoljavaju uvjete Teorema 2, nazovimo ih R; i Rg. Pokazuje se
da je tada rjesenje tipa I koristec¢i rotaciju Ry jednako rjeSenju tipa II koristeéi rotaciju Ra,
i obrnuto. U ovom slucaju, kada je blizanac i tipa I i tipa II, zovemo ga slozeni blizanac.

n
Q,U; .U %ZUJ V

Slika 2. Paralelni blizanci koji razdvajaju dvije varijante.

(b)

Slika 3. (a) Cik-cak blizanci koji razdvajaju dvije naizmjeni¢ne varijante.
(b) Shematski prikaz.
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Paralelni, cik-cak i krizajuéi blizanci

Do sada smo proucavali jednog blizanca koji razdvaja dva homogena podrucja. Sada
¢emo prikazati nekoliko deformacija kod kojih se javlja vise ravnina blizanaca. Najprije
pogledajmo materijal prikazan na Slici 2. Tu je prikazano vise paralelnih ravnina blizanaca
koje, na jednak nacin, razdvajaju dvije varijante martenzita. Uoc¢imo da je uvjet kompa-
tibilnosti na svakoj ravnini jednak (do na predznak) kao u (6). Dakle, ako je moguée
konstruirati blizanacku ravninu izmedu neke dvije varijante, tada je automatski moguce i
konstruirati vise njih kao na Slici 2. Ovakve strukture se, zapravo, veoma ¢esto pojavljuju
u slitinama i na njih ¢emo se jos jednom vratiti.

Pogledajmo sada deformaciju prikazanu na Slici 3. Ovdje takoder imamo dvije var-
ijante martenzita, ali se koriste razli¢iti nac¢inida bi se povezale te dvije varijante. Koliko
nam je poznato ovakva struktura jos nije opazena.

ny

Q,Q,Q;U, Uy

V ‘nl

Q1 QzUK Q1 UJ

(a) ()

Ql Q2Q3UL UI

Q,Q, Uk Q4

(c)

Slika 4. (a) Krizajuéa blizanacka struktura u kojoj se pojavljuju éetiri
varijante. (b) Opéenita deformacija u kojoj se ¢etiri varijante susre¢u na
pravcu. (c¢) Shematski prikaz. (d) Geometrijska slika koju predvida Teorem
3. (pravci predstavljaju ravnine koje izlaze iz papira)

Moguca je i pojava struktura poput one na Slici 4a. Izgleda kao da jedna blizanacka
lamina sijece drugu. Najvazniji dio ovakve strukture je pravac na kojem se sijeku cetiri
ravnine-blizanca. Pogledajmo jedan takav pravac. Po¢nimo s opéenitom deformacijom tog
tipa, prikazanoj na Slici 4b. Uvjeti kinematicke kompatibilnosti na ravninama blizancima
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povlaci da postoje rotacije Q1, Q2,Qs, i vektori by, ..., by, te jedini¢ni vektori ny,...,ny

takvi da vrijedi
QU —U;=b1®@m

- Q1Q2Uig — QiU =ba ®ny
- Q1Q2Q3U, — Q1Q2Ugk = bz ®n3
4. Ur — Q1Q2Q3UL = by ®ny

5. nq,ne,n3, nyg leze u istoj ravnini.

W N =

Te relacije su prikazane shematski na Slici 4c. Uz oznaku Qg = (Q1Q2Q3)7, te
a1 = by, a3 = Qfbo, a3 = (Q1Q2)"b3, as = (Q1Q2Q3)"ny, ti uvjeti prelaze u

QU,;-U;=a180m
QUi —Uj=2a2®ny
Q3Up —Ug =a3®n3
QU - Up=a18ny
Q1Q2Q3Q4 =1

ni, N2, N3, ng leze u istoj ravnini.

(11)

SN e

Uvjeti 1-4 su zapravo jednadzbe blizanaca za svaki par varijanti. Medutim, to nije dovoljno:
moramo zahtijevati da je produkt svih rotacija jednak identiteti (uvjet 5). Taj uvjet nam
osigurava da nema dislokacija duz pravca na kojem se sijeku blizanci. Uvjet 6 kaze da
se blizanci zaista sijeku na pravcu. Sljedeé¢i teorem nam daje neke dovoljne uvjete za
egzistenciju rjesenja

Teorem 3. (Bhattacharya) Neka je R; rotacija za kut ¢ oko osi €1 i Ry rotacija za kut
¢ oko osi €2, gdje je €1 - €2 = 0. Neka je, dalje, €3 vektor okomit na €| i€, te I, J, K, L
cetiri razlicite vrste martenzita koje zadovoljavaju sljedece uvjete
1. U; = R]U[R;y, Uk = R5U R, U, =RiU/Ry
2. ég-U%ég?ﬁO.
Tada postoje dva rjesenja jednadzbe (11). Oba rjesenja geometrijski nuzno izgledaju

kao na Slici 4. .

Uoc¢imo da se na Slici 4 izmjenjuju blizanac tipa I i blizanac tipa II. Osim toga, dva
blizanca tipa I leze na istoj ravnini, dok su dva blizanca tipa II zrcalne slike jedan drugog
preko te ravnine.

U prijelazu kubi¢ne u tetragonalnu resetku nije mogucée dobiti ovakav martenzit, jer
nam trebaju cetiri razliCite varijante, Sto u ovom slucaju nemamo. U prijelazu kubi¢ne u
ortorombicnu resetku moze se krizati blizanac tipa I sa slozenim blizancem ili blizanac tipa
IT sa slozenim blizancem, sto je i opazeno. U prijelazu kubi¢ne u monoklinicku resetku
mozemo imati razli¢ita krizanja, sto je takoder opazeno.

Postoje jos i slozenije strukture blizanaca, primjerice klinasta struktura te neke druge
u kojima se pojavljuje ravnina koja razdvaja ostenit i martenzit. Slike nekih takvih struk-
tura su dane na kraju Rada.
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2. Mikrostruktura

Vidjelo smo da prilikom deformacije dolazi do pojave blizanaca, kao posljedica zelje
za minimizacijom energije. Medutim, rijetko se moze opaziti samo jedna takva izolirana
granica u martenziticnim materijalima. Umjesto toga, tipi¢na je pojava slozenih struktura
s puno ovakvih granica. Osim toga, velicina ovakvih struktura je ¢esto znatno manja nego li
veli¢ina samog uzorka. Zato kazemo da martenzit formira mikrostrukturu. Ve¢ smo vidjeli
da je moguce opistati deformacije poput one na Slici 2, gdje su dvije granice-blizanci vrlo
blizu jedna drugoj. Medutim, jos uvijek nismo odgovorili na pitanje zasto je tipicna slika
martenzita slozena struktura na vrlo maloj mjernoj skali (¢ak ispod sto veli¢ina atoma),
zasto martenzit formira mikrostrukturu?

U ovom odjeljku ¢emo vidjeti da je ta fina skala mikrostrukture direktna posljedica
postojanja vise energetskih jama gustoce energije ¢. Ideja je sljede¢a. Promatrajmo kristal
s pridruzenim rubnim uvjetima. Energetski on tezi ka dnu ili blizu dna neke njegove en-
ergetske jame. Ako rubni uvjeti odgovaraju nekoj od jama, tada kristal jednostavno mini-
mizira svoju slobodnu energiju. S druge strane, ako rubni uvjeti nisu konzistentni niti s
jednom energetskom jamom, ali su zato konzistentni sa srednjom vrijednosti nekoliko jama,
tada materijal moze zadovoljiti oba uvjeta (minimizacija energije i rubni uvjeti) odredenom
kombinacijom tih jama. Naravno, zbog kinematicke kompatibilnosti, odnosno zahtjeva da
je deformacija koherentna, kombinacija ne moze biti bilo kakva. Uskoro ¢emo vidjeti da
ovakve kombinacije na vrlo maloj skali znatno pove¢avaju moguénost materijala da zado-
volji uvjete koje mu namece kinematicka kompatibilnost. Upravo zato se tipican martenzit
sastoji od mikrostrukture, odnosno slozene strukture koju ¢ine vrlo sitne, razlicite varijante
martenzita.

Sada ¢emo vidjeti tri akademska primjera. Prvi je poznati jednodimenzionalni primjer
u varijacijskom racunu. Nazalost, pojam koherentnosti nema smisla u jednoj dimenziji, pa
moramo umjetno popraviti zada¢u. Drugi primjer je u dvije dimenzije, a treéi u tri.

R

1 0 1 ~ 1

Slika 5. Gustoca slobodne energije u jedndimenzionalnom slucaju.

Pojednostavljeni primjer u jednoj dimenziji

Promatrajmo tanku zicu podloznu samo longitudinalnim deformacijama. Drugim
rije¢ima, nasa referntna konfiguracija je otvoreni interval (0,1) C R, a deformacija je
funkcija y : (0,1) — R. Gradijent deformacije je skalar

dy
f=q
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Pretpostavimo da je gustoca energije dana s

2 2
o(f) = (=17,
kao $to je prikazano na Slici 5. Uoc¢imo da su moguée dvije vrste martenzita, konzistentne

s energetskim jamama f =11 f = —1. Pretpostavimo da je ukupna energija dana s
1

1
Bly) = /0 60 (2) + y(x)2)de = /O [(F(x) — 1) + y(2)?)de

te da nasa deformacija zadovoljava rubni uvjet y(0) = y(1) = 0. Uo¢imo da se ovako defini-
rana energija razlikuje od uobicajenog slucaja (¢lan y?). Slicna varijabla se, u visim dimen-
zijama, pojavljuje prirodno, kao posljedica koherentnosti koja, kao §to smo ve¢ napomenuli,
nije u biti nikakav zahtjev u jednoj dimenziji. Da bismo fizikalno opravdali ovakvo modeli-
ranje mozemo zamisliti da je zica ucvrséena na elastiéni temelj i da je drugi ¢lan energija
tog temelja. Osim toga, ovaj primjer sluzi samo da bismo dobili bolju predodzbu u visim
dimenzijama.

1
Ay
1L
2
! - X
0 1 1
2
“yz
1_
2x2
| | —X
0 1 1 3 1
4 2 4
1\)’6
1
2x6 [,
0 1 1 2 T —x
6 3 3

Slika 6. Niz deformacija koji minimizira slobodnu energiju u jedndimen-
zionalnom sluc¢aju
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Mikrostruktura u martenzitu

Sada ¢emo pokazati da ne postoji deformacija koja minimizira funkcional energije
i zadovoljava rubni uvjet. Lako se vidi da je E(y) > 0 i to za svaki y € V[/01’4(<07 1))
Pokusajmo pronaéi deformaciju y € VVO1 ’4( (0,1)) takvu da je E(y) = 0. To znaci da mora
biti
dy

41 =0,
dx ! y

Sto je nemoguce. dakle ne postoji deformacija koja zadovoljava rubne uvjete i mini-
mizira ukupnu energiju. Medutim, postoji niz minimiziraju¢ih deformacija (yn)n, yn €
Wy ((0,1)) tako da vrijedi

lim E(y,) =0.

n—oo

To je niz, za p € 0..n — 1, definiran s

2 1
yn(z) = n n 2n
" p+1 2p+1 p+1
—Z 9 IT X
n 2n n

Na Slici 6 su prikazani grafovi nekoliko ¢lanova niza. Lako se vidi da je y, € VVO1 ’4(<0, 1))

ida je % = +1. Takoder vrijedi

1

2
b0 7 1 1
E(yn):n/o $2dl'+n/1 (ﬁ—x)zd.fzw,

2n

pa je zaista lim, o E(y,) = 0.

Dakle, pokazali smo da ne postoji funkcija y € Wol’4(<0, 1)) koja zadovoljava g—g =+1
i E(y) = 0. Medutim, mozemo doéi proizvoljno blizu najmanjoj vrijednosti funkcionala
energije birajuc¢i funkcije ¢iji gradijent brzo oscilira izmedu —1 i 1. Kako gradijent iden-
tificiramo s varijantama martenzita, ovakva funkcija s brzo osciliraju¢im gradijentom se
u materijalu manifestira kao mikrostruktura. Da bismo dobili ovakvo ponasanje u jednoj
dimenziji morali smo dodati ¢lan y2. Sada ¢emo vidjeti da u visim dimenzijama rubni
uvjeti i koherentnost preuzimaju ulogu tog ¢lana.

Pojednostavljeni primjer u dvije dimenzije

Prerezimo promatrani kristal: time dobivamo dvodimenzionalni presjek 2. Uzmimo
da je ) kvadrat strane duljine L. Neka je deformacija dana skalarnom funkcijom progiba
y : 2 — R. Gradijent deformacije tada identificiramo s vektorom

fzwz(ay ay)=<f1,f2)-

Ox1’ Oy
Pretpostavimo da je gustoca energije dana s
of) = (fF -1+ f35
kao sto je prikazano na Slici 7. Uo¢imo da postoje dvije energetske jame: (1,0) i (—1,0).

Pretpostavimo, dalje, da nam je zadan rubni uvjet y = 0 na 0€2 i pokusajmo naéi takvu
deformaciju y da minimizira ukupnu energiju

E(y) = /ch(V’y) :
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Uoc¢imo da je i ovdje, slicno kao i u jednodimenzionalnom primjeru, £ > 0. I ovdje ¢emo
pokazati da ne postoji deformacija koja zadovoljava rubne uvjete, takva da joj je ukupna
energija 0, ali zato mozemo do¢i dovoljno blizu nuli.

[y

f

Slika 7. Gustoca slobodne energije u dvodimenzionalnom primjeru.

Pretpostavimo da postoji deformacija y € I/VO1 ’4([0, L]?) koja zadovoljava rubne uvjete,
takva da je E(y) = 0. Kako je ¢ nenegativna funkcija, to znaci da je ¢ = 0 skoro svuda,
odnosno Vy = (1,0) ili Vy = (—1,0) skoro svuda na €2, pa postoji funkcija z : (0,1) - R
takva da je

y(x1,x2) = 2(21) -

Medutim, rubni uvjet povlaéi da je y(z1,0) = 0, pa je y = 0 na . Medutim, tada
je Vy = (0,0), sto je konradikcija s pretpostavkom da je E(y) = 0. Dakle ne postoji
deformacija ukupne energije jednake nuli, koja zadovoljava rubne uvjete.
Sada ¢emo pokazati da postoji niz funkcija (y™), y™ € WOM([O, L]?) koje zadovoljavaju

rubne uvjete i za koje je

lim E(y")=0.

n—oo
Za pocetak konstruirajmo niz funkcija (™) ¢iji gradijenti osciliraju izmedu (1,0) i (—1,0),
pa im je energija jednaka nuli. Razmisljajuc¢i na slican nacin kao u jednodimenzionalnom
slucaju vidimo da krovolike funkcije definirane s

P P 2p+1
rn—- , —<uI 5
n o n n n
Fenr) =94 %+ 1 p+1
—-r <1< —
n 2n n

zadovoljavaju ovaj uvjet (Slika 8). Medutim, nijedna od ovih funkcija ne zadovoljava
rubni uvjet za x9 = 01 x9 = 1. Stoga ¢emo malo promijeniti ove funkcije tako da one
zadovoljavaju i rubni uvjet. Tada ukupna energija vise nece biti nula, ali ¢e ostati dovoljno
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mala (Slika 9). Najprije, za n € N definirajmo skupove

T:zp@0 {(ml,xg)GQ : 2(371—2%1) <29 < <x1—2>}
S::pLiJO {(xl,xg)eﬁ : 1—%—}—2(3:1—2]9;1) <x2<1+2<x1—;—?>} )

Ti skupovi su unije trokuti¢a na kojima ¢emo malo promijeniti polazni niz. Definiramo niz
funkcija (y™) s

r9 , mnal
y" (1, x2) = l1—29 , nas
2"(x1,x2) , inace

Uocimo da gradijenti funkcije y™ ne pripadaju jamama na skupovima 7" i S, pa zato ukupna
energija nije nula, ali zato zadovoljavaju rubni uvjet. Medutim, lako se moze izracunati da
je za svakin € N

pa je onda
lim E(y,) =0.
n—oo

Dakle imamo minimizirajuéi niz. Sve skupa, kada zahtijevamo da rubni uvjet bude nula,
materijal stvara finu mjesavinu dviju varijanti u pokusaju da minimizira svoju energiju.

A X2

(a) (b)

Slika 8. (a) Krovolika deformacija s alternirajué¢im gradijentima. (b)
Gradijenti deformacije prikazane na (a).

Dakle, sto se zapravo desava? Minimizacija energije zahtijeva da gradijent poprima
vrijednosti iz jama (1,0) i (—1,0), dok rubni uvjeti zahtijevaju da srednji gradijent bude
(0,0). Materijal udovoljava tim uvjetima tvoreé¢i mjesavinu dviju faza koje odgovaraju
dvjema jamama. To uzrokuje da je gradijent po dijelovima konstanta i da je deformacija
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cik-cak prirode. Zbog takve prirode deformacije ne mogu se posti¢i rubni uvjeti, osim u
slu¢aju da je mjeSavina jako fina. Stoga kazemo da je mikrostruktura posljedica pokusaja
materijala da minimizira svoju energiju i zadovolji rubne uvjete u isto vrijeme. Takoder,
uoc¢imo da kada bi postojala samo jedna energetska jama, minimizacija energije ne bi
zahtijevala mjesavinu, odnosno ne bi bilo mikrostrukture. Drugim rijecima, mikrostruktura
je direktna posljedica visejamske prirode gustoce energije.
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Slika 9. Niz deformacija koji minimizira slobodnu energiju. Prikazani su
tredi i Sesti ¢lan niza, te njihovi gradijenti.

Pojednostavljeni primjer u tri dimenzije

Sada ¢emo prikazati trodimenzionalni primjer, koji je slican dvodimenzionalnom.



Mikrostruktura u martenzitu

ka su matrice A, B € GL*(3) takve da vrijedi
A—-B=a®n,
za neke vektore ain. Za A € (0,1) definiramo matricu
Fy =) +(1-\B.

Pretpostavimo da imamo materijal ¢ija gustoca slobodne energije ¢ zadovoljava sljedeca
svojstva

p(A)=0¢(B)=0 i (YAc(01) o(Fy)>0.

Uocimo da takvu situaciju imamo na Slici 1b, uz oznake A = QU;, B = Q2U ;. Pret-
postavimo, dalje, da nas kristal zauzima podrucje €2 referentne konfiguracije i da nam je
dana deformacijay : Q — R3 koja, za fiksan A € (0, 1) zadovoljava rubne uviete y(x) = Fx,
za x € 2. Pokusajmo sada minimizirati slobodnu energiju danu s

E(y) = /Qd)(Vy) :

Pogledajmo prvo energiju homogene deformacije y(x) = Fyx. Vrijedi

Bly) = [ 6(F2) = wol(@)o(Fx) > 0.

Dakle homogena deformacija koja korenspondira rubnim uvjetima ima strogo pozitivnu
energiju. Pokazat ¢emo da energiju mozemo redicirati do nule rade¢i mjesavini gradijenata
A i B tako sto ¢emo konstruirati niz deformacija y" takav da je lim, . E(y") = 0.
Kako je ¢(A) = ¢(B) = 0 potnimo s konstrukcijom niza deformacija (z"),, tako da je
Vz" € {A,B}. U tu svrhu definirajmo neprekinutu periodicku funkciju 2 : R — R na

sljede¢i nacin
—(1—=XNt , zate |0,
w0 e
AMt—1) , zate[N]1],

i dalje je prosirimo po periodic¢nosti. Sad definiramo niz funkcija, prikazan na Slici 10a, s
n 1
z"(x) := Fyx — —h(nx - n)a.
n

Lako se moze provjeriti da je zaista Vz" € {A,B}, pa je onda i E(z") = 0. Takoder,
uocimo da niz funkcija (z"") aproksimira funkciju x — F,x. Naime, lako se vidi da je

[A(O] <AL =A),

pa je onda
(Vx € Q) [|2%(x) — Fax|| < =,
n

za neku konstantu ¢. Medutim, niti jedna funkcija z"* ne zadovoljava rubni uvjet. Da bismo
to popravili, slicno kao do sada modificirat ¢emo funkciju z'* na tankom sloju uz granicu,
tako da ona i dalje ostane neprekinuta, ali da sada zadovoljava rubni uvjet. Time ¢emo
takoder promijeniti i gradijent deformacije, pa slobodna energija nece vise biti nula, ali ako
pripazimo da niz gradijenata deformacija bude ogranicen, onda ¢e energija u limesu biti
nula.
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=
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(©) (d)

Slika 10. Niz deformacija koji minimizira slobodnu energiju. (a) De-
formacija s alternirajué¢im gradijentima. (b) Minimizirajuéi niz: uoéimo
alternirajuce gradijente i rubni sloj. (c) Interpolirajuéa funkcija ™. (d)
Shematski prikaz finih blizanaca.

Sada ¢emo opisati konstrukciju novog niza. Neka je a > 0. Za n € N definiramo
skup

Q, = {XEQ ; d(x,aQ)>g} .

n
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Q, smo dobili tako §to smo iz € uklonili sloj debljine £. Zelimo da ¢lan novog niza (y™)

bude jednak z" unutar 2,,, i malo promijenjen na Q\ €2,,, ali tako da gradijenti kontroliranu
rastu. U tu svrhu, za n € N, definirajmo funkciju ¢/" : R? — [0, 1], prikazanu na Slici 10c,

takvu da vrijedi
) 5 0, naR\Q
X)) =
1, na Q,

n 2n
) ver<

Takva funkcija se moze definirati kao konvolucija karakteristi¢cne funkcije skupa €\ €, i
glatke funkcije s kompaktnim nosacem. Sada definirajmo

y"(x) = " ()" (x) + (1 = " (x))Fax .

Lako se vidi da je y" = z"" unutar €2, kao i da y” zadovoljava rubni uvjet. Pokazimo sada
da je niz (Vy") omeden. Vrijedi

VY™ (x) = V" (x) @ 2%(x) + 9" () V" (x) = Vi (x) © Fax + (1 = 9" (x))Fy
= V" (x) @ (2"(x) = Fax) + ¢" (x)VZ"(x) + (1 = 9" (x))F .

Stoga za svaki x € () vrijedi

VY O] < [V ()[[2" (%) = Fax]| 4+ [ [ [ VZ* (0[] + [(1 = " )| [IFAll
2n c

— 5 T ICONIVZE GOl + (1 = & (x)IFA]

<
<O,

gdje je C realna konstanta. Tu smo koristili ocjene [¢"| < 1, |1 — 9" < 1, te da je
Vz" € {A,B}. Stoga, kako je ¢ neprekinuta funkcija, vrijedi

Ey") = /Q B(Vy") = /Q o, A7) < Ol 00).

pa kako je lim,_.o vol(©2\ 2,) =0, to je i

lim E(y")=0.

n—oo
Dakle, (y") je zaista minimizirajuéi niz i materijal formira mikrostrukturu (gradijent os-
cilira izmadu A i B).

Uoc¢imo na kraju da ne mozemo konstruirati ovakav niz za proizvoljne matrice A
i B; uvjet kompatibilnosti mora biti zadovoljen. Takoder je veoma vazno da gradijent
deformacije bude ogranicen na podrucju interpolacijskog sloja. To je mogucée zadovoljiti
upravo zato Sto su oscilirajuc¢i gradijenti kompatibilni s rubnim uvjetom, u nekom srednjem
smislu. Da nema te kompatibilnosti, (Vy™) ne bi bio omeden na interpolacijskom sloju i,
iako volumen sloja tezi k nuli, slobodna energija niza bi tezila beskonacnosti.

Op’cenito moze postojati i vise minimizirajué¢ih nizova. Tada nas zanima pitanje
mozemo li opisati makroskopska svojstva svih minimizirajuc¢ih nizova ne vodeci racuna o
njihovom konkretnom obliku i njihovim svojstvima koja su nevazna za naSa razmatranja.
Pokazuje se da je ovo pitanje usko povezano spojmom poopcéenog rjesenja varijacijske
zadace koja ne dopusta klasicno rjesenje. To pak vodi na teoriju parametriziranih mjera
koju je tridesetih godina razvio L. C. Young.
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Veli¢ina mikrostrukture

Pogledajmo sada Sto odreduje velicinu mikrostrukture. Po onome Sto smo do sada
vidjeli, mikrostruktura je beskonacno sitna. Medutim, u stvarnosti nije tako, nego ima
neku odredenu veli¢inu. Sto odreduje tu velicinu? Sto odreduje na kojoj ¢e se skali mater-
ijal zaustaviti u formiranju mikrostrukture? To nije u potpunosti razjasnjeno, ali postoji
nekoliko pretpostavki.

Najprihvacenija se poziva na povrsinsku energiju izmedu slojeva. Vratimo se, na
trenutak, na dvodimenzionalni primjer. Pretpostavimo da smo slobodnoj energiju dodali
¢lan koji predstavlja povrsinsku energiju. Radi jednostavnosti pretpostavimo da je to
konstanta 1y po jedinici duljine (dvodimenzionalni primjer je u pitanju). Tada je ukupna
energija, volumna plus povrsinska, za deformaciju y" dana s

L
— 4 2Ln¢0 ,
n

i minimum se ne postize u beskonaénosti, nego za n = C'v/L, za neku konstantu C. Dakle,
Sto je velicina uzorka veca, to je mikrostruktura sitnija, Sto se i slaze s eksperimentom.
Medutim, ovakav nacin razmisljanja ima jedan ocit nedostatak: uzeli smo minimizirajuci
niz volumne energije i tada za njega racunali sumu volumne i povrsinske energije, pa onda
trazili minimum te sume na nasem nizu. Umjesto toga trebali bismo iz pocetka odmah
minimizirati zbroj volumne i povrsinske energije. Medutim, ovaj drugi slucaj vodi do
mikrostrukture koja je vrlo sitna blizu ruba, ali je zato gruba u sredini tijela, a Sto se ne
slaze s experimentom.

Drugi faktor koji utjece na velic¢inu slojeva mikrostrukture je dinamika. Premda je
minimizacija energije dobar nac¢in za razjasnjavanje nekih vidova mikrostrukture, mikro-
struktura nastaje dinamickim procesom. Postoje eksperimentalni dokazi da dinamicki
procesi mogu postaviti neka ogranic¢enja na velicinu skale.

Na kraju, mi koristimo kontinuiranu teoriju, a ona je dovoljno dobra samo za dovoljno
velike skale. Ispod toga utjecaj sila kvantne fizike je prevelik, pa kontinuirana teorija nije
dobra.

U svakom slucaju, usprkos tome sto prezentirana teorija nije dovoljno dobra da odre-
di velicinu mikrostrukture, dobra je za shvac¢anje nekih drugih aspekata mikrostrukture,
primjerice pojave pamcéenja oblika (shape memory effect).

Pojava pamcenja oblika

Pojava paméenja oblika (shape memory effect) je vezana uz sposobnost odredenih
materijala da, prilikom zagrijavanja, postignu plasti¢no identican oblik kakav smo mu dal-
i ispod kriticne temperature. Ispod kriticne temperature slitina je izrazito kovka, te je
stoga moguce dati joj neki zeljeni oblik. Medutim, kada je zagrijemo iznad kriti¢ne tempe-
rature ona poprima svoj prvotni oblik. Ponovno hladenje do ispod kriti¢ne temperature
ne uzrokuje nikakve makroskopske promjene i cijeli proces mozemo ponoviti. Intenziv-
na eksperimentalna i kristalografska istrazivanja tijekom Seszdesetih i sedamdesetih godina
ovog stoljeca su pokazala da bit ove pojave lezi u reverzibilnom ili termoelasticnom marten-
ziticnom faznom prijelazu koji se odvija unutar materijala. Kriticna temperatura je zapravo
temperatura prijelaza.

Promatrajmo uzorak kristala u fazi ostenita (Slika 11a). Hladenjem ostenit prelazi u
martenzit, ali varijante martenzita se slazu na takav nac¢in da nema makroskopske promjene
oblika (Slika 11b). Drugim rije¢ima, deformacija je identiteta na rubu uzorka. Ta je
pojava poznata kao samoprilagodivanje. Kada na martenzit djelujemo nekim opterece-
njem, on se deformira pretvarajuci jednu varijantu martenzita u drugu i tako tvoreé¢i novu
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mikrostrukturu (Slika 11c¢). Rezultantna deformacija je makroskopski plasti¢na: nema sila
koje zele vratiti prijasnji oblik, jer su sve varijante martenzita energetski ekvivalentne.
Medutim ukupna je deformacija reverzibilna: zagrijavanjem uzorka do iznad temperature
prijelaza svaka varijanta martenzita se vraca u jedinstvenu varijantu ostenita i uzorak
poprima svoj originalni oblik.

| | : Temperatura

|

Hladenje

Slika 11. Shematski prikazana pojava pamdcenja oblika

Ovdje se pokazuje da je od izuzetne vaznosti da tockovna grupa martenzita bude
podgrupa tockovne grupe ostenita, ina¢e bismo imali viSe varijanti ostenita, pa stoga i
nepotpuno pamcenje oblika. Takoder, ne moze se svaka deformacija martenzita zagrijava-
njem vratiti u originalni ostenit, nego samo one koje se mogu postic¢i preuredenjem varijanti
martenzita. Napomenimo jo$ da pojava samoprilagodivanja igra glavnu ulogu u pamcéenju
oblika, ne samo kao dio procesa, nego upravo omogucava reverzibilnu reakciju.

Samoprilagodivanje

Samoprilagodujuc¢a mikrostruktura je koherentno uredenje varijanti martenzita koje
zauzima podrucje Ciji se rub ne mijenja u odnosu na ostenit. Stoga je mogucée postici
ovakvu mikrostrukturu u okruzenju ostenita na koherentan nacin, i to bez ikakvog vanj-
skog pritiska. Materijal koji moze tvoriti samoprilagoduju¢u mikrostrukturu se naziva
samoprilagodujuci materijal. Jasno je da ne moze svaki materijal ¢initi takvu mikrostruk-
turu, pa se postavlja pitanje koji su nuzni i dovoljni uvjeti na reSetku da bi materijal mogao
tvoriti takvu mikrostrukturu. Iznenadujuce, iako postoje brojne vrste martenzita koje sud-
jeluju u procesu, pokazuje se da samoprilagodivanje materijala ovisi samo o ostenitu. Bez
dokaza navodimo koji su nuzni i dovoljni uvjeti za neke vrste ostenita:

kubic¢na:

detU; =1

tetragonalna:
(1) detU; =1,
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ortorombic¢na:
(I)detUy =1,
1
2 <1< Dass,
@) D11Dggy — D2,
1
<1< Dy,
) DosDs3 — D3y~
1
< 1 < D22 )

2
2) D D33 — D3,

gdje je U; matrica prijelaza, D = U%, a dj; komponente matrice D.

Slika 12. Krizajuéi blizanci u slitini Bakar-Aliminij-Nikal i shematski
prikaz gradijenata deformacije, te njihove povezanosti ranga jedan.

Kao sto se vidi, ocuvanje volumena za vrijeme prijelaza je nuzan uvjet za samopri-
lagodivanje. Medutim, to je i dovoljan uvjet, ako ostenit ima kubi¢nu resetku. Ako ostenit
ima neku drugu resetku, tada mora zadovoljavati jos neke dodatne uvjete koji, pokazuje se,

su dosta jaki. Zbog toga vec¢ina materijala koji pamte svoj oblik ima kubi¢nu osteniticnu
resetku.

Id

Slika 13. Klinasta mikrostruktura u slitini Bakar-Aluminij-Nikal. Nuzna
povezanost ranga jedan izmedu Sest ortorombi¢nih jama i nedeformirane
faze (ostenit) postoji samo za posebne gradijente transformacije Uj.
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Uoc¢imo da, cak i kada imamo materijal koji moze tvoriti samoprilagoduju¢u mikro-
strukturu, to ne zna¢i nuzno da on ima i moguénost paméenja oblika. Zapravo ima, ali ono
moze biti toliko malo da je prakticki zanemarivo. Naime, ako imamo deformirani martenzit
i grijemo ga, hoce li do¢i do vracanja u originalni oblik ostenita ovisi o tipu opterecenja
kojim je deformiran i o orijentaciji, Sto ovdje ne¢emo dokazivati.

A+(1-X\B

Slika 14. Primjer granice ostenita i paralelnih blizanaca u slitini Bakar-
Aluminij-Nikal, shematski prikaz gradijenata deformacije i povezanosti ran-
ga jedan medu njima.

Primjer

Objasnimo na primjeru kako se makroskopski ponasa materijal koji pamti svoj ob-
lik. Uzmimo tanku zicu Nitinola (slitine Nikal-Tiatan s 50,6% atomarnog udjela Nikla)
na sobnoj temperaturi.. Ta slitina ima temperaturu prijelaza malo iznad nule, kubi¢nu
osteniticnu resetku i monoklinicku martenziticnu resetku. Ako zicu stavimo u hladnu vodu
dolazi do prijelaza iz kubi¢ne u monoklinicku resetku, ali nema nikakvih makroskopskih
promjena. Tada zicu svinemo na proizvoljan nac¢in, ¢ime unutar zice dolazi do preuredenja
martenzita. Svinutu zicu stavimo u vrelu vodu i, kao posljedicu prelaska u osteniticku
reSetku ona burno mijenja svoj oblik i poprima onaj koji je imala prilikom stavljanja u
hladnu vodu.

Nitinol je materijal koji ima nevjerojatnu sposobnost pamcenja oblika, u smislu da
moze podnjeti velika optere¢enja prilikom deformacije u fazi martenzita i opet zagrija-
vanjem vratiti svoj originalni oblik. Prvi put je otkriven u Naval Ordnance laboratoriju
1962. godine. Od tada se primjenjuje na razne nacine, posebno u robotici i svemirskoj
tehnologiji.
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Slika 15. Jos nekoliko primjera mikrostrukture.
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