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§1. UVOD

Ambijent u kojem radimo je d-dimenzionalni euklidski prostor R? = {z =
d 1
(x1,...,2q) : Z1,...,24 € R} s normom |z| := (Z xf) *. Prisjetimo se da
i=1
je skup K C R? kompaktan ako i samo ako je zatvoren i omeden.

S C*(Q) oznacavamo skup kompleksnih funkcija definiranih na nekom
otvorenom skupu 2 C R? koje su k puta neprekidno diferencijabilne tj. koje
imaju neprekidne parcijalne derivacije k-tog reda, a s C'°°(£2) oznac¢avamo
skup funkcija koje su u C*() za svaki k € N.

Za  C R? i funkciju f : © — C definiramo njezin nosaé supp f :=
Clga{z € Q : f(z) # 0}. Sada s C°(Q2) oznacimo skup funkcija iz C*°(2)
takvih da im je nosa¢ kompaktan i sadrzan u 2. Klasican primjer funkcije
iz C>(RY) je funkcija

i) = exp [—ﬁ] , akoje |z| <1
0, ako je |z| > 1.

Mjera s kojom radimo je restrikacija Lebesgueove mjere A\? na o-algebru
Borelovih skupova u R? (koja je generirana mnoZinom otvorenih skupova u
R? i koju oznacavamo s Bga). Ta mjera je translacijski invarijantna i podu-
dara se s klasi¢nim volumenom na kuglama (i kvadrima) tj. A\4(K (z,r)) =
LS4 gdje je [STTY] = I?Er—;) plostina jedini¢ne sfere ST™! = {z € R?
|z = 1}.

Ako je B € Bga, onda Lebesgueov integral izmjerive funkcije f : B —

[0, 00], odnosno sumabilne funkcije f : B — C oznacavamo s [ f(z)dz, ili
B
krace s [ fd.
B
[ f(z)dx definiramo i onda kada je funkcija f definirana samo skoro svuda
B

na B. Tada definiramo [ f(z)dx := [ f(z)dz, gdje je Z neki zanemariv
B B\Z
skup takav da je f definirana (svuda) na B\ Z. Nije tesko vidjeti da ta

definicija ne ovisi o izboru skupa Z.



1. Uvod

Funkcija f : B — C je sumabilna ako i samo ako je |f| sumabilna.
Nadalje, ako su f,g : B — C sumabilne funkcije i ako su «, 8 € C, onda
viijedi | [ f(@)da| < [ |f|(@)dwi [(af+Bg)(@)dz = a [ f(z)dr+5 [ g(x)da.

Navefcgiimo sada (l])gez dokaza)Bosnovne teoreme o kinvergenciji%ebesgu—

eovog integrala, Fubinijev teorem, te teorem o zamjeni varijabli.

Teorem 1.1 (o monotonoj konvergenciji)
Neka je B € Bga i neka je (f,) rastuéi niz izmgerivih funkcija s B u [0, 00].
Tada je
lim/fn(a:)dx = /lim fo(x)d.
" J o

Lema 1.2 (Fatou)
Neka je B € Bga i neka je (f) niz izmjerivih funkcija s B u [0, 00]. Tada je

liminf/fn(x)dx > /liminffn(a:)dm.
B

B

Teorem 1.3 (o dominiranoj konvergenciji)

Neka je B € Bgra i neka je (f,) niz izmjerivih funkcija s B u C koji skoro
svuda konvergira k izmjerivoj funkciji f : B — C. Ako postoji sumabilna
funkcija g : B — [0,00] koja dominira niz (f,) u smislu da je |f.(z)| <

g(x) (ss) za svaki n € N, onda je i funkcija f sumabilna te je

1@/h@mz/ﬂmm

Teorem 1.4 (Fubini)
Neka je By € Bya,, By € Bga, 1 neka je (x,y) — f(x,y) izmjeriva funkcija
na By X By, gdje je x € By, ay € By. Ako je f(By x By) C [0,00] ili f

kompleksna sumabilna, onda su sljedeca tri integrala jednaka:

| fepday). [ [adsay [ [ 5.

Bl XBQ B2 Bl B1 B2



1. Uvod

Teorem 1.5 (o zamjeni varijabli)

Neka je 2 C R otvoren i neka je G : @ — G(Q2) C R? difeomorfizam. Ako
je [ izmjeriva funkcija na G(2), onda je i f oG izmjeriva funkcija. Nadalje,
ako je f(G(R2)) C [0,00] ili f kompleksna sumabilna, onda vrijedi

/ f(x)dr = /(f o G)(z)|det DG(x)|dz.
() Q

Sto se oznaka tice, s 7(X) oznacavamo topologiju prostora X, K(X) je
mnozina kompaktnih podskupova topoloskog prostora X, a K[z, r] je oznaka
za zatvorenu kuglu u metrickom prostoru.

Na kraju, spomenimo jedan nama vazan rezultat(vidi [3]:Propozicija 2.53):

d

/exp [—a|z|*] dz = <g>§ , a€R"

Rd



§2. LP-PROSTORI

Neka je B € Bga i neka je p € [1,00). Definiramo prostor
LP(B) := {f € CP . fjeizmjeriva i |f|? je sumabilna},

s tim da poistovjecujemo funkcije koje su jednake (ss). Nadalje, definiramo

i prostor
L>*(B) = {f € CP . f je izmjeriva i postoji kona¢na konstanta
K takva da je | f(z)] < K (ss)},

s tim da poistovje¢ujemo funkcije koje su jednake (ss). Iz nejednakosti
Va,8 € C) |a+ 3P < 2071 (lafP + |B|P) slijedi da je za p € [1,00] LP(B)

kompleksan vektorski prostor. Za p € [1,00) na LP(B) definiramo normu

1 fllor = ( / |f(3:)|”dfv);,

a na L*°(B) definiramo normu
£l :=inf {K € Rj : |f(z)| < K (s5)}.

Prema definiciji infimuma imamo

1
(vn e N)(1f@)] < I~ + - (53)).
a odatle (jer je prebrojiva unija zanemarivih skupova zanemariv skup) imamo
i
(1) (v f € LB (If@)] < I~ (s9)).

Neka je sada p € [1,00]. Ako je %4—% = 1, onda kazemo da je ¢ konjugirani
eksponent za p, tj. kazemo da su p i ¢ (medusobno) konjugirani eksponenti.
Lema 2.1
Za a,b € RY i X € (0,1) vrijedi nejednakost

a' ™ < Aa + (1 — \)b,

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b.



2. LP—prostori

Dokaz:
Tvrdnja je trivijalna ako je a = 0 ili b = 0. Za a,b > 0 tvrdnja slijedi
logaritmiranjem uz koristenje stroge konkavnosti funkcije In.

Q.E.D.

Teorem 2.2 (Hélderova nejednakost)
Neka sup, q € [1,00] konjugirani eksponenti te neka je f € LP(B), g € LY(B).
Tada je fg € LY(B) i vrijedi

@) \ [ sous

Nadalje, prva nejednakost u (2) je jednakost ako i samo ako je f(x)g(x) =
el f(z)]lg(x)| (ss) za neki p € R.
Konaéno, ako je f # 0, g # 0 i p € (1,00), druga nejednakost u (2) je

<[ fgller < 1A lzrligllze-

jednakost ako v samo ako je
|f(2)]P = alg(x)|? (ss) za neki o # 0.

Dokaz:
Dokazujemo samo drugu nejednakost u (2) (odatle slijedi fg € LY(B)) i
promatramo samo slucajeve jednakosti u toj drugoj nejednakosti, a ostalo
smatramo poznatim iz teorije Lebesgueovog integrala.

Trazeni rezultat je ocigledan ako je f = 0ili g = 0, auslucajup € {1,000}
lako se dokazuje uz pomo¢ (1). Neka je dakle f # 0, g # 01ip € (1,00).

Uvrstavanjem

q ) _1

flx) |
1Al ]

u nejednakost iz Leme 2.1 dobivamo

[fl@)g(@)] _ _[f@)]” n |9($)|q‘
[ fllzrllgllze — pg!f!pdai qg!glq(ix

b= |

:‘

(3)

Integriranjem nejednakosti (3) slijedi

gl 1,1,

[fllzellgllze = p g

5



2. LP—prostori

i to je trazena nejednakost iz teorema, a jednakost vrijedi ako i samo ako u
(3) vrijedi jednakost skoro svuda, a prema Lemi 2.1 to vrijedi ako i samo ako
je
19l zal £ (@) = (1 fIIZo1g(2)]* (s5).
Q.E.D.

Korolar 2.3
Neka su p,q,r € [1,00] takvi da je %—{—% =1 i neka je f € LP(B), g € LY(B).
Tada je fg € L"(B) i vrijedi

1fgllr <[ fllzellgllza-

Dokaz:
Ako je p,q,r < oo, tvrdnja slijedi primjenom Teorema 2.2 na konjugirane
cksponente 2 i ¢ i funkcije | f|" € L7 (B), |g|" € L (B). U ostalim slu¢ajevima
tvrdnja lako slijedi uz pomo¢ (1).

Q.E.D.

Korolar 2.4 (Interpolacijska nejednakost)
Neka je 1 <p < q< oo inekaje f € LP(B)NLIB). Tada je (Vr € (p,q))
f € L"(B) i vrijedi

1Al < AN AN,

pri cemu je o € (0,1) jednoznacno dan s % =2+ 1770‘.
Dokaz:
Neka je ¢ < 0o. Uz p; := 2 i ¢, := - imamo p% + q% = % pa tvrdnja slijedi

primjenom Korolara 2.3 na funkcije | f|* i |f|'™®. U slucaju ¢ = co tvrdnja
lako slijedi uz pomoé (1).
Q.E.D.

Uvodimo i kompleksan vektorski prostor

LP(B;C°) = {f:(fl,...,fc);B—mcc . f, € LP(B), izl,...,c},



2. LP—prostori

s tim da poistovjeéujemo funkcije koje su jednake (ss), i na njemu normu
1

1Fllze = (X 15l2)" 20.p < 00 te || fll~ = max ([ filliw, -, felli) 2
p = o0.

Ocito f, — f u LP(B;C¢) ako i samo ako za svaki i € {1,...,c}
(fn)i — fi u LP(B). Nadalje, obi¢no i LP(B;C¢) ozna¢avamo jednostav-
no s L”(B).

U tekstu koristimo sljedece dvije nevazne nedosljednosti. Prvo, za izmje-
rivu funkciju f : B — [0, oo] kazemo da je u LP(B) ako je fP sumabilna za
p < 00 (00f := o0), odnosno ako postoji konacna konstanta K takva da je
f(z) < K (ss) zap = oco. Za takvu funkciju je uvijek f(z) < oo (ss). Drugo,
za izmjerivu funkciju f : B\ Z — C, gdje je Z zanemariv skup kazemo da

je u LP(B) ako je u LP(B) njeno prosirenje nulom na B.

Teorem 2.5

Neka je (fn) Cauchyjev niz uw LP(B). Tada postoji (jedinstvena) funkcija
f € LP(B) takva da ||f, — fllr — 0. Nadalje, postoji podniz (fy,,) takav
da jelim f,,(z) = f(x) (s5).

Dokaz:
Prvu tvrdnju teorema dokazujemo samo za p < oo.

Odaberimo ny € N takav da je || fn, — fullzr < 3 za svakin > ny. Nadalje,
odaberimo ny > n; takav da je || fn, — fallzr < }L za svaki n > no, 1 tako
dalje. Dobivamo podniz (f,,,) takav da je || fn,. — fo,.illee <27, m e N.

Promotrimo sada rastuéi niz (F;) nenegativnih funkcija na B zadanih
!
formulom Fy(z) := > | fu,. ()= fn,._, (2)], gdje uzimamo f,,(z) := 0. Prema
m=1

nejednakosti trokuta imamo

I
(4) 1Bl < fallee + D27 < funllw +1, 1N,
m=2
Definirajmo na B i nenegativnu funkciju F formulom F(z) := li{n F(z) €

[0,00]. Prema (4), uz pomo¢ Teorema 1.1 (o monotonoj konvergenciji) za
p < oo, slijedi da je F' u LP(B). Posebno je F(x) < oo (ss), tj. red
S (fun (€) = f,,_,(x)) (u C) apsolutno konvergira za svaki x € B\ Z, gdje

7



2. LP—prostori

je Z neki zanemariv skup. Tada taj red i konvergira, tj. mozemo definirati
funkciju f : B\ Z — C, f(x) := lim f,, (). Ta funkcija je izmjeriva kao
limes (po tockama) niza izmjerivih fu?lkcija. Nadalje, uz pomo¢ nejednakosti
trokuta lako slijedi da je (Vm € N) (V& € B) |fn,,(2)] < Fn(z) < F(x) i
sada, uz pomo¢ Teorema 1.3 (o dominiranoj konvergenciji) za p < oo, sli-
jedi da je f u LP(B), tj. u LP(B) je prosirenje funkcije f nulom na B. To
pro§irenje oznac¢imo takoder s f i time je druga tvrdnja teorema dokazana
(ako dokazemo prvu za tu funkciju f).

Bududi da je | f,, (z) — f(z)| < F(z) + | f(x)], to uz pomoé¢ Teorema 1.3
(o dominiranoj konvergenciji) slijedi (za p < o) da || fn,, — fllzr — 0.

Konacno, iz nejednakosti ||fn — fllze < ||fu — famllze + | fan, — fllze 1
¢injenice da je (f,) Cauchyjev niz slijedi (za p < oo0) da ||f,, — f|lzr — 0.

Q.ED.

Definirajmo sada pojam slabe konvergencije u LP-prostorima. Kao
prvo, s LP(B)" ozna¢imo kompleksan vektorski prostor svih neprekidnih line-
arnih funkcionala L : LP(B) — C.

Neka je sada (f,,) niz u L?(B). Kazemo da (f,) slabo konvergira prema
f € LP(B) ipisemo f, — fu LP(B) ako je (VL € L?(B)") lim L(f,) = L(f).
Ocito je da (jaka) konvergencija u LP(B) povlaci slabu konver?genciju u LP(B).

Ako su p,q € [1,00] konjugirani eksponenti i ako je g € L9(B), onda
se uz pomo¢ Teorema 2.2 (Holderova nejednakost) lako dokazuje da je s
Ly(f) == [g(z)f(z)dx definiran L, € LP(B)'. Postavlja se pitanje da li su

B

na taj nacin dani svi elementi skupa LP(B)’. Pokazuje se da je u slucaju
p € [1,00) odgovor potvrdan.
Dakle, u slucaju p < oo vrijedi: f, — f u LP(B) ako i samo ako (Vg €
LY(B)) lim [ gf.dz = [ gfdx, gdje je ¢ konjugirani eksponent za p.
" B B

Teorem 2.6
Neka je p € [1,00) i neka f, — f u LP(B). Tada je iminf || f,||z» > ||f|lze-
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Dokaz:

Promatrajmo funkcional L(h) = [ ghdx, gdje je
B

o H@P2f@), akoje  f(x) #0
e {0, ako je  f(x) = 0.

Lako se pokazuje da je g € L1(B), gdje je ¢ konjugirani eksponent za p.
Sada uz pomo¢ Teorema 2.2 (Hélderova nejednakost) slijedi || f]|}, =
L(f) = HmL(f,) = lim |L(f)| < gl limint [ folls pa, er f # 0 —
lgllze = || £]%,", slijedi tvrdnja.
QE.D.

Teorem 2.7
Neka je (f,) niz u LP(B) takav da je za svaki L € LP(B)' niz (L(f,)) omeden.
Tada postoji C € RT takav da je (Yn € N) || fullr < C.

Dokaz:
Teorem dokazujemo za p € (1,00), a slicno se dokazuje i za p € {1, co}.
Pretpostavimo suprotno, tj. da niz (|| f.|/z») nije omeden. Nadalje, bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je || f,||z» = 4". Naime, uvi-
jek mozemo izabrati podniz niza (f,,) (koji takoder oznacavamo s (f,,)) takav
da je ||fullLr > 4™ i tada niz (F,) zadan s F), :

postavku teorema te je ||F,|[L» = 4™, n € N.

= ﬁ fn zadovoljava pret-

Definirajmo sada funkcije 7;, : B — C, n € N:

T, (z) = { | Foll | Fu(2)[P~2F, (2), akoje F(z) #0

0, ako je F,(x) =
Nadalje, definirajmo brojeve o, € C, n € N: o7 := 1 i dalje rekurziv-
no, tj. zahtijevamo da je |o,| = 1 i da o, [ T,,F,dx ima isti argument kao
B
n—1

> 370, [ T;jF,dz. Prema tome,
B

4 n
- 3_n/T”F"d9” =37 Faller = (5) '
B

J=1

> 370; / TyF,dx
j=1 B
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Definirajmo sada linearan funkcional L : LP(B) — C formulom L(f) :=

Z 3770, f T; fdzx. Uz pomo¢ Teorema 2.2 (Holderova nejednakost) i ¢injenice
j=1
da je (Vn € N) || Tn]|z« = 1 (q je konjugirani eksponent za p) lako se pokazuje

da je L neprekidan.
Na kraju,

|L(F))

v

i?rﬂ'aj/ T;F,dx —( i 3—j>4" >
j=1 B =

l n
> 3Ty _3Tyn_3 _ — 1 (ﬁ) — 0

i to je kontradikcija s omedenoscu niza (L(F},)).
Q.E.D.

Uvedimo sada pojam konvolucije. Neka su f, g : R — C dvije funkcije.
Definiramo njihovu konvoluciju, tj. funkciju f % g formulom (f * g)(z) =
Jga f(@ —y)g(y)dy (ukoliko navedeni integral postoji). Uz pomo¢ Teorema
1.5 (0 zamjeni varijabli) lako se vidi da je uvijek kada je definirano f x g

definirano i g * f te da je tada fxg = g* f.

Teorem 2.8

Neka je j € L*(R?), neka je supp j kompaktan i neka je [ jdr = 1. Nadalje,
Rd
za € € RT definirajmo j.(x) = =% (£), tako da je [ jodx =11 |jc|p =
Rd

lillzr. Neka je sada p € [1,00) i neka je f € LP(R?) te neka je f. := j. * f.
Tada vrijedi:

(5) fee PRY i | fellee < Millell fllr,
(6) fo—f u LP(RY) kad ¢ — 0.

Nadalje, ako je j € C2(R?), onda je f. € C°(RY) i vrijedi
(7) Dafz-:: (Dajs)*fa

gdje je D%g = 07" ---03%g za proizvoljan izbor nenegativnih cijelih brojeva

p,...,04.

10
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Primjedba.
Gornji teorem vrijedi i za f € LP(B). Tada naime mozemo definirati fv €

~ ko ] B
LP(R?) formulom f(x) = f(@), a OJ,e ve Nadalje, definiramo
0, ako je =z € B“.
foi=7Jo % f Sada vrijedi

[fellzey < ([ felloay < Mgl ll fllze = N1l ][ fll e,

tj. vrijedi prva tvrdnja teorema. Druga tvrdnja teorema vrijedi zbog || fe —

flle < Ilf- = fllze. Ako je B otvoren, vrijedi i treca tvrdnja teorema (s

C>(B) umjesto C*°(R?) i f umjesto f).

Dokaz:
Neka je J. = |jc| 1 F = |f]. Tada je |f:] < J.* F i prema Teoremu
2.2 (Hoélderova nejednakost), Teoremu 1.4 (Fubini) i Teoremu 1.5 (o zamjeni

varijabli) za p > 1 imamo (pritom pisemo J, = J2JZ, gdje je L+ 1 =1)

© [iera < [ ][ 2wre-mn] s
/R{(/R Jsdx>z 5 Js(y)F(x—y)pdy}d:c:
= ([aw) [ =iy,

Za p = 1 dokaz je joS jednostavniji (nije potrebna primjena Holderove ne-

IN

i (5) je dokazano.

jednakosti). Nadalje, slijedeéi upravo provedeni dokaz uz pomo¢ Fubinijevog
teorema zakljucujemo da je (J. x F)(x) < oo (ss z € RY), tj. da je funkcija
f- dobro definirana skoro svuda.

Rastavljanjem funkcije f na realni i imaginarni dio te daljnjim rastavlja-
njem na pozitivne i negativne dijelove lako se pokazuje da je (6) dovoljno
dokazati za nenegativnu funkciju f € LP(R?). Dakle, neka je f € LP(R?)

nenegativna funkcija i definirajmo niz (f,) u LP(R?) formulom

falz) = { f(z), akoje f(z) <n i [z]<n

0, inace.

11
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Prema Teoremu 1.3 (o0 dominiranoj konvergenciji) dobivamo lim || f,, — f||zr =

0 i dalje, prema (5), [(fu)e — follis < ljllisllfu — Flli — 0. Sada zbog
nejednakosti || fo — fllzr < [[lfe = (fa)ellr +[[(fn)e = fullor + Lfn = fll o slijedi
da je (6) dovoljno dokazati za nenegativnu funkciju f koja je odozgo omedena
nekom konstantom C' € R* i koja identicki is¢ezava izvan kugle B, := K (0,r)
za neki r € RT. Takva je funkcija ocito u L?(R?). Kako je |f-(z)| < C|lj|l
(55), za p > 2 imamo | fo(x) — f()|P < [C(L+ [|j]02)]" " | fo(2) = f(2)*. Ako
je pak p < 2, mozemo iskoristiti ¢injenicu da za dovoljno mali ¢ f. identicki
is¢ezava izvan kugle B, pa prema Korolaru 2.3 dobivamo (za dovoljno mali
e) Ife = fller < )\d(BrH)%f%Hfa — fllz2- Dakle, (6) je dovoljno dokazati za
p=2.

Sada fjedl’ = 1 povlaci f.(x) fjs — ) — f(z)]dy pa
slicno kao u (8) dobivamo || fo— f|13. < 2||7]| f J-(v)G(y)dy, gdje je G(y) :=

R4

[ f(@)[f(z)— f(z—y)]dz. Tvrdimo da je tako definirana funkcija G : RY —
d

C neprekidna u y = 0. Ako to dokazemo, onda je (6) dokazano jer prema
Teoremu 2.2 (Hélderova nejednakost) i Teoremu 1.5 (o zamjeni varijabli)
imamo |G (y)| < 2||f]|3. pa prema Teoremu 1.3 (o dominiranoj konvergenciji)
dobivamo f J-(v)G(y)dy = f J(y)G(ey)dy — 0 kad ¢ — 0 (J := |j]).

Dakle, trebamo dokazatl da I(y) = f f(x —y)dz — [ f2dz kad
R4
y — 0. Ocito je I(y) < [ f2d:B Teorem 2.2) pa je dovoljno pokazati
R4

da je hm mfI > f fzdx Ako raspiSemo tu nejednakost koristeci for-

mulu f(z) = fx{f>t} x)dt, uz pomo¢ Teorema 1.4 (Fubini) i Leme 1.2

(Fatou) dob1vamo da je dovoljno dokazati lim iglf [ xa(z)xs(x + y)dx >
R4
f xal(x x)dx, gdje su A i B proizvoljni Borelov1 skupovi konac¢ne (Lebe-

sgueove) mjere. Za svaki § € RT vrijedi (30 € 7(RY))(B C O & MO\ B) <

9). Prema tome, prema Teoremu 1.3 (o dominiranoj konvergenciji) i ¢injenici

12



2. LP—prostori

da je (Va € O) lin% Xo(x +y) = xo(z) = 1 dobivamo
y—)

lim inf / xa(@)xp(® +y)dz > liminf / xa(z)xo(z +y)xp(r)de — 6 =
R4 R4

= /XA(x)XB(:E)d;E -
Rd
i tako je trazena tvrdnja dokazana.

Preostaje dokazati tre¢u tvrdnju teorema. Dokazat ¢emo da je 0;f. =
dij. * f 1 da je ta funkcija neprekidna. To ée povlaciti da je f. € CH(RY), a
buduéi da je 9;j. € C*(RY), induktivno slijedi i f. € C*°(R?). No, pomoéu
Teorema 2.2 (Holderova nejednakost) moguce je provjeriti uvjete Teorema
1.3 (o dominiranoj konvergenciji), tj. obje trazene tvrdnje slijede uz pomoé

Teorema 1.3.

Q.E.D.

Lema 2.9 (Urysohnova lema)
Neka je Q@ C RY otvoren i neka je K C Q kompaktan. Tada postoji funkcija
Ji € C2(Q) takva da je Jx(2) C[0,1] i da je (Vx € K) Jg(z) = 1.

Dokaz:

Kako je K kompaktan, postoji ¢ > 0 takav da je K = {z eR! . Ty e
K) |z —y| < 2} C Q (to slijedi iz ¢injenice da funkcija x —— d(z, Q°)
postize na K minimum m > 0 (neprekidna funkcija na kompaktu)). Slicnom
tehnikom pokazuje se i to da su skupovi K i K, ={xeR . y ¢
K) |z —y| < e} C Q kompaktni. Fiksirajmo sada neku funkciju j € C°(R9)

takvu da je suppj C K|0,1], j(R?) C [0,1] i [ jdx = 1 (vidi primjer na
Rd
stranici 1). Konacno, definirajmo, kao u Teoremu 2.8, j.(z) := e~ ¢j (f) i

Ji = je * Xk . Prema primjedbi nakon Teorema 2.8 imamo Jx € C™(Q2), a
ostale trazene tvrdnje lako se provjeravaju (npr. supp Jx C K).
Q.E.D.

Teorem 2.10
Neka je Q C RY otvoren, p € [1,00) i f € LP(Q). Tada postoji niz (hy,) u
C>(Q) takav da ||hy, — fl|zr — 0.

13
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Dokaz:

Kao prvo, prema primjedbi nakon Teorema 2.8 postoji niz (f,,) u C°(2) N
LP(Q2) takav da || f, — f||lz» — 0. Definirajmo sada rastuéi niz (K,) kom-
paktnih skupova u Q formulom K, :== {z € Q : d(z,Q°) > 1 i |z] < n} te
(Vn € N) g, := Jk,, gdje je Jg, kao u Lemi 2.9. Na kraju, definirajmo
niz (hy,) u C°(Q2) formulom h, = g,f,. Bududi da je (Vn € N)(g,(2) C
0,1] & gnlk, = 1) te kako (Vo € Q) (In(x) € N) v € K,(), uz pomot¢

Teorema 1.3 (o dominiranoj konvergenciji) slijedi

1o = fllee < Ngnfu = gnfllee + llgnf = fllze <

1o = Fllin + ( / rf|pr\Kndx)” .0

IN

Q.E.D.

Lema 2.11 (separabilnost LP—prostora)
Postoji prebrojiv skup funkcija F = {p1, pa, ...} sa sljedeéim svojstvom:

(Vp € [1,00)(Vf € LP(B))(Ve €RT)(Ipn € FIf — pullrr <e.

Na primgjer, mozemo uzeti F := | {(pXK[07n])|B :p € PYQ +iQ] }, gdje
neN

je PYIQ +iQ] skup svih polinoma na R s koeficijentima oblika q, + iqa, pri

cemu su q, gz € Q.

Dokaz:
Tvrdnju je dovoljno dokazati za B = R? jer svaku funkciju iz LP(B) mozemo
nulom prosiriti do funkcije iz LP(R?). Dakle, neka su p € [1,00), f € LP(R?)
i e € R" zadani. Prema Teoremu 2.10 postoji funkcija g € C*°(R?) takva da
je If = gllz»r < 5. Neka je n € N takav da je suppg C K[0, n].

Uz pomo¢ [4]:Teorem I11.4.9 dobivamo da za svaki ¢’ > 0 postoji polinom
p s kompleksnim koeficijentima takav da vrijedi ||g — pxkion)||z < €5 pri-
tom mozemo uzeti p € P¢[Q + iQ](jer svaki otvoren interval realnih brojeva
sadrzi racionalan broj).

Sada prema Korolaru 2.3 imamo
lg — pxxpomllr < lIXKomllzellg — PXKI0m)llLe < /\d(K[Oa n])e’

14
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pa za dovoljno mali &’ dobivamo

| f = pxkonlle < 1f —gllee + 19 — PXKOM | Lr <€

i dokaz je gotov jer, iz ¢injenica da je Q prebrojiv te da su prebrojiva unija
i konacan Kartezijev produkt prebrojivih skupova ponovno prebrojivi, lako

slijedi da je skup F := (J {pXK[O,n] :p € P4[Q+1Q)] } prebrojiv.
neN

Q.E.D.

Teorem 2.12
Neka je p € (1,00) i neka je (f,) omeden niz v LP(B). Tada postoji podniz
(fan) @ funkcija f € LP(B) takvi da f,, — f u LP(B).

Dokaz:

Dokazujemo da postoji podniz (f,,, ) takav da za svaki g € L%(B) konver-

gira niz ( [ fonm gdx) (q je konjugirani eksponent za p). Nakon toga je dokaz
B

teorema gotov jer ako pripadni limes oznacimo s L(g), uz pomoé¢ Teorema
2.2 (Hoélderova nejednakost) lako se pokazuje da je time zadan L € LY(B),
tj. da postoji f € LP(B) takva da je (Vg € L9(B)) L(g) = | fgdzx.

B

Uz pomo¢ Holderove nejednakosti slijedi ‘ J(fo = fr) gdm‘ < ‘ [ (fa —
B B

fnl)<pnd:c‘+(||fnm||Lp+Hfm |l2)||g—®nllLe pa Lema 2.11 povlaéi da je dovoljno

dobiti konvergenciju niza ( i fnmgandx) za svaku funkciju ¢, iz Leme 2.11.
B

Krenimo od niza ( i fngpldx> koji je omeden (prema Hoélderovoj nejed-
B
nakosti) i koji stoga ima konvergentan podniz ( 1l fnl(m)gpldx) s limesom (.
B

Nadalje, promatramo omeden niz ( i fm(m)gpgdx> i neki njegov konvergen-
B

tan podniz ( i fm(m)gozdx) s limesom Cj, i tako dalje. Na kraju definira-
B

mo niz (fy,,,) formulom f, := f., m). Lako se provjeri da je (Vn € N)
lim [ f,,.pndx = C,.
™ B

Q.E.D.
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Teorem 2.13 (Youngova nejednakost)
Neka je p,q,r € [1,00], 5+ o+ =2, f € LP(R?), g € LYR?) i h € L"(RY).
Tada je

f(@)(gxh)(z)dz

= ‘/Rd o f(@)g(z—y)h(y)dxdy| < || fllrellg|lLallh] Lr-

‘Rd

Primjedba.

Primijetimo da je prema gornjem teoremu s f — [ f(g*h)dx zadan nepre-
R4
kidan linearan funkcional na LP(R?), tj. za p < oo postoji | € LP (RY)(p' je

konjugirani eksponent za p) takva da je (Vf € LP(RY) [ f(g * h)dx =
d
[ fldz. Posebno je [g* hdx = [ldx za svaki B € ng takav da je
d B B
M(B) < oo i sada lagano razmatranje teorije Lebesgueovog integrala(vidi
[3]:Propozicija 2.23(b)) pokazuje da je u stvari (g x h)(z) = l(x) (ss), tj.
g*h € LP(RY. Za p = oo ta tvrdnja slijedi iz formule |g * hl|p1 <
llgllz1]|R] 21, koja se lako dobiva pomocéu Teorema 1.4 (Fubini) i Teorema
1.5 (o zamjeni varijabli). Nadalje, pokazimo da i za p < oo vrijedi formula
llg * bl » < lgllzel|R] -, koja se takoder naziva Youngova nejednakost (pri-
mijetimo da je % +1i=1+ %) Za p =1 formula ||g * h||z~ < ||g]|ze]|P] L
slijedi uz pomoé¢ Teorema 2.2 (Holderova nejednakost). Kona¢no, promo-
trimo slucaj p € (1,00). Neka je za svaki € R? (g * h)(z) = e*@|(g *
h)(x )| i f(z) := e ®@]|(g % h)(z)|7. Sada direktnim ra¢unom dobivamo
| [ea f(2)(g % h)(x)dz| = || f||o|lg % k|| Pa trazena tvrdnja slijedi uz pomoé

gornjeg teorema.

Dokaz:
Dovoljno je dokazati nejednakost jer jednakost tada lako slijedi uz pomo¢
Teorema 1.4 (Fubini). Ozna¢imo dvostruki integral iz teorema s I(f, g, h).
Trazenu nejednakost dovoljno je dokazati za nenegativne funkcije f, g, h jer
tada imamo [1(f,g, b)| < I(|f1, gl |1) < | Fllzsllgllzallblls--

Neka su dakle f, g i h nenegativne funkcije, p,q,r € [1,00) i neka su
P, ¢ 1 1’ konjugirani eksponenti za p, ¢ i r redom. Oznac¢imo I(f,g,h) =
I [ ala,y) B, y)y(x, y)dedy, gdje je alz,y) = fx)7 gz —y)7, Blx,y) =

Rd R4
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xr r
7 7

g(x — y)ih(y)z’ iy(z,y) = f(:z:)fh(y)q . Uz pomo¢ Teorema 1.4 (Fubi-

ni) i Teorema 1.5 (o zamjeni varijabli) lako slijedi |||, = || fI[%2" [lg]| %",
18Il = gl URIZE i Il e = NI IR Konacno, kako je L +

5 + %, = 1, uz pomo¢ Teorema 2.2 (Holderova nejednakost), Korolara 2.3 i

Teorema 1.4 (Fubini) dobivamo

1(£.9.0] < Nl Bl < llallp 18] 7l =
1l lglcallBl

Ako je pak p = 00, ¢ = o0 ili 7 = 00, trazena nejednakost lako slijedi uz

pomo¢ (1), Teorema 1.4 (Fubini) i Teorema 1.5 (0 zamjeni varijabli).
Q.E.D.
Slijede dva teorema bez dokaza(za dokaze vidi [1]:Teorem 4.3 te [3]: Teorem

6.27).
Teorem 2.14 (nejednakost Hardy-Littlewood—Soboljeva)
Neka su p,r € (1,00), A € (0,d) za d € N i neka je ]lj + 3 +% = 2. Tada
postoji konstanta C(d, \,p) € RY takva da vrijedi
(V f € LP(R?)) (Vh € L"(R?))

(9) J [ $(@)le =y hly)dedy| < X p)Ifos 1

Lr-
R Rd
Ako je p =1 = 322 onda je najbolja ocjena u (9) dana s
142
FE=9) JTE) 1 -
10 C(d, N\ p) = C(d,\) = 72 —2 2 2 :

U tom slucaju u (9) vrijedi jednakost ako 1 samo ako su f i h visekratnici
funkcige (72 + (x — a)2)’% za neki v € RY i neki a € R?.

Teorem 2.15 (Riesz—Thorin)

Neka je By € Bgay, By € Bya, i neka su po,p1,qo,q1 € [1,00]. Nadalje, neka
supg i q zat € (0,1) definirani formulama pit = % + pil, % = % qil.

Ako je T : LP(By) + LP*(By) — L%(Bs) + L (Bs) linearan operator takav
da (Vf € L*(B1)) 3My € R)) |Tflleao < Mol flleo i (Vf € L (B1))
(3M € RY) ITfllpa < Mi||fllper, onda (VE € (0,1)) (Vf € LPt(By))

T fllzee < M= ME| f|oe
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§3. FOURIEROVA PRETVORBA

Neka je f € LY(RY). Fourierova pretvorba funkcije f je funkcija 7

R? — C dana s
f(k) = /6_2”i(k’x)f(x)dx
Rd

d
gdje je (k,x) = _ ki,
i=1

Lako se dokazuje da je ]? neprekidna omedena funkcija, da je HfAH Lo <

| fllz1, da je preslikavanje f +—— ]?linearno ida je

(1) Tl (k) = e BN k), he RY,
(2) Oxf(k) = MF(Mk), A >0,
gdje je (mf)(x) = f(z — h) i (Oaf)(x) = f ().

Neka su sada f,g € L*(R?). Prema Teoremu 1.4 (Fubini) slijedi f * g €
LY(RY) i

3  Frol) = / “2rika) / £ — )g(y)dyds

~ / e 20 g (y) / e #TTT f (2 — y)dady =

R4 R4

~

= Jf(R)g(k).

Teorem 3.1
Za X > 0 definiramo g : RY — C formulom g\(z) := exp [-7\|z|*]. Tada
e (k) = X~ exp [~/

Dokaz:
Prema (2) tvrdnju je dovoljno dokazati za A = 1. Nadalje, buduéi da je
g1(z) = H exp [—m(x;)?], uz pomo¢ Teorema 1.4 (Fubini) zaklju¢ujemo da je
tvrdnju dovolJno dokazati za d = 1. Dakle,
i) = [ e exp [-na?] o = gu ()R,

R



3. Fourierova pretvorba

gdje je
(4) f(k) = /eXp [—7(x + ik)?] da.
R
Uz pomo¢ Teorema 1.3 (o dominiranoj konvergenciji) vidi se da u (4) mozemo
prije¢i s derivacijom pod integral proizvoljno mnogo puta. Dakle, f € C*(R)

1

;l—J;(k) = —2mi /(:E + ik) exp [—W(IK + Z/f)Q] dr =
= z/% exp [—m(z + ik)?] dz =

R

= dexp [—m(z + ik)?]

=0,

—00

tj.(uz pomo¢ formule sa stranice 3)

(Fk €R) f(k) = £(0) = /exp [—na?] do = 1.
QED.

Teorem 3.2 (Plancherel)
Ako je f € LY(RY) N L3(R?), onda je fe L*(R?) i vrijedi sliede¢a Planche-
relova formula:

(5) 1Fllz2 = 1]l 22

Preslikavanje f —— fA moze se na jedinstven nacin prosiriti do neprekidnog
linearnog operatora s L?(R?) u L*(RY), kojeg takoder oznacavamo kao f —
f i za kojeg isto vrijedi Plancherelova formula (5). Konacno, za f,g € L*(R?)

vrigedi sljedeca Parsevalova formula:

(6) (f.9) = / f(2)g@)dz = / Fkawydr = (£.9).

Dokaz:
Neka je f € L'(R?) N L?(R?). Kako je fe L>®(R%), to je

(7) / (f(k;)r exp [—en|k|?] dk
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3. Fourierova pretvorba

konacan za ¢ > 0. Bududi da je f € L'(RY), prema Fubinijevom teoremu

funkcija (z,y, k) — f(x)f(y) exp [—em|k|?] je iz L'(R3*?). Prema Fubinije-

vom teoremu i Teoremu 3.1 mozemo (7) izraziti kao

/mf(y)ez’”(k’xy) exp [—Ew\kﬂ d(z,y, k) =

_ /5—3 exp [—M] F@) f(y)d(z,y) =

3

gdje je

3

)= [ e [—M} F )y,

Rd

Prema Teoremu 2.8 h, — f u L?(R?) kad ¢ — 0 i sada iz

~| [ ne- e

(posljednja nejednakost slijedi iz Teorema 2.2 (Holderova nejednakost)) sli-

[ i@ [ 1 < e~ Sl e
R4 R4

jedi da (7) konvergira prema || f||?, kad ¢ — 0. S druge strane, prema
Teoremu 1.1 (o monotonoj konvergenciji) (7) konvergira prema HfH%Q kad
e — 0, ). || fllz= = || ]lz2 i posebuo f € L2(RY).

Neka je sada f € L?(R?). Prema Teoremu 2.10 L*(R%) N L?(R?) je gust
u L*(R?), tj. postoji niz (f,) u LY(R?) N L*(R?) takav da || f,, — f|z2 — O.
Prema (5) je || fu = fnllze = Ilfa = fmllz> 1 stoga je (f.) Cauchyjev niz u
L*(RY), koji prema Teoremu 2.5 konvergira u L*(RY) prema funkciji koju
nazovimo f. Pretpostavimo sada da za neki drugi niz (g,) u L*(R%) N L*(R?)
koji konvergira u L2(R?) prema f g, — g u L*(RY). Tada je, uz pomo¢ (5),

19— fllze < 19— Gnllze + |gn — fullze + [[fn — fllz2 =
= ||/g\_g/;z”L2+||gn_fn||L2+an_f||L2 <
< 9= nllez + llgn — fllez + [If = fallez + [ fu = fllzz — O,
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3. Fourierova pretvorba

tj. g = ]?, tj. f ne ovisi o izboru niza (f,). Dakle, dobili smo prosirenje
fr—fs L*(RY) u L*(RY). Nadalje, iz (5) slijedi i

[fllzz = lim [ foll 22 = lm [ full 2 = || ][ 2.

Linearnost tog prosirenja lako slijedi iz linearnosti polaznog preslikavanja,
a neprekidnost je sada ekvivalentna omedenosti, tj. slijedi iz Plancherelove
formule. Konac¢no, jedinstvenost trazenog prosirenja slijedi iz ¢injenice da
je LY(RY) N L2(RY) gust u L*(R%)(Teorem 2.10) i iz neprekidnosti trazenog
prosirenja.

Na kraju, Parsevalova formula (6) slijedi iz (5) i jednakosti

1
(f:9) = 5 {If +gllze — il f +iglTs — A= DI fllze = (L= Dlgllze} -

Q.E.D.

Za f € L*(R%) funkcija f definirana Teoremom 3.2 naziva se takoder
Fourierova pretvorba funkcije f. Pokazuje se da je preslikavanje f +—— f
bijekcija s L?(R?) na L2(RY). Sljedeéim teoremom dana je eksplicitna formula

za inverzno preslikavanje te bijekcije.

Teorem 3.3
Za f € L*(RY) definiramo f(z):= f(—z), z € R%. Tada je f = (f).

Dokaz:

Dokazimo prvo da za f € L%(RY) vrijedi sljede¢a formula:

(s) / Gy — o) f(y)dy = / g (k) F(k) e,

R4 R4

gdje je v € R\ > 0, ga(k) = exp[—mAlk|!] i (prema Teoremu 3.1) gx(y —
z) = A2 exp [~7|z — y|2/A]. U tu svrhu odaberimo (kao u dokazu Teorema
3.2) niz (f,) u LY(RY) N L*(R?) takav da || f, — f|/zz — 0. Za svaki n € N,

prema Fubinijevom teoremu za f,, vrijedi (8), tj. vrijedi
) [aw-onwis= [ s0Fmerta
R4 Rd
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Imamo gx, G, f [ fos fo € L2(RY) i || f, — fllz2 — 0, a odatle prema Te-
oremu 3.2 (Plancherel) imamo i ||ﬁ - ﬂ|L2 — 0. Sada prema Teoremu 2.2
(Holderova nejednakost) slijedi da integrali u (8) postoje (kao kompleksni
brojevi) i da lijeva strana od (9) konvergira prema lijevoj strani od (8), a isto
to vrijedi i za desne strane od (8) i (9). Tako je (8) dokazano.

Lijeva strana od (8) (kao funkcija varijable x) tezi, prema Teoremu 2.8,
prema f u L?(R?) kad A — 0. Sada vidimo da je dovoljno pokazati da

desna strana od (8) (kao funkcija varijable x) tezi prema (]?) u L*(RY) kad
A — 0. No, desna strana od (8) jednaka je (g,\f)v(x) pa je prema Teoremu
3.2 (Plancherel) i Teoremu 1.5 (o zamjeni varijabli) dovoljno dokazati da
g,\f—> fAu L?(R%) kad A — 0. To pak lako slijedi uz pomo¢ Teorema 1.3
(o dominiranoj konvergenciji).

Q.E.D.

Teorem 3.4 (Hausdorff-Youngova nejednakost)
Neka je p € (1,2) i neka je f € L*(RY) N LP(RY). Tada je
1

. |
(10) I fllee < || fllee,  gdje je i 1- >

Analogno kao u dokazu Teorema 3.2 (Plancherel) zakljucujemo da se presli-
kavanje f — f moZe na jedinstven nacin prosiriti do neprekidnog linearnog
operatora s LP(R?) u LY(RY), kojeg isto oznacavamo kao f +—— fz za kojeg
takoder vrijedi (10). Za f € LP(R?) funkcija f definirana ovim teoremom
naziva se takoder Fourierova pretvorba (u LP(R?)) funkcije f. Konaéno,
zakljucujemo da (10) vrijedi za svaki p € [1,2] i za svaki f € LP(RY).

Dokaz:
Vidi [6]:stranice 179-208.
QE.D.

Primjedba.
Neka je 1 < p < ¢ < 2ineka je f € LP(RY) N LY(R?). Uz pomoé¢ Teorema
2.15 (Riesz—Thorin) lako se pokazuje da fne ovisi o tome da li na f gledamo

kao na funkciju iz LP(R?) ili kao na funkciju iz L9(R?).
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3. Fourierova pretvorba

Teorem 3.5
Neka je f € LP(R?), g € LYRY) i neka je 1 + % =
nadalje da je p,q,r € [1,2]. Tada je ﬁ\g = J?g

+ =. Pretpostavimo

141
P q

Dokaz:

Prema primjedbi nakon Teorema 2.13 (Youngova nejednakost) vrijedi fx*g €
L"(RY). Neka su p’,¢ i r’ konjugirani eksponenti za p,q i r redom. Prema
Teoremu 3.4 vrijedi f € L¥ (R%), § € L7 (RY), f + g € L™ (R?), i prema tome,
prema Korolaru 2.3, vrijedi f§ € L (R%). Ako je dodatno f,g € LY(RY),
onda je trazena tvrdnja dokazana pod (3). U protivnom odaberimo (kao u
dokazu Teorema 3.2) niz (f,,) u L' (RY)NLP(RY) takav da || f,— f||r» — 0iniz
(gn) u LYR?) N L9(R?) takav da ||g, — g||z« — 0. Sada prema (3), Teoremu
3.4, primjedbi nakon Teorema 2.13 (Youngova nejednakost) i Korolaru 2.3

imamo

1 % g — Jgll <

<N g Fur gallpe + 1 Fa* Gn — FuGill e + 1 Fngn — Fall o <
<|If #g— fux galler + 1 fudn — FGll v =

=|1f % (g = gn) + (f = o) * gullr + 1Fa(Gn = ) + (Ju = PGl <
< |I£llzollg = gullze + 1f = Fullzollgnllze +

HIFall o G0 = Gl + 1F = o 1G] 1 <

< (e + W falle) g = gallze +11F = fullze (lgallze + llgllze) — 0

i odatle slijedi trazena tvrdnja.

Q.E.D.

Teorem 3.6

Neka je f € C®(R?), neka je o € (0,d) i neka je cq := 72T (%) Tada
je (k| F(R))(@) = Ca-a foulv = y[*~f(W)dy, = € RY, gdje se operator™
definira kao u Teoremu 3.3 i za funkcije koje nisu iz L*(R?).

Dokaz:
Kreéemo od elementarne formule
(11) Colk| 7Y = /exp [—7r|k|2)\] A%_ld)\, k e R? \ {0}.

0
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3. Fourierova pretvorba

o~

Pokazuje se da je funkcija k —— |k|=®f(k) iz L'(R?) i sada uz pomo¢ (11),

Fubinijevog teorema, Teorema 3.5 i Teorema 3.3 imamo

cal KT ) (@) = / <>{ ]O exp [~k PA] A‘z‘ldA}ﬂk)dk -

Rd
= /{/e%“m) exp [—7|k[*A] f(k)dk:}/\?‘ld)\:
0 Rd
= /)\g)\gl{/exp [—7|z — y[*/A] f(y)dy}d)\ =
0 Rd
= Cd—a/|fv—y|‘d+°‘f(y)dy'
Rd
Q.E.D.
Korolar 3.7
Neka je o € <O,g>, neka je f € LP(RY), gdje je p = di% i neka je cq

kao u Teoremu 3.6. Tada je funkcija g := cq_o|z|* % * f iz L*(R?) i vrijedi
g= ca\k|_o‘f. Takoder,

Con / ’k|72a
R4

Dokaz:
Prema Teoremu 2.10 postoji niz (f,,) u C>*(RY) takav da ||f, — f|lr» — 0.

Uz pomo¢ Teorema 2.14, koriste¢i Fubinijev teorem, ¢injenicu (koja se moze

f(k)r dk = ¢4-24 / /mf(y)\x —y** dydz.

Rd R4

provjeriti uz pomo¢ (11)) da vrijedi

—a—BCaC e
(12) (Vo fra+ 9 € O.d)) [ [af" iy = ol iz = S yjasind
Ca+pCd—aCd—p
Rd
i Teorem 1.5 (o zamjeni varijabli), pokazuje se da je g € L*(R%). Analogno se
moze vidjeti da su i funkcije g, := cq_o|z|* ¥ * £, iz L*(R?) kao i ¢injenica da
lgn — gllz2 — 0. Sada uz pomo¢ Teorema 3.4 dobivamo || f, — fl|z« — 0,

gdje je q = dzga, i||gn — gllzz — 0. Prema Teoremu 2.5 postoje nadalje
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3. Fourierova pretvorba

~

podnizovi (f,_) i (Gno) takvi daje lim f,, (k) = (k) (ss)ilim g (k) = §(k)
(ss). Konacno, prema Teoremu 3.6 imamo
Gk) = timgo (k) =lim (calk| = Fo, (K)

~

= Calk[Tf (k) (s9),

N—

= colk|™lim £, (k) =

tj. g = calk[~*f.
Prema Plancherelovoj formuli (Teorem 3.2) i upravo dokazanoj jednakosti

& [
R4

i sada posljednja tvrdnja teorema slijedi uz pomo¢ Fubinijevog teorema, for-

imamo

~ 2
Fw|di = 1315 = gl

mule (12) i Teorema 1.5 (o zamjeni varijabli).
QE.D.
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§4. DISTRIBUCIJE

U ovom paragrafu definiramo distribucije za proizvoljan neprazni otvoren
skup Q u R?, iako ¢e nam u daljnjem trebati samo slucaj = R

Kompleksan vektorski prostor test funkcija D(§2) = C'2°(2) opremljen je
sljede¢im pojmom konvergencije: niz (¢,) konvergira u D(2) prema funkciji
¢ € D(Q) ako i samo ako postoji kompaktan skup K C ) takav da je za svaki
n € N supp(p, — ¢) € K i da za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva
ai,...,aq vrijedi o7 --- 954, — O --- 0% uniformno na K. Pritom
¢injenica da niz neprekidnih funkcija (¢,,) konvergira uniformno na K prema
Y znaci da sup |, (z) — Y(z)] — 0.

Distribuﬁ:eij[z(i T je neprekidan linearan funkcional na D(Q2), T : D(2) —
C, s tim da neprekidnost znaci da iz ¢, — ¢ u D(Q) slijedi T'(p,) —
T'(p). Distribucije tvore kompleksan vektorski prostor D’(£2), dualni prostor
za D(Q2).

U D'(2) uvodimo sljedeéi pojam konvergencije: niz distribucija (7;,) kon-
vergira u D'(2) prema T' € D'(Q) ako za svaku ¢ € D(Q) niz (T,,(¢)) kon-
vergira prema 1'(p).

Najistaknutiji primjer distribucija su one koje potjecu od funkcija i koje
onda poistovje¢ujemo s funkcijama. U tu svrhu uvodimo kompleksan vek-
torski prostor Li (),

Ly (Q) = {f € C® : fjeizmjerivai (VK € K(Q)) flx € LI(K)},

s tim da poistovjeéujemo funkcije koje su jednake (ss). Pomoéu Teorema
2.2 (Holderova nejednakost) lako se dokazuje da je (Vp € [1,00]) LP(Q2) C
L. (). Neka je dakle f € L{ (Q). Za svaku ¢ € D(Q) definirano je

Ti(p) == [ fedx i Ty je ocito linearan funkcional na D(§2). Dokazimo da je
)
Ty distribucija, tj. da je neprekidan. No, ako ¢, — ¢ u D(Q), vrijedi

Ty () — Ty(en)| = ] [ = eala a1

<

< sup[o(z) — pul®) /K f(@)ldz — 0

zeK



4. Distribucije

(zbog uniformne konvergencije niza (y,)). Dakle, Ty € D'(2) i kazemo da
je distribucija T funkcija f, a ta terminologija bit ¢e opravdana sljede¢im
teoremom. Prije toga spomenimo samo jos jedan vazan primjer distribucije,

tzv. Diracovu delta—funkciju d, za proizvoljni z € , d,(p) := p(z).

Teorem 4.1
Neka su f ig iz Li,.(Q) inekaje Ty =Ty, tj. (Vo € D(Q)) [ fedx = [ gede.
Q Q

Tada je f = g, tj. f(x) = g(x) (ss).

Dokaz:
Za n € N definiramo (2,, := {x e . K[ 1} C Q} i to je otvoren skup.

Neka je j € C>°(R?) takva da je suppj C K[0,1] i [ jdz = 1. Definirajmo
R4
Jn(z) := n?j(nx). Fiksirajmo N € N. Ako je n > N, onda iz uvjeta teorema

uz o(y) = jn(x —y) dobivamo (Vz € Qn) (Jn* f)(x) = (jn*xg)(x). Sliéno kao
u primjedbi nakon Teorema 2.8 slijedi j,, * f — f1ij,*g — g u L .(Qn)
(tj. u LY(K) za svaki K € K(2y)). Prema tome, f(z) = g(z) (ss v € Q).
Na limesu N — oo slijedi tvrdnja.

Q.E.D.

Sada ¢emo definirati pojam distribucijske ili slabe derivacije. Neka je T' €
D'(Q2) i neka su ay, . . ., ag nenegativni cijeli brojevi. Definirajmo distribuciju

ot -+ 09T, krace oznacenu s DT,

(Vo € D(Q)) (D°T)(p) = (~1)IT(D*p),

gdje je |a| = Zaz i D =0 ---05%p.
o;T oznacava DT u slucaju kada je a; = 11ia; =0zaj # 1, a VT
oznacava (01T, ...,04T), tj. to je distribucijski gradijent distribucije 7T
Ako je f € Cl*l(Q), onda klasi¢nom parcijalnom integracijom dobivamo
(D°Ty)(p) = (~1)° [ (Dog) fda = [(D° f)pdr =: Tpas(). Dakle, po-
jam slabe derivacije prosiruje pojam klasi¢ne derivacije i podudara se s njim
u slucaju kada postoje neprekidne klasiéne parcijalne derivacije doti¢nog re-

da. Nadalje, glavna vrlina teorije distribucija je u tome sto je u tom slabom
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4. Distribucije

smislu svaka distribucija beskona¢no puta derivabilna. Takoder, primijetimo
da distribucijska derivacija funkcije ne mora nuzno biti funkcija.

Dokazimo jos da je DT zaista distribucija. DT je ocito linearan funkci-
onal pa preostaje za dokazati njegovu neprekidnost. Neka ¢, — ¢ u D(9).
Tadai D%, — D% uD(Q) jer je supp(D*p, —D*p) C supp(pn—¢) C K
i jer D?(D%p,) = DP+*p, — DP+*p = DB (D%p) uniformno na K. Dakle,
neprekidnost od 7" daje

(DT)(0n) = ()T (D) — (=D)IT(D*p) = (D°T) ()

i imamo DT € D'(12).

Definirajmo sada produkt T funkcije v € C*(Q2) i distribucije T" €
D'(Q):

(Vo € D(Q)) (WT)(p) =T (¥yp).

Da je YT € D'() slijedi lako iz ¢injenice da ¢, — ¢ u D(Q) povladi
da ¥y, — e u D(Q). Iz definicije distribucijske derivacije i Leibnizove
formule za C*°—funkcije (0;(vp) = ©0ith + 10;p) lako se dobiva produktno
pravilo za derivaciju distribucije ¢T"

(1) O(¢T) = ¢(0.T) + (0y)T.
Uvedimo sada za naSe potrebe prostor I'?(Q), p € [1, oc].
I'""(Q):={f€L,(Q) : VfeL(D}.

Teorem 4.2
Neka je f € I'?(Q), p € [1,00). Tada je |f| € ['P(Q) i

{ \f|1(x) (R(z)VR(z)+ I(x)VI(z)), akoje f(x)#0
0, ako je  f(x) =0;

(VIfD(x) =

ovdje R i I oznacavaju realni i imaginarni dio funkcije f. Posebno, ako je

f realna,
Vf(z), akoje f(z)>0
(VIfD(x) = § =V /[f(x), akoje f(z)<0
0, ako je  f(z)=0.
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4. Distribucije

Dokaz:
Vidi [1]:Teorem 6.17.
Q.E.D.

Korolar 4.3
Neka su f i g realne funkcije iz I'?(Q)), p € [1,00). Tada su funkcije x ——
min{ f(z), g(x)} i  — max{f(z),g(x)} takoder iz I'?(Q) 1

Vy(), ako je  f(x) > g(x)
(2) Vmin{f(z),9(x)} =< Vf(z), ako je  f(x) < g(x)
Vi(z) =Vy(z), akoje f[(z)=g(z),
Vf(x), ako je  f(z) > g()
3)  Vmax{f(z),g(x)} = ¢ Vg(z), ako je  f(x) < g(x)
Vf(z)=Vy(z), akoje f(z)=g(z).

Dokaz:

Iz formula min{ f (z), g(x)} = [f(2)+g(2)—|f(2)—g(x)|] i max{f(z), g(x)} =
%[f(g:) + g(x) + |f(x) — g(z)|] te Teorema 4.2 slijedi sve §to se trazi ako do-

kazemo
(4) Vf(x)=Vg(z) (sszef{ye: fly)=gy)}).
Definirajmo funkciju h : 2 — C,

1
h(z) := max{f(z) - g(2), 0} = S|f(2) — 9(2) + |f(2) — g(=)]].

Prema Teoremu 4.2 Vh(z) = L(V(f — g))(z) ako je f(z) = g(z), a zbog
|h| = h, opet prema Teoremu 4.2, Vh(z) = V|h|(x) = 0 ako je f(z) < g(x).
Dakle, slijedi (4).

Q.E.D.
Korolar 4.4
Neka je f realna funkcija iz I'"?(Q), p € [1,00). Tada je Vf(z) =0 (ss x €
{ye : fly)=0}).
Dokaz:
Tvrdnja slijedi iz (4) za g = 0.

Q.E.D.
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4. Distribucije

Spomenimo na kraju jedan vazan rezultat (koji ¢e nam trebati u §7, a
koji nije bas tako lako dokazati(vidi [1]:Teorem 6.11)).

Teorem 4.5

Neka je T € D'(R2), gdje je Q2 povezan i neka je ;T = 0 za i = 1,...,d.

Tada postoji konstanta C € C takva da je (Vo € D(Q)) T(p) = C [ o(x)dz.
Q
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§5. SOBOLJEVLJEV PROSTOR H'(R)

Funkcija f : RY — C je iz H'(R?) ako je f € L?(R%) i ako je njen
distribucijski gradijent V f funkcija iz L*(R?).

Prisjetimo se da Vf € L*R?) znaci da postoji d skalarnih funkcija
bi,...,bg iz L*(R?), Vf = (by,...,bq), takvih da za svaki p € D(R?) vri-

jedi
/f axl —/bi(x)ga(x)dx, i=1,...,d.

Rd

Prostor H*(R?) je linearan, a uz normu

I = ([ 1s@as [ |Vf(93)|2d:c)%,

d

gdje je |Vf(x)[*> = . |bi(x)|* taj prostor je Banachov, dapace Hilbertov
i=1

(norma zadovoljava relaciju paralelograma).

Lema 5.1

Neka je f € HYRY) i neka je yp € C®(R?) omedena funkcija s omedenim
(prvim) parcijalnim derivacijama. Tada je 1 f € HY(R?) i u D'(RY) vrijedi

f

0 () =

Dokaz:
Formula (1) slijedi iz produktnog pravila §4(1), a ¢ f € H'(R?) slijedi iz (1)
i omedenosti v i njenih derivacija.

Q.E.D.

Teorem 5.2 (Gustoéa skupa C(RY) u H*(R?))
Ako je f € HY(RY), onda postoji niz funkcija (f¥) u C=(RY) takav da

1f = FOllm — 0.



5. Soboljevljev prostor H*(R?)

Dokaz:

Neka je j : RY — R{ iz C°(RY) takva da je [ jdr = 11inekajezae >0
Rd

Je(z) == 7% (f), kao u Teoremu 2.8. Sada prema tom teoremu, buduci

dasu fiVfiz L)(RY), f. == joxf — fig. = j.*xVf — Vfu
L*(RY) kad e — 0. Dakle, ako je g. = Vf., imamo f. — f u HY(R?). I
zaista, g. = V f. prema Teoremu 2.8(7) i ¢injenici da vrijednosti pripadnih
konvolucija u tocki mozemo procitati kao djelovanje distribucije—funkcije na
odgovarajucu test funkciju.

Prema Teoremu 2.8 f. € C*°(R?), no mi trebamo funkcije iz C>(R?). Da
bismo to postigli krenimo od funkcije k : R? — [0, 1] iz C°(RY) takve da je
k(x) =1 za |z| <1 (takva funkcija postoji prema Urysohnovoj lemi (Lema
2.9)).

Definirajmo za i € N g®(z) := k(%) f(z). Prema Lemi 5.1 ¢ €
HYRY) i Vg (z) = 1f(2)VEk (%) + k(g) Vf(z). Nadalje, ako oznacimo
C = max{|0;k(z)] : =z € RY i = 1,...,d}, prema Teoremu 1.3 (o
dominiranoj konvergenciji) vrijedi ||f — ¢@[%, < [ |f(x)]*dz — 0 i

|z|>1

IVf— VD2, < [ |Vf(z)|de + 2< | £1I2

|| >1
Dakle, g®) — f u H'(R9).
Konacno, za i € N definirajmo f®(z) := k (”Z—”) f1(z). To su funkcije iz
C>(RY) i tvrdimo da f — f u H*(R?). No,

1f = N2 < 1F =g+ 19® = F Oz < I =99l +11f = fallzz — 0

i

IVF =Vl < IVF = VgDl + VgD = VO 12 <
IV = Vg2 + (IVf = Vfalat

N

=

2dC
+ 29 s -Vl - Fall+ S0 - f1||Lz)

0 (jer f1 — f u H'(RY)).
Q.ED.
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5. Soboljevljev prostor H*(R?)

Teorem 5.3
Neka je f € IV2(R?). Tada vrijedi

) [Ivisi@|de < [ V5P

R4
Dokaz:
Prema Teoremu 4.2 je |f| € Il,Q(Rd) ;
(V1)) = { g VR + VI, oo Sia) 20
’ ako je  f(z) =0;

ovdje R i I oznacavaju realni i imaginarni dio funkcije f. Sada se uz pomo¢

Korolara 4.4 lako uocava sljede¢a jednakost

2 IVR— RVI?
/‘V|f|‘ v+ [ | dm:/|Vf|2da;,
]Rd

Vik
Ré f#0
a odatle ocito slijedi (2).
Q.E.D.

Teorem 5.4 (Fourierova karakterizacija prostora H*(R?))

Neka je f € L*(RY). Tada je f € HY(R?) ako i samo ako je funkcija
k — |k|f(k) iz LA(RY). Ako je tako, onda je Vf(k) = 2mikf(k) i pre-
ma tome

1120 = /|f (1 + 4n? k) dk

Dokaz:

Pretpostavimo prvo da je f € H*(RY). Prema Teoremu 5.2 postoji niz
(f@) u C(R?) koji konvergira prema f u H'(R?). Zbog f® € C*(RY)
klasi¢nom parcijalnom integracijom odmah dobivamo V f ( )= 27mk? ) (k).
Prema dokazu Teorema 3.2 (Plancherel) V f VD ¥ Vi fO — fu L*(RY).
Dvostrukim prijelazom na podniz prema Teoremu 2.5, mozemo dob1t1 da te

obJe konvergencue budu konvergencue skoro svuda. Dakle, 2mik f (k) —

Vf( )(33)127r7,k:f1)( )—>27rzkf( ) (ss). Prema tome, Vf( ) = 2mik f(k ).
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5. Soboljevljev prostor H*(R?)

Pretpostavimo sada da je funkcija k — |k|f(k) iz L2(R%). To znaci da
je i funkcija h(k) := 2mik f(k) iz L2(R?). Neka je nadalje h := (h) € L2(R%)
i e C®RY). Tvrdimo (i onda je dokaz gotov) da je h = V f ili, &to je isto,
daje h = V[, tj. daje [p [Vpdz = — [, hodz. No, koristeéi Parsevalovu
formulu (Teorem 3.2) i gore dobivenu formulu za V/f\(i), pa prema tome i za
@, dobivamo

fVodr = ?@dm = 27 ?(x)x@(a:)da: =
[ = J e

= —/Z@dmz—/ﬁgpdm.

R4 R4

Q.E.D.
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§6. SOBOLJEVLJEVE NEJEDNAKOSTI

Opcenito Soboljevljeva nejednakost znaci ocjenu nizih derivacija funk-
cije u ovisnosti o njenim visim derivacijama. Mi ¢emo ovdje dokazati sa-
mo jedan osnovni i jednostavan primjer Soboljevljeve nejednakosti. Za is-
kaz te nejednakosti potrebna nam je definicija prostora D?(R?): funkcija
f:RY— C je u D¥*(RY) ako je u LL .(R?), ako je njen distribucijski gra-
dijent V£ funkcija iz L2(RY) i ako f iS¢ezava u beskonacnosti u smislu da
{x € R? : |f(z)| > a} ima kona¢nu mjeru za svaki a > 0. Lako se vidi da
je Hl(Rd) C Dl,Z(Rd) C Il’Q(Rd).

Teorem 6.1 (Soboljevljeva nejednakost)

Za d > 3 neka je f € DY3(RY). Tada je f € L* (R?), gdje je 2* = d%d? i

vrijeds sljedeca nejednakost:

(1) V12 = Sall 72
gdje je

d(d— 2 2 d(d—2) 2 1 d+1\ 4
) 5= A Dysii = L= Dimsir (11

(IS¢ je plostina jedinicne sfere ST C RI¥Y). U (1) vrijedi jednakost ako i
samo ako je f wvisekratnik funkcije (u* + (v — a)2)7<d272), gdje su pu € RY ¢

a € R? proizvoljni.

Primjedba.
Slicna nejednakost vrijedi za LP norme funkcije V f za svaki p € (1,d), tj
.. 1 1 1
IVflle = Coal flle,  gdje je PRl
Dokaz:
Gy(a) = [(d=2) [s"[] 7 o =y
je Greenova funkcija za Laplaceov operator, tj. AG = 5 Koristit ¢emo

oznake (G x g)(z fG y)dy i (f,g) = ff



6. Soboljevijeve nejednakosti

Nas cilj je dokazati nejednakost

(3) (f,9)* < IVfl32(9,G * g)

za f € HY(RY) N L (RY) i g € LP(R?), gdje je p konjugirani eksponent za
2%, tj. 2L + % = 1. Ako to dokazemo, onda imamo (1) jer prema Teoremu 2.2
(Holderova nejednakost) slijedi || f|| 2+ = sup{|(f,9)| : |lgllzr < 1}, 1 dakle,
zbog (3),

1172 < IV FII72sup{(9,G * g) = llgllzr <13

§to je konacno prema Teoremu 2.14 i odatle odmah slijedi (1) za f € HY(R4)N
L¥ (RY).

Prvo ¢emo nejednakost (3) dokazati za f € H'(RY) N L¥(RY) i g €
LP(RY) N L*(R?). Bududi da su f i g iz L?(R?), Parsevalova formula (Teorem
3.2) daje
() (9) = (F.9) = [ (1KFW) (1k11500)) .

Rd
Prema Korolaru 3.7 imamo h(k) := cq_1 (|z|'~¢ g)A(k;) = c1]k|7'g(k). Pre-
ma Teoremu 3.2 (Plancherel) i Teoremu 2.14, koriste¢i Teorem 1.4 (Fubini) i
¢injenicu da je(vidi §3(12))

Cq— QC
/||1 d|y |1 ddZ— 1||2d

CQCd 1

dobivamo da je h iz L*(R?) i sada, kad u (4) primijenimo Teorem 2.2 (Holde-

rova nejednakost) dobivamo gornju medu

(/R |k|2|f(k)|2dk)%(/w |k|—2|§(k)|2dk>é_

Prvi faktor te mede jednak je (2m) ||V f| 2 prema Teoremu 5.4 (Fourierova
karakterizacija prostora H'(R%)), a drugi faktor jednak je 27 (g, G'* g)% prema
Korolaru 3.7. Tako smo dokazali (3) za f € HY(RY)NL* (RY) i g € LP(RY)N
L2(RY).

Prema Teoremu 2.10 LP(R?) N L*(R?) je gust u LP(R?) pa pomocu aprok-

simirajuc¢eg niza, koriste¢i Teorem 2.14 lako dobivamo da (3) vrijedi za
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6. Soboljevijeve nejednakosti

g € LP(RY). Ako sada uzmemo g := |f|* 72f € LP(R?), iz (3) i Teorema
2.14(9),(10) izlazi

(5) A7 < IV FlZ= (If
gdje je

2220)) < eal VA2l FI2E Y,

TG (If

—2

ea=[(d—2)|s*] w2t [F (g + 1)} h {FF((S? } .

d
2

Koristeci ¢injenicu da je |Sd_1} = 27t [F( )Tl i duplikacijsku formulu za

['-funkciju, tj.
1 1
['(2z2) = (2%)7222_%F(2)F <z + 5)

dobivamo (1) i (2) za f € HY(R?) N L* (RY).
Da bismo pokazali da (1) vrijedi za f € D2?(R?), primijetimo prvo da
prema Teoremu 5.3 mozemo pretpostaviti da je f nenegativna funkcija. Pro-

matrajmo sada funkciju

fol) = min {max{ £(2) ~ .0, |

gdje je ¢ > 0 konstanta. Buduéi da je f. omedena i da skup na kojem ona ne
is¢ezava ima kona¢nu mjeruy, slijedi f. € L*(R?) N L* (RY). Nadalje, prema
Korolaru 4.3 V fo(z) = V f(z) za svaki x za koji je ¢ < f(z) <+ 1, a inace
je Vf.(z) = 0. Dakle, f. € HY(RY) N L¥ (RY), tj. za f. vrijedi (1). Sada

prema (1) i Teoremu 1.1 (0o monotonoj konvergenciji) imamo
V£ = m [ VA2 = Salim ]2 = Sil £

tj. f € L¥ (RY) i vrijedi (1). Na isti nacin vidi se da (5), tj. (2) vrijedi za
svaku nenegativnu funkciju iz D2(R?).
Cinjenica da (5) vrijedi za svaku funkciju iz DV?(R%) moze se iskoristiti
da se utvrde svi slucajevi jednakosti u (1). Da bi u (1) pa dakle i u (5)
vrijedila jednakost, nuzno je da |f]|> ~2f povlaci jednakost u nejednakosti
iz Teorema 2.14, primijenjenoj u (5), tj. f mora biti visekratnik funkcije
(* + (z — a)Q)#, gdje su p € RT i a € RY proizvoljni. Uvrstavanje
pokazuje da funkcije tog tipa zaista daju jednakost u (1).
Q.E.D.
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§7. JEDNA PRIMJENA SOBOLJEVLJEVE
NEJEDNAKOSTI

Niz (f,) u DY?(R?) konvergira slabo prema f € D'?(R?) ako(definicija!)
Oifn — O0if u L*(R?) za i = 1,...,d. Sada ¢emo iskoristiti Teorem 6.1
(Soboljevljeva nejednakost) da dokazemo kako slaba konvergencija u D2 (R%)
za d > 3 povlaci (jaku) konvergenciju na skupovima kona¢ne mjere u L?(R?)

za p € [1,2%), i konvergenciju skoro svuda na podnizu.

Teorem 7.1

Neka je (f,) niz uw DY2(R?) za d > 3 i neka 0;f, — v; u L*(R?) za i =
1,...,d. Tada je (vq,...,vq) =: v = Vf za neku jedinstvenu funkciju f €
DY2(R%). Nadalje, neka je B € Bgra i neka je NY(B) < co. Tada xpf, —
xBf u LP(RY) za p € [1,2%).

Dokaz:

Prvo dokazujemo da je niz (f,) omeden u L* (R%). To slijedi iz Teorema
2.7 prema kojem je niz (Vf,) omeden u L*(R%) i zatim iz Teorema 6.1 (So-
boljevljeva nejednakost). Prema tome, prema Teoremu 2.12 imamo podniz
(fn,,) takav da f, — fu L? (RY). Sada dokazujemo da f,, — f u L? (R?).
Uzmimo prvo bilo koji podniz (f,,) takav da f,, — g u L* (R?). Prema

definiciji slabe konvergencije u LP—prostorima

(1) (FpeCrRY) (— foupde = —tim [ f,Opdi =
/ /

= lim/&-fnmgoda: = /vigodx),
Rd

Rd

a sliéno racunamo i za g, tj. [ (f — ¢)dipdx = 0 §to znadi da je 8;(f —g) =0
R4
zai=1,...,d. Prema Teoremu 4.5 f — g je konstanta, a budué¢i da su f, g €

L*¥ (RY), ta konstanta jednaka je nuli (tako se dokazuje i u teoremu trazena

jedinstvenost). Dakle, svaki podniz niza (f,) koji u L (R%) slabo konvergira
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ima isti slabi limes f i, prema tome f,, — f u L?" (R?%) (u suprotnom, postojao
bi L € L* (R?) takav da nije istina L(f,) — L(f), tj. postojao bi ¢ > 0
takav da bi (Vng € N) (In > ng) L(f,) ¢ K(L(f),¢), tj. postojao bi podniz
(fn,) takav da bi (Vk € N) L(f,,) ¢ K(L(f),e), ali prema Teoremu 2.12
postoji podniz (fy, ) takav da fo,, — f u L* (R?) i tu je kontradikcija).
Konaéno, prema (1) je Vf = v.

Neka je sada B € Bga i neka je A\4(B) < co. Tvrdimo da je

(2)  (VfeDYRY) (Vt€R) [xs(f — e fllze < [V,

gdje je
|z —yl?

@) =) ? o {2

R4

(posljednji integral postoji prema Teoremu 2.2 (Hélderova nejednakost) i
Teoremu 6.1).

Prvo dokazujemo (2) za f € H'(R?). Prema Teoremu 3.5, njegovom
dokazu te Teoremu 3.1 imamo e2'f € L2(R?) i e/At\f(k) = exp[—47r2|k|2] f (k)

pa sada prema Parsevalovoj formuli (Teorem 3.2) slijedi

—_— o~ —_—
If = e fllie = If —eAtfll7e = If — eAtfll7 =

= [ IFWP(1 ~ expl—tn? k] dk <
< [IFWPQ - expl-x? k)

Konacno, iz ¢injenice da je 1 — exp[—4n?|k[*t] < 472|k|*t pomoc¢u Teorema
5.4 slijedi
If = e fll7: < VALt

pa trazena tvrdnja slijedi iz Teorema 3.2 (Plancherel).

Rastavljanjem funkcije f na realni i imaginarni dio pomoc¢u Teorema 5.3
(daljnjim rastavljanjem na pozitivne i negativne dijelove) zaklju¢ujemo da je
dovoljno dokazati (2) za nenegativnu funkciju f € DV3(RY). Promatrajmo

sada funkciju

f(z) = min {max{f(x) — 0}, %} ,
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gdje je ¢ > 0 konstanta. U dokazu Teorema 6.1 pokazali smo da je f. €
HY(RY) i da je lir%||VfC||L2 = ||[Vfllz2. Nadalje, prema Lemi 1.2 (Fatou)
dobivamo lim iglf I fo — €2t follze > ||f — et f]|z2. Sve zajedno, dokazali smo

(2). Primijetimo jo$ da smo dobili i (za t € RT)
(V f € DY(RY)) f — Bt f e LEH(RY).

U cilju da dokazemo drugu tvrdnju teorema, dokazimo prvo da za B €
Bga, M(B) < 0o'i f € DY?(R?) vrijedi xpf € LP(R?) za p € [1,2*). To lako
slijedi iz ¢injenice da je f € L? (R?) (Teorem 6.1) i Teorema 2.2 (Hélderova
nejednakost).

Dokazimo sada drugu tvrdnju teorema za p = 2. Prema Teoremu 2.7
(Vn € N) ||V f.llzz < C za neki kona¢ni C' > 0. Prema (2) ¢itamo [|xz(fn —
eAf)||e < CV/t. Pretpostavimo da za svaki t € R* g, := xpe®f, —

g := xpe?tf u L?(R%) i dokazimo trazenu tvrdnju. Ocito je

Ixs(fn = Dz < lIxs(fo = g)llzz + Ix5(9n = )2 + [Ix8(g = 2

Prema (2) i Teoremu 2.6 koji povlaci da je ||V f||z2 < liminf ||V f,,||z2 imamo
sada

Ixs(fo — Pl < 20VE+ IxB(90 — 9)l 12

Konacno, za dani ¢ € RT izaberimo ¢ > 0 takav da je 2CVt < S 1 zatim

no € N takav da je (Vn > ng) |[xB(gn — 9)llz2 < 5. Tada je (Vn > ny)
Ix5(fn — f)llzz < € i trazena tvrdnja je dokazana.
Ostaje dokazati da g, — g u L?(R?). Kao prvo, prema Teoremu 2.2

(Holderova nejednakost) imamo

® @< @) ? ([ oo [-uPa/ae dy) Il

gdje je % =1 — 5= i odatle slijedi (Vn € N) g, € L*(R?), a na isti nacin se

vidi i g € L?(R?). Analogno kao (3) dobivamo

() d :
(o) =0 < (amt) 7 ([ exp [P/} ) (Ul +171120) (o),
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Prema Teoremu 6.1 (Soboljevljeva nejednakost) imamo
=L =1
[ fallzs < SZ NV falle < 872 C

pa iz (4) slijedi
(Vn €N) |gn(z) — g(x)* < Dxp(2)

za neki konaéni D > 0. S druge strane, g, konvergira (po tockama) prema
g jer je za svaki x € R? funkcija y — exp[—|z — y|?/4t] iz LI(RY), gdje je
L—1- 2% i jer smo u ovom dokazu dobili da f, — f u L? (RY). Dakle,
q

gn — g u L2(R?Y) prema Teoremu 1.3 (o dominiranoj konvergenciji) i tvrdnja
teorema za p = 2 je dokazana.

Za p € [1,2) prema Korolaru 2.3 imamo

IxB(fo — )llze < lixsllerllxs(fo — )2,

IxB(fo = Nllize < lxs(fo = Hllzzlixs(fn — f)”;*a,

gdje je a = % — %)/(% — 2i> € (0,1). Nadalje, prema Teoremu 6.1

(Soboljevljeva nejednakost) imamo

N

s (Fn = Dl < lFn = fller < Inllzee + 1l <
S IV fallz + [V flz2) <
< S (CHNVSllz2) = €7 € (0,00).

IN

Konacno, dobivamo

IxXB(fo = Hlle < (€)' "lIxs(fa = Hliz — 0.

Q.E.D.
Korolar 7.2
Neka je (f,) niz koji zadovoljava pretpostavke Teorema 7.1. Tada postoji

podniz (fp,) takav da f,, (r) — f(x) (ss), gdje je f funkcija iz Teorema
7.1.
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Dokaz:
Ozna¢imo By = K(0,k) € R? k € N. Prema Teoremu 7.1 i Teoremu 2.5
postoji podniz (fy, ;) niza (f,) takav da f,, )(z) — f(x) (ss x € By).
Analogno postoji podniz (fn,;)) niza (f.,()) takav da fo,;(z) — f(x)
(ss © € By), i tako dalje. Sada f,,;(z) — f(x) (ss) jer (Vz € RY)
(3k € N) x € By i jer je prebrojiva unija zanemarivih skupova zanemariv
skup.

Q.E.D.
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