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Predgovor

U diplomskom radu ¢u pisati o nekim hiperbolickim jednadzbama, a najprije ¢u
opisati jedno poopc¢enje pojma rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Potom ¢u prouca-
vati svojstva zakona sacuvanja na posebnom primjeru—DBurgersovoj jednadzbi. Pokazat
¢u da Burgersova jednadzba opcéenito ne moze imati globalno klasi¢no rjesenje, te ¢u u-
vesti pojam slabog rjesenja. Pokazat ¢u da slabo rjeSenje postoji i dat ¢u neke uvjete za
jedinstvenost. Koriste¢i moderne tehnike, pokazat ¢u da slabo rjeSenje postoji i za opceniti
zakon sacuvanja. Na kraju ¢u prikazati primjere slabih rjesenja dobivene numerickim
putem.

Ovom prilikom zelio bih se zahvaliti svom mentoru dr. Nenadu Antonié¢u na nese-
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nepoznato gradivo, kojim se u Radu koristim. Zahvaljujem se i ostalim kolegam sa Zavoda
za primijenjenu matematiku, a narocito asistentima Nevenu Balenovi¢u i Marku Vrdoljaku
na ulozenom vremenu i korisnim savjetima kojima su mi pomogli rijesiti odredene prob-
leme vezane uz ovaj rad. Isticem da sam kroz cijelo to vrijeme mogao racunati na njihovu
pomo¢ u razjasnjavanju svih nejasnoc¢a na koje sam nailazio.

Zagreb, rujna 1998.
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I. Cauchyjeva zadac¢a za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu



Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Pregled klasi¢cnih rezultata o obi¢cnim diferencijalnim jednadzbama
Obicna diferencijalna jednadzba m-tog reda glasi:
Ft,x(t),2'(t), -, 2™ (t)) =0

Za dovoljno glatku funkciju F', po teoremu o implicitno zadanim funkcijama, tu jednadzbu
(kao algebarsku jednadzbu) lokalno mozemo rijesiti po najvisoj derivaciji:

M (1) = G(t, z(t), - -, 2V (@)) .

Zamjenom 2t = x, ..., 2™ = (M= uz oznaku x = (z!,...,2™), ta se jednadzba moze
zapisati u obliku sustava m obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda:
©am (1) = (1. x(1)
— = b
dt ’
d

" (E) = 2™ (1)

d
Sl () =)
koji konciznije zapisujemo u obliku x'(t) = (¢, x(t)).
Uz gornji se sustav jednadzbi najcesce pridodaje i pocetni uvjet. Zadatak je rijesiti
Cauchyjevu zadacu: naci funkciju x tako da vrijedi:

{ x(t) = f(t, x(t))

X(to) =X( -

Poznata su sljedeéa tri teorema (vidi [PSV]), ¢iji se rezultati neposredno prenose i
na jednadzbe (odnosno sustave) viseg reda. Najprije se podsjetimo da je funkcija a :
U — R realna analiticka funkcija na otvorenom skupu U C R™*! ako se na nekoj okolini
proizvoljne tocke (tg,xg) toga skupa funkcija a moze razviti u konvergentan red potencija:

o

at,x) = Y Caguan(t — 10)*0 (@t — 2h)™ - (2 — )

ao,...,am:O

Tome je ekvivalentno da se funkcija a moze prosiriti do holomorfne funkcije na nekoj
okolini tocke (t9,xg) u C™T!. Vektorska je funkcija analiticka ako je takva svaka njezina
komponenta.

Teorem 1. (Cauchy) Ako je funkcija f analiticka na nekoj okolini tocke (g, Xg), onda
postoji jedinstveno rjeSenje x gornje Cauchyjeve zadace, koje je analiticko na nekoj okolini

tocke t. .

Na temelju Cauchyjevog teorema imamo sljede¢i postupak za rjesavanje Cauchyjeve
zadace. Pretpostavimo da se nepoznata funkcija moze razviti u konvergentan red potencija
i taj red uvrstimo u jednadzbu, u kojoj smo svaku funkciju koja se pojavljuje razvili u red
potencija. Izjednacavanjem dobivamo algebarske jednadzbe iz kojih u nacelu mozemo
odrediti koeficiente u razvoju rjesenja.

Cauchyjev teorem zahtijeva preveliku regularnost. Matematicari se najcesée pozivaju
na Picardov teorem, u kojem se pretpostavlja da je funkcija f neprekinuta po ¢ i Lipschitzova
po x. Taj se teorem dokazuje s pomo¢u Banachovog teorema o ¢vrstoj tocki, koji daje i
prakti¢cnu metodu za konstrukciju (Picardovih) aproksimacija rjesenja.
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Cauchyjeva zadaca za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

Teorem 2. (Picard) Ako je funkcija f neprekinuta po varijabli t i Lipschitzova po X na
nekoj okolini tocke (tg,Xg), onda postoji jedinstveno rjesenje Cauchyjeve zadace, koje je

diferencijabilna funkcija na nekoj okolini tocke t. .

Na kraju spomenimo da se pretpostavke na funkciju f mogu jos oslabiti, ali se pritom
gubi jedinstvenost.

Teorem 3. (Peano) Ako je f neprekidna funkcija, onda lokalno postoji barem jedno

rjesenje Cauchyjeve zadace. .

Generalizirana rjeSenja obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Rezultat Peanovog teorema mozemo dobiti za siru klasu funkcija. Neka je f : § — R?
izmjeriva funkcija, gdje je

S = (to —a,to + a) x K(x0,b) C R,

Zelimo rijesiti Cauchyjevu zadaéu

" { x(t) = f(¢, x(1))

X(to) = X0

na nekoj okolini ¢y, te pretpostavljamo ogranicenje |f(t,x)| < M(t) (ss t),x € K(xq,b), za
neku funkciju M € Ll(R). Prosirimo li f nulom van S, pretpostavke Ce biti ispunjenje na
¢itavom R!T?, te stoga bez smanjenja opéenitosti mozemo promatrati S = R x K(xq,b).

Funkciju p € CX(R%GRY) takvu da je suppp C K(0,1)) i Jgrap = 1 nazivamo
izgladivacem. Tom nazivu je porijeklo u tome sto pri konvoluciji neke proizvoljne funkcije
v e L. (RY) s

loc

(%) = (@ % p)(x /wx y)o(y) dy |

dobivamo v, € COO(Rd), jer derivacije parcijalnom integracijom prelaze na p u integralu.
Izgladivaci ¢e biti cesto koristeni u sljede¢em poglavlju.
Promatramo, za neki € > 0, regularizaciju (izgladenje) funkcije f

fe(t,x) = /Rdf(t,x —ey)ply)dy,

za koju, $to se lako vidi, vrijedi ista ograda |f-(t,x)| < M(t) (sst),x € RL Za tako
dobivenu f; imamo da je funkcija t — f(¢,x(t)) integrabilna za svaku neprekinutu funkciju
X, te pritom zadovoljava ocjenu:

M(t
[Vxfe(t,x)] < < €< ) )
pri cemu je
¢~ [ 1Vysldy.

Uzmimo fiksan € > 0. Prethodne ocjene nam omogucuje da, za T" takav da je

T
c / M(t)dt < <,
=T



Nelinearni zakoni sa¢uvanja

rijesimo integralnu jednadzbu na [—T,T7:

(2) x:(t) = X +/0 f-(s,x:(s))ds,

koja je, zasad formalno, ekvivalentna Cauchyjevoj zadaé¢i (2) ukoliko funkciju f zamijenimo
s izgladjenjem f.. RjeSenje trazimo pomocu uzastopnih aproksimacija

t
(o) = x+ [ s X ),
0
x'(t) = xo.
Za taj niz jednostavno se dobije ocijena

k

e (C f_TT M(s)ds
C £ ’

k
xF(t) =x0+ Y (x'(t) —x" (1))
i=1

k(1) — x4 ()

N

iz ¢ega, kako je

slijedi da x* ima uniformni limes x. (kad k& — o0) koji zadovoljava integralnu jednadzbu
(2). Stoga je x. apsolutno neprekinuta za |t| < T i vrijedi x.(t) = f-(¢, x(t)) skoro svuda.
Buduéi da su realne vrijednosti x.(+7") dobro definirane, to mozemo rjesavati integralne
jednadzbe s njima kao poc¢etnim uvijetima dok ne dobijemo x.(t) za [t| < a, za koji vrijedi

a
1% (t) — xo| < M(s)ds,
—a

%) < M(t)

za skoro svaki t € (—a,a). Kad bi dobili da postoji ag < a takav da je x. definiran samo
za t < ag, imali bismo omedenu apsolutno neprekinutu funkciju x. koju bi bilo moguce
dodefinirati i na rubu za t = ag. Ponavljanjem prethodnog argumenta dolazimo do trazene
funkcije x. definirane na (—a, a).

Uoc¢imo da su ocjene dobivene za x. neovisne o €, pa ¢emo dobiti iste ocjene jednoliko
na (x:)ecx kad je K C R™.

Dakle, (x:).cgr+ je uniformno ogranicen i ekvineprekidan, iz ¢ega nam po Arzela-
Ascolijevom teoremu slijedi pretkompaktnost. Za neko gomiliste x dobiveno kao limes
funkcija x., gdje je (ex) niz pozitivnih brojeva koji tezi u nulu, imamo da je neprekidna
funkcija. Stoga je dobro je definirana derivacija x u smislu teorije distribucija. Za test
funkciju ¥ € C°(R; R%) dobivamo

(ey )] < /th,

Sto na limesu povlaci
)l < [ Miwlar
iz ¢ega zakljucujemo da je x € Ll(R; Rd), i da mu je norma manja od M skoro svuda.

4



Cauchyjeva zadaca za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

Postavlja se pitanje na koji nacin takav x zadovoljava diferencijalnu jednadzbu. Kad
bi f bila Carathéodoryjeva (za skoro svaki ¢ neprekidna na R?), tada bismo imali

f(t,x) — f(t,x)

po tockama, za € \ 0 na S, Sto opet daje jedno prosirenje Peanovog teorema.

Prije nego li nastavimo s daljnjim razmatranjem, nacinit ¢u malu digresiju. Mozemo
primijetiti da je za svaku izmjerivu funkciju f : R? — R i ess sup, f(y) : R = R
izmjeriva funkcija. To slijedi iz Foubinijevog teorema tako da primijetimo da je

)

el () H

[e.e]

odnosno imamo da je
esssup f(-,y) = In Hef("y)H ,

o0
a |- ||oo je izmjeriva funkcija.
Definirajmo funkciju

H(t,x,§) = gi{% E{Sfys&% flt,y)- €,

za koju se lako vidi da je konveksna i pozitivno homogena po &, pa po [H62, Theorem 5]
zakljucujemo da je podupiruéa za neki zatvoren konveksan podskup R? koji je pridruzen
(t,x), i kojeg ozna¢imo s F'(¢,x); odnosno vrijedi

H(tx &)= s y-€.
yeF(t,x)

Bududéi da je H(t,x,€&) odozgo poluneprekinuta funkcija u x, to je F(t,x) odozgo polu-

neprekinuta skupovna funkcija po x. Cak i vige, F (t,x) je najmanji zatvoren konveksan

skup takav da svaka njegova okolina sadrzi skoro svaki f(¢,y) za y iz neke okoline tocke x.
Pogledajmo funkciju x. u nekim tockama t1,t2 € (—a,a), pri cemu je t1 < ty

t2
(xc(t2) =xc(t1)) - § = [ felt, x(2)) - £ dt .
tq
Za neki 6 > 0 odaberimo ¢ takav da vrijedi ¢ + |x-(t) — x(¢)| < 4, Sto je moguce, jer
X¢, — X. Tada lako dolazimo do ocjene

t2

(xc(t2) — xc(t1)) - € < / esssup fo(t,y)-&dt,

t1 Jy—x(t)|<d

Sto s obzirom da je esssup izmjeriva funkcija, u limesu € \, 0, a potom i § \, 0, daje

t2
(x(t2) =x(t1))- &< [ H(t,x,€)dt,
tq
odnosno u tockama gdje x ima derivaciju x(t) - & < H(t,x,§), Sto opet povlaci da je
x(t) € F(t,x).
Iz izlaganja zakljucujemo da vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 4. Uz pretpostavke s pocetka poglavlja Cauchyjeva zadaca (1) ima rjesenje u

smislu da je %x(t) € F(t,x), gdje je F(t,x) najmanji zatvoren konveksan skup takav da

svaka njegova okolina sadrzi skoro svaki f(t,y) za'y iz neke okoline od x. .
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Sto nam konkretno daje ovaj teorem?

Pretpostavimo da je f : R**¢ — R funkcija neprekinuto diferencijabilna na zatvaracu
svake strane neke glatke C! plohe P na kojoj f ima prekid prve vrste. S Q4 odnosno Q_
oznacimo te otvorene skupove, a s f_ i f limese funkcije f na plohi P iz Q4 i 2_. Pret-
postavimo dalje da su za rubne vrijednosti (vektore) f_ i f1 s obje strane plohe vektorska
polja (1,f1) transverzalna (normalna komponenta je razli¢ita od nule) na P. Ako su oba
polja usmjerena na istu stranu plohe, tada ¢e integralne krivulje prolaziti kroz nju. Nadal-
je, ako su usmjerena na stranu razli¢itu od one na kojoj su definirana, vektori (1,fs+) su
usmjereni prema skupovima -, tada integralne krivulje ostaju u plohi P kao integralne
krivulje jednadzbe

x = My + (1= Nf_,

gdje je A € (0, 1) odabran tako da je (1, Af1 + (1 — \)f_) tangencijalan na P, i na kraju ako
su usmjereni od P, integralne krivulje mogu teéi kroz P do neke tocke u kojoj napustaju
plohu, te idu na neku stranu kao standarna integralna krivulja.

Dokazimo sada teorem jedinstvenosti koji ¢e u skalarnom slucaju dopustati negativne

skokove kod funkcije f.

Teorem 5. Ako uz pretpostavke prethodnog teorema, zay,z € R% tet € [to — a, to + a]
vrijedi i

(3) (v —2)- (f(t,y) — f(t,2)) < Cly — 2|,

tada obicna diferencijalna jednadzba (11), s pocetnim uvjetom x(0,y) =y, ima jedinstveno
rjesenje x(t,y), te za t € [to, to + a] vrijedi

(4) x(t,y) = x(t,2)] < 0]y —q].
Dem. Najprije primijetimo da za svaki ¢ > 0 vrijedi
2 2 1\1,2
(a+b)°<(I+e)a”+ (1+2)b°.
Nekasue,d >0, |y —y| <di|z —z| <. Tada po (3) vrijedi

(y' —2) - (f(t.y') — f(t, 7)) [

y

<C
< CO((L+e)y —z> + (1 + 1)46?),

odnosno
(y —2z)- (f(t,y') = f(t,2)) S C((L+ o)y — 2> + (1 + 1)46%) + 45 M (1).
U limesu kad 0 \, 0 zakljuéujemo da za Y € F(t,y) i Z € F(t,z) vrijedi
(y—2)- (Y =2)<C(1+e)ly — 2],
iz ¢ega u limesu kad ¢ Y\, 0 slijedi
(y—2)(Y = 2)<Cly — 2.

Neka x(t¢,y) oznacava rjeSenje za pocCetni y. Ako pokazemo (4) jedinstvenost rjesena ce
slijediti iz y = z. Definirajmo

R(t) = [x(t,y) — x(t, z)| .



Cauchyjeva zadaca za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

Za skoro svaki t imamo:

= (X(t7 Y) - X(ta Y)) ’ (X(tv Y> - X<t7 Y)>
= (X(tv y) - X(t>Y)) ’ (Y - Z) )

gdjesuY € F(t,y) i Z € F(t,z), $to upravo povlaci

d

R(t)ﬁ

R(t) < CR*(1),

odnosno skoro svuda tamo gdje R(t) # 0 imamo

d
—R(t) < CR(t),
SR(t) < CR(1)
sto konac¢no daje

R(t) < CE0R(40)

zat € [to,to + CL]
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

U ovom poglavlju ¢emo proucavati svojstva zakona sacuvanja. Zakoni zacuvanja su
kvazilinearne hiperbolicke jednadzbe oblika

O+ Oy (fou) =0

na R x R, pri éemu je f : R — R glatka funkcija. Funkciju f obi¢no nazivamo funkcija
fluksa. Tocnije, proucavat ¢emo Cauchyjevu zadac¢u za zakon sacuvanja dobivenu tako da
se postavi pocetni uvjet u(0,-) = ug, i to na posebnom primjeru Burgersovoj jednadzbi.

Prije nego li prijedemo na proucavanje nelinarne jednazbe ukratko ¢emo raspraviti
svojstva linearne jednadzbe. Unato¢ svojoj jednostavnosti ona nas prirodno navodi na
metodu karakteristika koju ¢emo koristiti i kasnije u kvazilinernom slucaju.

Linearna jednadzba

Promatramo Cauchyjev problem za skalarnu linearnu jednadzbu prvog reda na R* x

R:

0w+ a(t, x)0yu = b(t, z)u+ f(t, )

(1) _

u(0,-) = up.

Pritom pretpostavljamo da su a,d;a,b i f neprekidne realne funkcije na Rar x R. Karak-

teristike parcijalne diferencijalne jednadzbe (11) definiramo kao integralne krivulje obi¢ne
diferencijalne jednadzbe

z(t) = a(t, z(t)).

Neka je = funkcija takva da je x(-,y) karakteristika koja prolazi kroz tocku (0,y), odnosno
rjesenje Cauchyjevoga problema

{ @(t,y) = alt,z(t,y))
z(0,y) =y.
Takva funkcija x postoji na nekoj okolini x-osi, gdje je i neprekidno diferencijabilna. Ako
pretpostavimo i da je funkcija a omedena, onda rjesenje x postoji na Rar x R. Iz teorije
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi slijedi da tada kroz svaku tocku (¢,x) € RaL x R pro-
lazi to¢no jedna karakteristika, pa z(t,y) odreduje valjanu zamjenu varijabli. Preinac¢imo
nas pocetni Cauchyjev problem (1) tako sto ¢emo umjesto (¢, ) uvesti nove varijable (¢, y)
(namjesto (t,z(t,y)) promatramo (¢,y)); najprije definirajmo
Ut y) = u(t,z(t,y)),
B(t,y) = b(t, =(t,y)).
F(ty) = [(t,2(t,y)).
Koristeéi (1) dobivamo
U (ty) = Fu(t,=(ty))
= Owu(t,z(t,y)) + a(t, )0yu(t, z(t,y))
= b(t, z(t,y))u(t, z(t,y)) + f(t, z(t,y))
= B(t,y)U(t,y) + F(t,y) .

Rjesavanje Cauchyjevog problema (1) svodi se na rjesavanje familije obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi; tocnije, za svaki y € R rjesavamo Cauchyjevu zadacu:

{ 4y(t,y) = B(t,y)U(t,y) + F(t,y)
U0,y) =uo(y),

10



Burgersova jednadzba

koja ima rjeSenje dano formulom
t
U(t, y) = uo(y)@fot B(s,y)ds + / F(la y)e— flt B(s,y)dsdl '
0

Vratimo li se na polazne varijable (¢, x), dobivamo jedinstveno neprekidno rjesenje na skupu
kojeg pokrivaju karakteristike.

Pokazimo teorem jedinstvenosti koji ¢e biti vazan za nelinearan slucaj. Za neki fiksan
T € R" s St oznacimo prugu (0,7) x R.

Teorem 1. Neka su a,b € L*°(Sr), i neka vrijedi jednostrani Lipshitzov uvjet

zat € (0,T) iz >y, gdje je C(t) nerastuéa funkcija definirana na R™. Nadalje, neka je
u € L®(Str) funkcija takva da rjesava Cauchyjev problem

Oru + Oy (au) = bu

u(0,-) =0

u slabom smislu, odnosno da za svaku ¢ € CX(R?) koja iscezava za t > T vrijedi

(3) / WO + adup + bp) dadt — 0.
St

Tada je u = 0 skoro svuda.
Dem. Neka su (a,) i (b,) nizovi C* funkcija koji konvergiraju prema a i b skoro svuda
kad n — o0, a zadovoljavaju i iste ograde, ukljucujuéi i (2). Takve nizove mozemo dobiti
tako da a i b konvoluiramo sa standardnim izgladivacem

1
pule) = | e T na| <1
0 , 1nace,

1
gdje je konstanta C' = f|x|<1 e 1-12*  odnosno odabrana tako da vrijedi

/ pn(z)dr =1.
|nx|<1

Takoder, zahtijevamo da je b,(t,z) = 0 kad je t < %, Sto se moze postic¢i tako da se ne

konvoluira funkcija b, nego funkcija b} dobivena rezanjem funkcije b:

2

" 0, inace.

Neka je 1 € C°(St). Rijesimo Cauchyjev problem unazad za sljedeéu prijenosnu jed-
nadzbu na Sp:

(4) { %@nm + an%@nm + bmpnm = ¢
Oonm(T,2) =0.

Iz rasprave koja je prethodila teoremu slijedi da rjesenje (4) postoji, a zbog regularnosti
koeficijenata jednadzbe u (4) imamo da je @p,;, € C™.
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Neka je x,(t; s,y) karakteristika koja prolazi kroz (s, y), odnosno rjesenje obi¢ne dife-
rencijalne jednadzbe
l‘n(t, 87 y) = an(ta zﬂ(tv 37 y)) Y
uz rn(s;s,y) = y. Bududi da smo @y, fiksirali na {T'} x R, rjesenje se odreduje unatrag
duz karakteristika. Stoga je rjesenje Cauchyjeve zadaée (4) dano formulom

T
Spnm(t, :c) = — / 2/)(8; xn(s; t, :U))eft bm(rit)dr 7o
t

Vidimo da je @nm(t,z) = 0 kad je t > T — ¢, za neki ¢ > 0. Bududi da za svaki a, imamo
istu uniformnu ocjenu, to zakljucujemo da postoji kompaktan skup takav da je za svaki n i
m imamo da je nosa¢ funkcije ¢y, sadrzan u njemu. Primjena jednakosti (3) na ¢y, daje

/ wipdtdr = / u ((an — a)a%cpnm + (b— bm)gonm) dtdx .
Sy Sr

[zvedimo uniformne ocjene za ¢y, koje ¢e povlaciti da desna strana tezi u nulu kad
pustimo najprije da n — oo, pa onda da m — oo. Time ¢emo pokazati da je lijeva strana
uvijek nula, sto ¢e dati tvrdnju teorema. Prema Teoremu 5 iz prethodnog poglavlja, iz (2)
(za ay) dobivamo sljedeéu uniformnu ogradu kad je s € (t,T):

|Opxn(s;t,z)| < O,

gdje C1 ovisi samo o t. Bududi da je ¢ € C(S7), to imamo da je ¥(t,z) = 0 kad je ¢
dovoljno mali, odnosno postoji § > 0 takav da je ([0,0) x R) Nsuppy = (). Lako se vidi
da, pocevsi od nekog dovoljno velikog mg, za m > mg imamo ¥ (t,z) = 01 by, (¢, ) = 0 kad
jet < % Iz toga zakljucujemo da se integrali u formuli za ¢y, ne mijenjaju od prolaska
karakteristika kroz pravac t = %, to jest za t < % imamo @pm, (t, ) = gpnm(%, xn(%, t,x)).
Dalje, iz formule za rjesenje ¢, zakljucujemo da za svaki 7 € (0, T, ukoliko je ¢t € (7, T],
imamo ocjenu
ax@nm(ta 37) < (Cy )
gdje konstanta C'y ovisi samo o m i 7, pa je neovisna o n. Stoga, dalje iz ¢injenice da za
t < % imamo
QOnm(t, :L‘) = @nm(%, In(%, t, :L‘))

zakljucujemo da kad je t < % vrijedi

[ 10xem(t.) de = [ upun(h 0] de <
R R

gdje C'3 ovisi samo o m. Uz ove unifomne ocjene, kad pustimo n — oo, dobivamo

/ ut) dtdx
St

za svaki 7 > 0. Uzmemo li prvo limes kad 7 — 0, a potom i m — o0, dobit ¢emo

/ up dtde = 0.
St

<M by — b| dtda + MCyr
|| <M

Q.E.D.
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Burgersova jednadzba
Klasi¢na rjeSenja Burgersove jednadzbe

Prelazimo na proucavanje Cauchyjevog problema za Burgersovu jednadzbu

{@u—kuﬁmu =0

(5) u(0,x) = up(z)

za t > 0. Promotrimo pripadne karakteristike, dobivene kao integralne krivulje diferenci-
jalne jedandzbe

(6) () = u(t,x(t))

koje prolaze kroz neku zadanu tocku iz Rg x R. Po lan¢anom pravilu, uvazavanjem
jednadzbe (51) slijedi

u(t, z(t)) = Opu(t, x(t)) + Opult, x(t))u(t,z(t)) = 0.

Dakle, ako je w neprekidno diferencijabilna, tada se na krivuljama odredenim sa (6) u
ne mijenja. Nadalje, u (6) je s desne strane konstanta, pa slijedi da su u ovom slucaju
karakteristike pravci.

Zelimo li izracunati vrijednost funkcije u u nekoj tocki (t,z), trebamo naéi karakte-
ristiku koja prolazi kroz tu tocku i odrediti gdje ona sijece pravac t = 0, odnosno treba
naci y takav da je

(7) x =y + tug(y)
1 uzeti
(8) u(t, x) = up(y).

Medutim, tu se javlja pitanje egzistencije i jedinstvenosti takovog y (egzistencije i
jedinstvenosti karakteristike). Egzistenciju éemo dobiti kao posljedicu dokaza jedinstvenos-
ti. Sada ¢emo, dokazujuéi jedinstvenost, dobiti i nuzna ograni¢enja na doseg rjesenja. U
(7) promotrimo z kao funkciju varijabli ¢ i y, za koju, uz évrsti ¢, trazimo inverz (jedinstveni
y za svaki x). Teorem o implicitno zadanoj funkciji, koji daje egzistenciju i jedinstvenost
lokalnog C! inverza, trazi da je Oyr = 1+ tuy(y) # 0. Pitamo se za koje ¢ to vrijedi.
Naravno, zbog pocetnog uvjeta, zanima nas interval koji ukljuc¢uje nulu. Za t = 0 je
Oyr = 1 > 0, pa zahtijevamo da je

0 < 1+ tup(y).

Kad je uy(y) > 0, to je ispunjeno za svaki ¢t > 0. Slozeniji je slucaj kad u nekoj tocki y
imamo u((y) < 0, 1 tada taj zahtjev zapisujemo u obliku

a za ogranicenje uzimamo da je t < T, pri cemu je

1 1
T = inf ; = ; .
y —ugp(y)  sup —ug(y)
y
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Za t € [0,T) imamo da vrijedi dyx > 0, i zakljucujemo da, ako su wug 1 u(, ogranicene
na [0,7) x R, postoji jedinstveno C! rjesenje Cauchyjevog problema. Iz (7) i (8) lakim
racunom slijedi

/ /

Oy 1+ tug(y)
Odavdje vidimo da ako u nekom y funkcija —uj postize pozitivan maksimimum, onda
Oyu divergira kad t tezi T. Odnosno, neprekidno diferencijabilno rjesenje postoji samo na
[0,7) x R. Iz racuna se moze takoder primijetiti da za svaki t € [0,7T) vrijedi

sup [u(t, )| = sup |uo ()|
s s

[ 1ocutt.a)l do = [ jatulay.

Vidimo da se maksimalna vrijednost i totalna varijacija rjeSenja ne mijenja, sto daje smisao
trazenju ogranicenog omedene varijacije nakon nastanka singularnosti. Pitanje je kako u
tom slucaju shvacati diferencijalnu jednadzbu. Odgovor lezi u slaboj formulaciji.

Slaba formulacija Burgersove jednadzbe

Kazemo da je u € Lﬁfc(Ra“ x R) slabo rjesenje Burgersove jednadzbe (5), ako za svaku

funkciju ¢ € CX(RT x R) vrijedi
—/ (u@tga + %uQ(?xgo) dtdr = 0.
R2

Prosirimo v nulom na R™ x R. Kazemo da je takvo u slabo rjesenje Cauchyjevog problema
ako za svaku ¢ € C°(R?) vrijedi

—/ (u8t90+%u28x90) dtda::/ upp dx .
R2 R

Prije nego li prijedemo na proucavanje svojstava slabih rjesenja, iskazat ¢emo koristan
teorem iz vektorske analize (vidi [Ev2, App. C, Theorem 1]).

Teorem 2. (Gauss-Green)_Neka je Q omeden otvoren podskup od R® i neka mu je rub
00 klase C'. Ako je u € CY(Q), tada vrijedi

/@udx:/ un; dsS,
Q of)

gdje je n jedini¢na vanjska normala na Of). .

U kakvoj su vezi klasi¢no i slabo rjesenje?” Neka je u klase Cl(Rar x R) slabo rjesenje
Cauchyjevog problema. Za ¢ € C'(R?) ra¢unamo

/ upp dr = —/ (u@tgo + %uzaxgo) dtdx
R R2

=— / . (O (up) + 9x(3uy)) dtdx + / ¥ (Opu + O (3u?)) dtdz .
R R

Po Gauss-Greenovom teoremu, uvazavajuéi da je ¢ funkcija s kompaktnim nosacem i da
jeu=0zat <0, iz prvog integrala na desnoj strani dobivamo

_/ (at(ugo)—kax(%uz@)) dtdx:/ u(0,x)pdx .
R?2 R
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Burgersova jednadzba

Prethodne rezultate mozemo zajedno zapisati u sljedeé¢em obliku

(9) /R(u((), x) —ug(x))pdr + /R? ¢ (Opu + 0x(%u2)) dtdx = 0.

Buduéi da u tu jednakost mozemo uvrstiti proizvoljnu glatku funkciju ¢ takvu da je ¢ =0
za t = 0, zaklju¢ujemo da jednadzba (5) vrijedi u jakom (klasicnom) smislu. Za opcenite
¢, uzevsi u obzir jednadzbu (5), dobivamo i da je pocetni uvjet ispunjen.

Sad ¢emo dokazati opéenitu lemu koja ¢e nam odrediti ponasanje funkcija oko diskon-
tinuiteta. Pretpostavljat ¢emo da diskontinuiteti leze na parametrizabilnim plohama, koje
nazivamo frontama %okova. Kad radimo u jednoj prostornoj dimenziji, Sok je krivulja
x = g(t). Stovise, u tom slucaju ¢emo za (t,z) takav da je x < g(t) reéi da je lijevo od
soka, odnosno za x > ¢(t) da je desno.

Lema 1. Neka su funkcije u,v : R> — R glatke sa svake strane glatke krivulje z = g(t),
na kojoj postoje njihovi limesi i limesi njihovih prvih derivacija, koje u slabom smislu
zadovoljavaju

(10) ou+ 0,v =0;

odnosno, neka za svaku funkciju p € C°(R?) vrijedi

- /(u@tgo +v0yp) =0.

Tada u i v na otvorenom (van krivulje) zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu (10) u jakom
smislu i vrijedi

(11) vp —v- = g'(t)(up —u-),

gdje su vy 1 uy limesi na krivulji s lijeva, odnosno zdesna.

Dem. Oznacimo s Q_ = {(t,x) € R?> : 2 < g()} i Qy = {(t,r) € R® : = > g()}

otvorene skupove na &ijim zatvaracima se u i v mogu dodefinirati do C'funkcija. Neka je
¢ proizvoljna funkcija iz C3°(R?) takva da je supp ¢ C Q_. Ra¢unamo:

0= —/ (uOrp + v0yp) dtdx

— _/ (Or(up) + 0z (vy)) dtdx +/ o(Opu + Opv) dtdz .

Za prvi integral s desne strane iz Gauss-Greenovog teorema, uzevsi u obzira da je supp ¢
kompaktan, imamo

/ (Oc(up) + 0z (vy)) dtdx —/ div (np [Z]) dtdzx

S CHIRIE
= /asz_ w(uny +wvng)dS,

gdje je n jedini¢na vanjska normala na 2_. Bududi da je ¢ nula na rubu od €2_, to imamo
i da je ovaj integral nula. Dobili smo

0= / ©(Opu + 0yv) dtdx
Q_
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

a kako je ¢ bio proizvoljan, dobivamo da je (10) ispunjeno u jakom smislu na Q_. Isti
postupak mozemo primijeniti za supp ¢ C €24, Sto daje prvu tvrdnju.
Sad uzimamo proizvoljnu funkciju ¢ € C°(R?) i ra¢unamo:

0=— / (uOpp + VO, ) dtdx
R2

=— / (uOpp + VO p) dtdx — / (uOrp + vOyp) dtdx
_ Qy

=— / (Or(u) + Oz (vyp)) dtdx + / ©(Opu + 0pv) dtdx

- / (O(up) + 0 (vy)) dtdx +/ ©(Opu + 0yv) dtdx.
o o

Od prije imamo dyu + 0,v = 0, te sad ostaje

0= /Q (@uup) +0s(0) dtd + / (Or(ug) + D (v)) dtda

Q4

:/ o(uny + vng) dS + / o(uny 4+ vng)dsS .
a0 00,

Uzmemo li u obzir da je ¢ = 0 svuda na rubovima Q_ i 4, osim na = = ¢(t), dobivamo
0 =/ p(g' (t)u- —v-)dS + / o(—g' (t)ugy —vy)dS
r=g(t) z=g(t)
=[O ) = s — o)) ds,
z=g(t)

Sto zbog proizvoljnosti ¢ daje i drugu tvrdnju.
Q.E.D.

Jednakost (11) iz leme naziva se Rankine-Hugoniotov uvjet. Kod Burgersove jednadzbe
2 2
taj uvjet daje % — UT‘ = &(uq — u_), odnosno
) Uy + U
T=———
2
Vidimo da kod Burgersove jednadzbe Sok putuje brzinom koja je usrednjenje brzina karak-
teristika s obiju strana.

Postupak iscezavajucée viskoznosti

Sad ¢emo promotriti neke primjere slabih rjesenja. Pogledajmo Burgersovu jednadzbu
uz sljede¢i pocetni uvjet
{u_, z <0
uy =

U+, z>0.

Zbog Rankine-Hugoniotovog uvjeta kao rjeSenje imamo

(t.2) = u_, r—ct<0
) = Uy, x—ct>0,
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Burgersova jednadzba

pri cemu je ¢ = % Mudutim, kad je uy > wu_, up mozemo aproksimirati nizom

glatkih rastué¢ih funkcija. Za svaku takvu aproksimaciju postoji globalno jako rjesenje.
Promotrimo li niz takvih rjesenja u limesu bismo dobili

U_, T <u_t
u(t,x):{%, u_t <z <uyt
Uy, uslt <.

Ovaj primjer upucuje na to da bismo trebali dopustiti samo ona slaba rjesenja koja imaju
neizbjezan pad, odnosno, da zahtijevamo da vrijedi

lim u(t, z) > lim u(t, 2) .
z%“(’z) z@“( z)

Kako odluciti koja su rjesenja prihvatljiva? Jedan nacin je da gledamo Cauchyjev
problem na R™ x R za diferencijalnu jednadzbu

(12) Oru + ax(ézﬂ) = p0yztt

uz isti pocetni uvjet u(0, x) = ug(x). U jednadzbi (12) trazimo da je u > 0, i shva¢amo ga
kao koeficijent viskoznosti. Kad pustimo p Y\, 0 trebali bismo kao limes rjesenja dobiti pri-
hvatljivo rjesenje. Taka pristup nazivamo postupkom isc¢ezavajuce viskoznosti. Drugacije
zapisano ta jednadzba glasi

Oy = Oy (u0zu — %uz) :

—1 rx
i rjesavat ¢emo je tako $to ¢emo uvesti novu nepoznatu funkciju p(t,z) = e2» Jo ult.£)de
Za nju dobivamo da vrijedi

=200z = pu
— 2020t = P(udpu — $u?),
dok se u izrazava formulom

0
u=—2p0;Inp =—-2u tad ,
¥

iz ¢ega dalje slijedi da je
0
Oyu = —210,;0; Inp = —2u8xt—90 .
Zakljucujemo da (12) mozemo zapisati kao

) )
0y (—2;H—S0 + 2ﬁ—”¢) —0,
o o

odnosno imamo da za neku funkciju y(t) vrijedi

Kad bismo zamijenili ¢(t,z) s (¢, 2)e~®), dobili bismo

(13) at(;p = Mam%@-

17



Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Medutim, iz formule za u je jasno da ta funkcija v ne pridonosi nasem rjesenju, pa nam je
dovoljno rijesiti upravo tu diferencijalnu jednadzbu. U daljem pretpostavljamo da je

/ " uo(€)de = oa?)
0

kada |x| — oo, a to je, na primjer, zadovoljeno kada je up € L°°(R). Tada znamo da za
proizvoljan € > 0 vrijedi

o) = ¢ 2 Ji 9% = (e

kada |x| — oo. Rjesavamo Cauchyjev problem na Rt x R za diferencijalnu jednadzbu (13)
uz pocetni uvjet (0, ) = po(x), a po [Ev2, Theorem 2.3.1] rjesenje je dano formulom

(z—y)?

1 xO
tx) = —— @ty
o(t, ) T /_Oosoo(y)e - dy

Dano rjeSenje je pozitivno i po [id., Theorem 2.3.7] jedinstveno. Vratimo se na w.
Za y1 > 0 oznacavat ¢emo s u, rjesenje Cauchyjevog problema za jednadzbu (12).

Imamo da je
0 T — _ F(t,zy)
/ Y3 dy

ot

o0 F(tay) ’
e 2 dy
— 00

T — )2
R LCL3

Uy = —2p0; Inp =

pri cemu je

U integralima 67% to viSe pridonosi Sto je F' manji, a budué¢i da F' ~ oo kada
ly| /" oo, minimum funkcije F'(¢,x,-) se postize na kompaktnom skupu. Najmanji interval
na kojem F'(t, z, ) postize minimum oznac¢avamo s [y_(t, z), y+(t, z)], gdje pretpostavljamo
da je y— < y+.

Pogledajmo $to je s tockama minimuma kad gledamo (¢, ) iz nekog kompaktnog
skupa K. Prvo primijetimo da je F(t,z,y) < 0 ako je y tocka minimuma za funkciju
F(t,x,-). Iz ocjene na funkciju up znamo da za svaki ¢ > 0 postoji R takav da za y € R
¢ija je norma veca od R, vrijedi

Y
/0 wo(€) di‘ <.

o0

loc (R) , ocjenjujemo

Dalje, kad je y > R, uzevsi u obzir da je ug € L

v — )2
E2E [t

e [T
——+/O o(€) de /0 o(€) d

F(t,z,y) =

2t
21t — 2oy + 5yt — eyt + C

>
> Cy — Coy + (C3 — e)y?.

Konstante C,Cs 1 C3 ovise samo o skupu K iz kojeg uzimamo (t,z), a € je proizvoljan,
pa ga mozemo odabrati tako da je U3 —e > 0. Neka su yj 2 nultocke polinoma C7 — Coy +
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Burgersova jednadzba

(C3 — ¢)y?. Tada za svaki (t,7) € K iy > max{R,|y1|,|y2|} imamo da je F(t,z,y) > 0.

Isto mozemo postiéi i za y < —R, te vidimo da kad ograni¢imo promatranje (¢, z) na neki

kompaktan skup postoji uniformna ograda na tocke minimuma funkcija F'(¢,x, ).
Dokazat ¢emo da vrijedi

— t —y—(Z
T ysltr) < liminf  w,(s,y) < limsup  uu(s,y) < r=y-(tz)

(14) ,
13 (,u,s,y)—>(0,t,x) (M,S,y)—)(o,t,z) t

s tim da se uzima g > 0. Prije nego li predemo na dokaz ove tvrdnje dokazimo neke
pomocne rezultate.

Tvrdimo da je preslikavanje (¢,x) — [y—(t,x),y+(t,x)] je odozgo poluneprekinuta
skupovna funkcija, odnosno za svaki ¢ > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki (s, z) iz
K((t,x),0) imamo da je

[y_(S,Z),y+(S7Z)] C <y_(t,l') - 8,y+(t,ZL‘) + 5) :

Da bismo pokazali tu tvrdnju, pretpostavimo suprotno. Postoji € > 0 takav da za svaki
d > 0 postoji (s,z) € K((t,z),d) takav da postoji y izvan (y_(t,x) — €, y+(t,z) +€) u
kojem funkcija F'(s, z,-) poprima minimum. Oznacimo s (Sy, 2y, Yn) niz takvih vrijednosti
kad uzimamo da je 6 = % Od prije znamo da za skup koji je kompaktno sadrzan u
gornjoj poluravnini postoji uniformna ocjena za tocke minimuma. Zakljuc¢ujemo da (y)
ima konvergentan podniz, za koji radi jednostavnosti i dalje koristimo istu oznaku (yy,).
Lako se vidi da (y,,) konvergira k nekom yg koji se nalazi izvan skupa (y_ (¢, z) —¢, y+ (¢, )+
g). Imamo da je

F<8naznay+(t7x)) 2 F(Sﬂnznayn)?

sto kad pustimo n — oo daje
F(tu Z, yi(t7 CL’)) > F(t,l’, yO) )

a to je u kontradikciji s definicijama y_ i y4.

Definirajmo pomoc¢nu funkciju m(t,z) = minyer F(¢,z,y). Kad uzmemo (t,z) iz
neke kugle K, koja je sadrzana u kompaktnom skupu, znamo da postoji broj R takav da
su za svaki (¢, z) € K minimumi funkcije F'(¢, x,-) sadrzani u [-R, R]. Na K vrijedi

m(t,r) =min F(t,z,-) = min F\(t,x,-),
(t2) = mig Flt2,) = iy Ptz
za §to po [H63, Lema 1.7.2 | imamo da je neprekidna funkcija. Iz proizvoljnosti kugle K

zakljucujemo da je m neprekidna funkcija s R* x R u R.
Sad prelazimo na dokaz tvrdnje (14). Najprije definirajmo jo$ jednu pomoé¢nu funkeiju

_ F(t,z,y)—m(t,x)

e 2p
90‘“'<t7 L y> - o0 F(t,x,y)—m(t,z)
/ e 2n dy
—0o0

Lako se vidi da za svaki > 01 (¢,7) € RT x R imamo da je
[e.e]
/ pu(t,z,y)dy =1
—0o0
ida je
witie) = [ ot y)dy.
—0o0

19



Nelinearni zakoni sa¢uvanja

Za € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki (s,z) iz K((t,z),0) imamo da su sve tocke
minimuma funkcije F(s, z,-) manje od y (¢, ) + . Racunamo:

w(s,2) = / (s, 2,y) dy

o0 S

y+(t7x)+8 7 — 0 _

Y <Y

:/ @M(&Z?y) dy+/ SOM(SaZ)y) dy
—o0 s yt(ta)te S

_ 2= (a(ta) o) /y+<tvl’>+€

=
S

o0 Z_y

oul(s, z,y)dy +/ ou(s, z,y)dy.

—00 y+(t,(L‘)+E s
Iz izbora § jasno je da za y € [y4+(t,z) + €,00) imamo da je F(s, z,y) — m(s,z) > 0, pa
ou(s,z,y) 1 Z2eu(s, 2,y) kovergiraju po tockama nuli kad 4 — 0. Po Lesbeguesovom

teoremu o dominiranoj kovergenciji zakljucujemo da konvergiraju i integrali:

[e.e]
/ ou(s,z,y)dy — 0
y+(t,$)+€

X0 o — y
/ ou(s,z,y)dy — 0
y+(ta)+e S

kad p tezi nuli. Zakljuéujemo da za proizvoljnu tocku (s, z) € K((¢,x),0) imamo da je
— t
liminf w,(s, z) > 2= e(to) +e) :
uN\0 S

U limesu (s, z) — (t,z) dobivamo

SN T — (y+(t,x) + 6)
liminf w > .
(5,5)— (L) pls:2) 2 t

#\0

U limesu ¢ — 0 dobivamo lijevu nejednakost iz (14); analogno se moze dokazati i desna
nejednakost.

Lema 2. Ako je x1 < w9 onda za svaki t vrijedi y4(t,z1) < y—(t,x2). Posebno, za ¢vrsti
t imamo da su y_(t,-) i y4(t,-) rastuce funkcije, neprekidne s lijeva, odnosno zdesna na
R. K tome, one su jednake, a samim tim i neprekidne, osim u prebrojivo mnogo tocaka.
Nadalje, ako je z neka tocka minimuma funkcije F(t,x,-), onda za proizvoljni A € (0, 1)
vrijedi

yr( M, Az + (1= N)z) = 2.
Dem. Oznac¢imo y, = y4 (¢, z1). Tada po definiciji funkcije y4 imamo da za svaki y € R
vrijedi

F(t,xz1,y) > F(t,z1,7,) .
Tvrdimo da je za svaki y < ¥, ispunjeno

F(t7$27y) > F(terang)v

iz Cega Ce slijediti da funkcija F'(¢, x2, -) minimum dostize na [g,,00). Sad uz pretpostavke
y <Y, 1x1 < T2 racunamo

F(thQay) - F(t,$27y+) P F(tax%y) =+ F<t7xlay—|—> - F<t7$lay> - F<tax27y—|—>
1 _ _
= Q_t[(xQ - y)z - (Il - y)Q + (551 — y+)2 - ($2 - y+)2]
_ (@m—a)@ —y) 0.
2t
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¢ime smo dokazali prvu tvrdnju. Odavdje, iz definicija y+ slijedi da je za svaki t i 1 < 29
ispunjeno
y—(ta 1'1) < y+(t7 [L’l) < y—(t’ ZIZ'Q) < y+(t,l'2) )
$to nam daje monotonost. Stovise, dobivamo da lim, ., y—(t, z) postoji i da je manji od
y—(t,z2). Kad bi limes bio strogo manji doslo bi do kontradikcije, s tim §to je m(¢,x),
definirana kao min,er F(t, z,y), neprekidna funkcija u (¢,2). U stvari, imali bismo
lim m(t,z) = lim F(t,z,y_(t,x)) # F(t,x,y_(t,z2)) = m(t, x2) .

x,/x2 x /T2

Na isti na¢in moze se dokazati neprekidnost zdesna funkcije y. .
Pokazimo zadnju tvrdnju leme. Za svaki y vrijedi

F(t,z,y) — F(t,x,z) 2 0,
stoga za y # z imamo
F\t, Az+(1 = N)z,y) — F(M, e + (1= Nz, 2) >
A+ (1=Nz—y)? -, xz+(1—-Nz—2)? (2—9)?—(z—2)?

> _
2Xt 2t

_ -y -N
DV

> 0.

Q.E.D.
Uocimo da iz leme slijedi da funkcija F(At, \x + (1 — \)z,-) ima jedinstveni strogi
minimum u tocki z.
Teorem egzistencije slabih rjeSenja

Dokazimo sad teorem koji ¢e osigurati postojanje slabog rjesenja Burgersove jed-
nadzbe. Teorem ¢e pored toga dati i karakterizaciju za prihvatljiva rjesenja.

Teorem 3. Pretpostavimo de je ug € LS .(R) takva da njezin integral zadovoljava
sljedecu ocjenu rasta

/ " wol€)de = o(y?)
0

kad |y| tezi u beskonacnost. Neka je (puy) niz pozitivnih brojeva koji konvergira k nuli.
Tada niz (uy,) rjesenja jednadzbi

o + (%(%uQ) = Oz
konvergira za skoro svaki (t,z) k u(t,x) koji je rjesenje Burgersove jedandzbe. Toc¢nije,

x —y(t, )

up(t, ) — u(t,x) = ,

za svaki (t,x) takav da F(t,z,-) ima jedinstvenu toc¢ku minimuma y(t,z). To je ispunjeno
do na skup koji je za ¢vrst t prebrojiv, u je neprekidna u svakom (t,x) za koji je tocka
minimuma jedinatvena. U sirem smislu

—y_(T
z,/'x
1
(15) : z —y4(t,7)
lim u(t, z) = ~— 4 T)
AN t
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gdje su y_(t,z) i y+(t,x) najmanja, odnosno najveca, tocka minimuma funkcije F(t,x,-).
Ako je 1 < xo tada
(16) lim w(t,z) — lim u(t,z) < 2

T\, T2 x,/x1 t

Ako je uy < M onda je u < M. Stovise, uvjet (16) tada daje karakterizaciju koja izdvaja
u medu svim rjeSenjima Burgersove jedandzbe, te u zovemo Hopfovim rjesenjem.

Dem. Svojstvo monotonosti iz leme pokazuje da za fiksan ¢t imamo jednakost y_(¢,z) =

Y. (t,r) osim u prebrojivo mnogo x, i da tada imamo konvergenciju uy(t, v) — *— y+(t 2)

o (14). Definirajmo da je u(t,z) = %(t’m) opcenito. Budu¢i da za svaki ¢ imamo
konvergenciju za skoro svaki x, po Fubinijevom teoremu zakljucujemo da imamo konver-
genciju skoro svuda na R* x R. Iz (14) takoder imamo, ako je y_(t,z) = y4(t,x), da je
u neprekidna u (¢, z), a neprekidnost s lijeva, odnosno zdesna, funkcija y+ nam daje (15).

Dokazimo slabu konvergenciju nizova (uy) i (u3) u LS (R x R)x. 1z (14) slijedi da za
svaku tocku (¢, x) postoje g > 016 > 0 takvi da za svaki u < po isvaki (s, z) € K((¢,x),0)
vrijedi

x—y+(t,:1:) x—y_(t,x)
t t
Iz izlaganja koje je prethodilo dokazu nejednakosti (14) slijedi da za svaki kompaktni
skup K postoji uniformna ocjena R na vrijednosti funkcija y_(¢,z) i y4(¢,z). Na [-R, R]
funkcija ug ima uniformnu ogradu A, a buduéi da je

(z —y)?
2t

— 1 < uy(s, 2) < +1.

Y
Ftz,y) = n / wo(€) dé < 0

kad je y tocka minimuma za funkciju F(¢,z,-) mozemo ocijeniti da je u tim tockama

|w;y| < 2A. Posebno dobivamo |;(| < 2A, odnosno dobivamo da je u lokalno
ogranic¢ena. Fiksirajmo funkciju ¢ € COO(RJr x R). Tada familija otvorenih kugala

{K((t,z),0¢) : (t,x) € supp p}

¢ini otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa K = supp ¢, pa za navedeni pokrivac¢ postoji kon-
acan potpokrivac {K((t1,x1), 1), K((t2,22),92), ..., K((tm, Tm), 0m)}. Zakljucujemo da uz
po = min{py,e; © ¢ = 1,...,m}, imamo da za sve p < pg postoji ista uniformna ocjena
2A+1 na funkcije u, kad ih restringiramo na K. Pomnozimo uy, s ¢ i integriramo. Pocevsi
od nekog ko imamo da su |ugp| omedeni s (2A + 1)|¢| koja je neprekidna s kompakt-
nim nosacem, pa prema tome i integrabilna. Po Lesbeguesovom teoremu o dominiranoj
konvergenciji zaklju¢ujemo da u limesu imamo

/ ugp dtde — wp dtdx .
R2 R2

Na isti nacin slijedi da su |ui¢| omedeni s (24 + 1)2|¢|, te da

/ u%gp dtdr — w>pdtd .
R?2 R2
Znamo da je ispunjeno

8tuu + Oy ( ) ,Uax:ru,u )
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pomnozimo jednadzbu funkcijom ¢ € C°(R* x R) i integrirajmo. Parcijalnom integraci-
jom i primjenom Gauss-Greenovog teorema dobit ¢emo

—/ (uuOpp + uiaxgo) dtdx = ,u/ Uy, Opztp dtde .
R?2 R?2

Kako wuy 1 ui slabo konvergiraju ka u i u? to, uzevsi u obzir da ¢ € C°(R* x R) povlaci
i da su Opp, 00 i Opzp € CP(RT x R), dobivamo

/ (udpp + u?0pp) dtdx = 0,
R2

Sto upravo kaze da je u slabo rjesenje Burgersove jedandzbe. Ako je ug € CL(R), onda
je jasno da za male ¢ (tocnije za t < W) imamo klasi¢no rjesenje, pa je u i slabo
rjesenje Cauchyjevog problema. Za opcenitije ug dozvoljene u teoremu primijetimo da
je rjeSenje lokalno ograniceno i odredeno vrijednos¢u inicijalnog uvjeta up na segmentu
[—R, R]. Aproksimiramo inicijalni uvjet up nizom (u) funkcija klase CL(R) takvim da
uh — up u LllOC (R), koje jednoliko zadovoljavaju ocjenu rasta iz iskaza teorema. Takav niz

bi se na primjer mogao dobiti tako da za svaki j funkciju

ey - fuo(z) |z[ <
40 (z) {O mace

konvoluiramo sa standardnim izgladivacem p,, odabranim tako da je

/]‘ o () — ul ()| < ~.

—j ]

Funkcije Fj(t,z,y) zadane kao i F', gdje je ug supstituiran s ué na svakom kompaktnom
skupu, zbog odabira niza (u{)), jednoliko konvergiraju k funkciji F, te i tocke minimu-
ma funkeija Fj(t,,-) konvergiraju tockama minimuma funkcije F'(t,r,-). Za svaku ug i
pripadno rjesenje v/ imamo

—/ (ujatgo%—%(uj)%?mgp) dtdx:/ u%cpdx,
R?2 R

pa nam Lesbeguesov teorem o dominiranoj konvergenciji daje tvrdnju.
Uzmimo da su z1, 22 € R takvi da je 1 < x2, i ra¢unajmo:

xg —yp(t,2) w1 —y_ (¢ x1)

lim w(t,z) — lim u(t,z) =

TN\T2 x,/ T t t
_ xa —ye(twe) — (21 —y- (¢, 71))
'
<221
t

gdje smo primijenili tvrdnju Leme 2.
Ako je y4(t,z) = y—(t,x), onda iz druge tvrdnje Leme 2 slijedi da je

x—y(t,x)
u=u(t,x) = —
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konstantna i neprekidna na otvorenom djelu segmenta koji spaja (¢,z) i (0,y(¢,z)). Kada
je up € CL(R), tada otvorene linije zadiru u podruéje na kojem znamo da je |u| < M, pa
slijedi da je tada |u| < M iinace. Za generalni ug tvrdnja slijedi iz aproksimacije kao prije.

Jedinstvenost je poslijedica Teorema 1 iz prvog odjeljka. Toc¢nije, ako postoji drugo
ograniceno rjesenje Cauchyjevog problema za Burgersovu jednazbu uz iste inicijalne uvjete
v, koje zadovoljava (16) (Hopfovo rjesenje), tada je w = u — v slabo rjesenje jednadzbe

Ow + Oz (aw) =0,

s nulom kao inicijalnim uvjetom, i (2) je ispunjeno s C(t) =

=

Q.E.D.

Kao §to smo vidjeli u ovom dokazu, uz t > 0 svaki (¢,2) mozemo shvatiti kao vrh
trokuta 7} ;, s ostalim vrhovima (0, y+ (¢, z)). Za v imamo da je neprekidna na otvorenim
stranama trokuta 7} ; i da je jednaka brzini %(m) Tvrdimo da za svaki ¢’ > t postoji
jedinstveni 2’ takav da je Tj, C Ty ,. Da bismo to dokazali, pokazat ¢emo da je ili
Tt C Ty 4 ili su trokuti disjunktni.

Otvorene stranice se mogu sjeé¢i samo ako imaju iste nagibe, a tada je jedan trokut
sadrzan u drugom; ako (t,) lezi na otvorenom dijelu stranice trokuta Ty ,/, onda je T},
sadrzan u toj stranici. Za ' uzimamo infimum svih y takvih da Ty, lezi desno od (t,x).
Tada desna strana trokuta Ty ,s lezi zdesna od (t,x) zbog neprekidnosti zdesna funkcije
y+(t',-), ali lijeva strana strana ne moze lezati strogo zdesna zbog neprekidnosti s lijeva
funkcije y4(¢',-) 1 minimalnosti 2’. Ovo pokazuje Ty, C Ty . Jedinstvenost slijedi iz
¢injenice da bi dva takva trokuta T} ,» imala granice koje se sijeku u gornjoj poluravnini
jer imaju zajednicku tocku.

Zakljuéujemo da je kroz svaku tocku dobro definirana krivulja z(t) u smjeru rastuéeg
t, takva da T} ;4 Cine uzlaznan niz skupova, a geometrijski je jasno da je to Lipshitzova
funkcija. Neka je x(t) takva krivulja kroz (¢, z). Tvrdimo da je
(") -zt 1

= — | lim u(¢,y) + lim wu(t, :
(1 ot )+ tim e ) )

17
(17) t/\;,?’l’\t t"—t 2

Kako bismo to dokazali, uzmimo da su 2’ = z(¢') i 2” = z(t"), te pretpostavimo da je
t" >t > t. Tada imamo

y-(t",2") <y-(t',2") <y-(t, o) <ye(t2) <yt 2)) <y (t',2"),
i imamo i konvergenciju y4 (t”,2") — y+(t,x) kad " — ¢, sto slijedi iz dokaza zdesne
(s lijeva) neprekidnosti funkcija y4(¢,-) u lemi 2. Ako je y+(¢',2') = y_(¥,2’) za neki
t' > t, tada je (17) trivijalno ispunjeno, pa ¢emo stoga dalje razmatrati samo taj slucaj.
Fiksirajmo ¢’ = y_(t',2") i y" = y4 (¢, 2"), te definirajmo pomoéne funkcije

€)= wo(€) + 42
1'(6) = uole) + 7
Racunamo: .
y// I y// (5 _ x/)z y
I'(€)dé = d
[ red= [ w@a S5
y" (y// _ x/)Q (y/ _ 1’/)2
= §)ds + = ,
/y, vo($) 2t 2t
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zbog tog §to y— minimizira funkciju F (¢, z,-). Isto tako dobivamo i nejednakost za I”:

/y I"(€)de > 0.
Y

U

Dalje imamo:

1

Yy Yy y
!/<ﬂ@%4%®mgz—/ reyde— [ 1"e)de <o,

odnosno da vrijedi:

Sto dalje daje:

- 1 1\ +y
v <litw) 3
2 < — ) y+(t",2") ;’ y—(t',2") .

Sli¢no slijedi i

t”) Y- (t/7 ZE/) + Y+ (tllv lﬂ)

af)/t”—x//tlé(t/— . 7

sto skupa s prethodnom nejednakoséu daje

y+ (", 2") +y (', 2")

[L'//t, _ I/t// _ (t// _ t/) 2

s 1411 " /
Dalje, xf,,;_f,t mozemo zapisati kao x' — /%=, odnosno dobivamo:

o B 20 — (y_(t’,:z’) + y+(t”, :U”))
t—t 2t/ ’

iz cega slijedi (17).
Vidimo, iz (17) slijedi da je x = x(t) integralna krivulja diferencijalne jednadzbe

4o(t) = ult, x(t))

u smislu Teorema 4 iz prvog poglavlja. Iz Teorema 5 u istom poglavlju, uzimajuéi u obzir
(16), zakljucujemo da je svaka takva krivulja jedinstveno odredena u buduénosti pocetnom
tockom. Unatrag, pocevsi iz (t,z), vidimo da su obje stranice trokuta T;, integralne
krivulje, pa nema govora o jedinstvenosti.

Ako je ug € C*, zaneki k > 1, iako F(t,x,-) ima jedinstvenu tocku minimuma y(t, x)
u kojoj je 0y, F > 0, tada je to tocno na nekoj okolini tocke (t,z) i u € C* na toj okolini.
Tocnije, po teoremu o implicitno zadanim funkcijama, jednadzba

(%F(t’,m’,y) =0

ima jedinstveno rjesenje y(#', z’) u blizini y, koje je C* funkcija (', ').
Primijetimo da, ako je ug neprekidna funkcija, tada % + up(y) = 0 kad je y =

y+(t,x). Dalje, ako je up € CY(R), tada vidimo da ufy + + ima nultocku izmadu y_(t,z)
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i y4(t,x) kad su oni razli¢iti. Ako je pocetni uvjet ug odabran tako u) ne poprima istu
vrijednost razli¢itu od nule vise od konacano mnogo puta, slijedi da za fiksan t postoji
samo kona¢no mnogo diskontinuiteta. Dakle, u je tada u C* van nekog skupa krivulja na
kojima zadovoljava Rankine-Hugoniotov uvijet.

Uvjet entropije

Mozemo postaviti uvjet na slabo rjesenje koji je ekvivalentan (16), ali je primjen-

Burgersove jednadzbe
Oy + uyOpuy, = 102Uy,
s @ (uy,), gdje je @ € C?, te rezultat zapisimo u obliku
O ®(uy) + 02Y (uy) = p0ya®(uy,) — p®” () (Opuy)? .
Pritom je funkcija Y zadana tako da vrijedi
Y'(s) = s®/(s).
Ako ® odaberemo konveksnom, odnosno zahtijevamo da je ®” > 0, slijedi nejednakost
O0r®(uy) + 02Y (uy) < p0pe®(uy) -

Takvu konveksnu funkciju ® obi¢no zovemo entropija, a Y tokom entropije. Buduéi da su
u, lokalno ogranicene u limesu kad p — 0, to imamo da je u smislu teorije distribucija na
R' x R ispunjeno

(18) 0P (u) + 0,Y (u) <0.

Uvjet (18) ponekad zovemo uvjet entropije. Eksplicitno to znaci da za svaku pozitivnu
funkciju ¢ € CX(R? x R) vrijedi

(19) / (®(u)dhp + Y (1)0yp) dtda > 0.
To je ispunjeno za svaku konveksnu C? funkciju. Uzimamo li za neke k € Rie > 0

O(s) =1/(s— k)2 + &2,

u limesu kad ¢ — 0 vidimo da mozemo uzeti

CD(S) = |S - k| )
i tada imamo da je
Y(s) = %(52 — k?)sign (s — k)
= 1|s —k|(s + k).
Stoga (19) za svaki k € R daje
(20) / u(t, ) — k| (Brplt, ) + L(u(t, ) + K)Oup(t,2)) dide > 0.

Obrnuto, nejednakost (19) slijedi iz (20), jer se svaka konveksna funkcija na kompaktu
moze prikazati kao limes superpozicija funkcija oblika |z — k| i afine funkcije. Primijetimo
da ako uzmemo £ dovoljno velik po apsolutnoj vrijednosti prvo pozitivan, pa negativan, iz
(20) slijedi

$/ (udpp + %UangD) dtdx >0,
sto implicira da je u slabo rjesenje Burgersove jednadzbe.
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Teorem 4. Neka su funkcije u i v apsolutno omedene vrijednoséu M na pruzi (0,T) x R,
i neka za svaki k € R zadovoljavaju (20). Tada slijedi da je

b—Mt
/ lu(t, z) —v(t,x)| dx

+Mt

opadajuca funkcija po t, dok jeb—a > 2Mt it <T. Posebno,

/_OO lu(t,z) —v(t,x)| dz

je opadajuca funkcija t.
Ako su u i v rjeSenja Burgersove jednadzbe dana Teoremom 3, uz pocetne uvjete ug
ivg, tada u limesu kad t — 0 imamo

b
/ o (x) — vo(a)| dx

Dem. Neka je ¢ € C°((0,7) x R) nenegativna funkcija. Primijenimo li (20) na u, uz
= v(s,y) dobivamo

/ lu(t, ) —v(s,y)| (Oup(t, z) + 3 (ut,x) +v(s,9))Iup(t,z)) dtdz > 0.

Uzmemo li da je ¢ € C2°((0,7) x R x (0,7) x R) mozemo u gornjem uvrstiti (-, -, s, ),
a potom prointegrirati i po (s, y). U¢inimo li isto s u i v medusobno zamijenjenim dobivamo

/ [u(t, z) = v(s, )| (O + Dsp + 5 (u(t, ) + v(5,9))(Oap + Byp)) dtda dsdy > 0.

Zamijenimo t s (t+s) i x s (x+y), vidimo da uz oznaku (¢, x, s,y) = @(t + s,z +y, s,y)
imamo

/ lu(t + s,z +y) —v(s,9)| (951 + 3 (u(t + s,2 +y) +v(s,y))Iyy) dtdx dsdy >0,

naravno, ako za ¢ € CgO(R4) imamo da je supp v sadrzan na skupu gdje je 0 <t < T'i
0 < s+t < T. Odaberimo funkciju ¢ takvu da je ¥ (t,x,s,y) = ¥1(s,y)w2(t, x) za neke
funkcije ¢, 92 € C((0,T) x R).

Dalje, primijetimo da je za proizvoljnu funkciju ¢ € C°({0,7) x R)

[0t 5.4 9) ~ ol )| @utn + (e + 5,2+ 3) + 005, 9))0y1) dsdy

neprekidna funkcija po (¢, x), jer su |u — v| i u|u — v| Lipschitzove funkcije u varijablama
(u,v) na kompaktu [—M, M]? dok je (s,y) +— u(- + s,- + y) neprekidno preslikavanje
R? — Llloc(R2). Iz zadnje nejednakosti mozemo zakljuciti i da je ta funkcija nenegativna
za svaki (¢, ), posebno uzmimo (¢, z) = (0,0). Zakljucujemo da za svaku pozitivnu funkciju

Y € C((0,T) x R) vrijedi

/ lu(t + s,z +vy) —v(s,y)| (85¢1 + %(u(t + s,z +y) +v(s, y))@ﬂq) dsdy > 0.
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Sad odaberimo funkciju ¢ tako da je ¥1(s,y) = ¢(s)c(s,y), za neke p € C((0,T))
ice CX([0,T] x R) pozitivne funkcije. Ako na ¢ postavimo dodatni zahtjev da je

(21) Jsc+ M|0yc| <0,
odakle dalje slijedi da je
Osc+ g(ult + 5,2 +y) + v(s,9))dye <0,

odnosno za pozitivnu ¢ imamo

[ 1uts1) = (.l (Buc-+ buls. ) + v(5.9)0,6) ddy <0.

Zakljucujemo da je za takve funkcije ¢ i ¢ ispunjeno

/ (s, ) — v(s,3)|e(s, 1)/ (s) dsdy > 0.

Namjesto ¢ u gornju nejednakost uvrstimo niz (cg) koji konvergira karakteristi¢noj funkciji
skupa
{(s;9)la+Ms <y <b—Msy={s,y)ly —yo| + Ms < 3(b—a)},

gdje je yo = %(a + b). Takav niz se moze dobiti standardnom regularizacijom, a bududéi da
svaka opadajuca funkcija ima zeljeno svojsto (21), to svojstvo Ce ispunjavati i svi ¢lanovi
niza (). Stoga mozemo zakljuciti da za b—a > 2MT i pozitivnu funkciju ¢ € CX((0,T))

vrijedi
b—Ms
/w’(é’) / lu(s,y) —v(s,y)|dy | ds >0,
a+Ms

iz ¢ega slijedi da je unutrasnji integral opadajuca funkcija po varijabli s.

Neka je u Hopfovo rjesenje Cauchyjeve zadacée za Burgersovu jednadzbu s pocetnim
uvjetom ug € L®(R). Odaberimo niz ug; € C°(R) takav da ug; — up u L (R), i neka
su u; pripadna Hopfova rjesenja Burgersove jednadzbe. Tada

b— Mt b

[ st — e, do < [ ) = uon(o)] d.
a+Mt a

u limesu kad k — oo dobivamo

b—Mt b
/ luj(t, ) —u(t,z)| do < / |ug;(x) — ug(x)| dx .

+Mt

Bududi da u(t,) — up; u LL (R) kad t — 0, dobivamo

loc
b—Mt b
limsup/ lup(x) — u(t, x)| dr < 2/ \ug;(z) — up(x)| dz .
t—0 a+Mt a

Dakle u(t,-) — up u L{ (R) kad t — 0.

loc

Q.E.D.
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Svojstvo sazimanja u Teoremu 4 je, naravno, mnogo jace od teorema jedinstvenosti.
Dakle (16) i (20) su dva ekvivalentna nacina zadavanja dopustivih rjesenja Burgersove
jednadzbe. Na diskontinuitetima prvog reda jasno je da se podudaraju, (16) kaze da skok
mora biti negativan, dok (20) kaze da ako je brzina soka s, tada vrijedi

luy — k| (s — S(uyp + k) > Ju — k| (s — 3(u_ +k)) .
Uzmemo li k= uy, taj uvjet daje
0< %(qu—i—u_)—ng,
sto je Rankine-Hugoniotov uvjet. Za k van [u_,uy| imamo

Jus = kl(us + k) = Ju— — Kl (u— + k) = sign (uy — k)(u} +u?)
= 2s(u4 + u_)sign (uy — k)

lut = k[ = Ju— — k| = (us — u_)sign (uy — k),

pa tada imamo jednakost.
Uzmimo k = %(mr —u—_) = s. Tada su u gornjoj nejednakosti dvije strane %|u+ —U_

pomnozene sa

3—%(2&—3):%(3—2&),

te uvjet postaje uy < u—. Tada je ovo toéno na cijelom (u_,uy), jer su dvije strane
kvadraticne i jednake u rubnim tockama.

Svojstvo sazimanja u Teoremu 4, takoder povlac¢i da za Hopfova rjeSenja Burgersove
jednazbe imamo nejednakost

‘/m@@+yy—m@@mx</ﬁmu+yy—w@ﬂm;

jer je prostor rjeSenja translatorno invarijantan. Posebno, ovo povla¢i da je u funkcija
omedene varijacije s obzirom na x, ako je to i ug. Da bi to vidjeli, dokazimo sljede¢u lemu.

Lema 3. Ako je f funkcija omedene varijacije na R, tada vrijedi formula:
(22 [ 15+ 0) = p@ldo < v

gdje je V totalna varijacija funkcije f. Obrnuto, ako je f € LY(R) i vrijedi

(23) liminf f ’f(l‘ + y) _ f($)| dx
y=0 [yl

=V <,

tada je f omedene varijacije s totalnom varijacijom V', i u (23) postoji i limes.
Dem. Ako je f funkcija omedene varijacije i y > 0 tada imamo

wly) = / @t y) — fo)] de
z+

< [([ i) a
:/Oﬁwt;m)ﬁ

= |y|V,
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

sto, kako je ocigledno w parna funkcija, dokazuje (22).
Za proizvoljnu funkciju ¢ € CL(R) imamo:

[ et s o] = tiy | [ ATEDZE )

Y
. f(z) = flz—y)
= lim x)dx
yﬂo/ y p(z)
< Vosup ¢l

(y)

gdje je Vo = liminf, .o WITI Ako je Vh < oo, tada je f' Radonova mjera (derivacija je

shva¢ena u smislu teorije distribucija), ukupne mase manje od V, odnosno, f je funkcija
omedene varijacije s totalnom varijacijom V' < V. Bududéi da je

Vo < limsup ——= w(y) <V<W
y—0 |y|

z (23), sto nam upravo daje zadnju tvrdnju.
Q.E.D.
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Nelinearni zakoni sa¢uvanja

U prethodnom poglavlju proucavali smo Burgesovu jednadzbu. Dobili smo postojanje
slabog rjesenja, te neke uvjete koji daju jedinstvenost. Dali smo cak i formulu po kojoj
se takvo rjesenje moze izracunati. Kod opcenitijih zakona sacuvanja (opcenitija funkcija
fluksa f) takvi se rezultati ne daju tako jednostavno dobiti upotrebljenim metodama. Zato
¢emo u ovom poglavlju dokazati egzistenciju slabog rjesenja za opcenitiju funkciju fluksa
f modernijim tehnikama.

U teoremu ¢emo s €) oznacavati gornju poluravninu R™ x R.

Teorem 1. Neka je ug € WH*(R). Tada Cauchyjev problem

{ Owu~+ Oy f(u) =0
u(O, ) = Uy

ima slabo rjesenje u € L2 (). .
Da bismo smo dokazali ovaj teorem trebat ¢e nam neki novi pojmovi iz matematicke

analize.

Youngove mjere

Pretpostavljamo da je Q C R? otvoren i omeden skup. Neka su, nadalje, u™ funkcije

definirane na (). Pretpostavimo da za u" imamo da
n L()x
u't ————u

Pitamo se mozemo li iz toga zakljuciti da
fou" LN fou?
Drugim rije¢ima, jesu li operatori koji djeluju kao kompozicija s neprekinuto diferencija-
bilnim funkcijama slabo * nizovno neprekinuti?
Bez dodatnih zahtjeva na (u') to opéenito ne vrijedi, §to se lako moze vidjeti na
sljede¢em primjeru. Neka su a i b razliciti realni brojevi, te A € (0,1). Dalje, neka su
u™ : [0,1] — R funkcije zadane formulom

v

u" "~ u=MXa+(1-\b

:Cgk)\

n
e .

5 SIES
/N

Za taj niz lako se vidi da

fou ——=f=xf(a)+ (1= Nf(b),

a znamo da za prizvoljnu funkciju f opcéenito ne vrijedi jednakost

Fa+ (T =X)b)=Af(a)+ (1 —=N)f(D).

Ukoliko, recimo, zahtijevamo da su derivacije funkcija u™ ograni¢ene u L?, onda za-
kljuéujemo da je niz sadrzan u L°NH!, pa Rellichov teorem kompaktnosti daje nizovnu
slabu * neprekidnost za svaku neprekinutu funkciju f.

Takve opcenite rezultate nam daje teorija Youngovih mjera. U toj teoriji podnizu
niza (u") pridruzujemo familiju vjerojatnosnih mjera (v;),cq na kodomeni K (Youngovu
mjeru) takvu da je slabi limes niza (f o u"*) dan s ocekivanjem:

(Vor f) = /K SO (N

za svaku neprekidnu funkciju f: K — R.
Verzija osnovnog teorema o Youngovom mjerama je dokazana u [Ba].
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Teorem 2. Neka je Q C RY skup izmjeriv u Lesbesgueovom smislu, K C R™ zatvoren
skup, i neka je a™ : Q) — R™ niz izmjerivih funkcija, za koji vrijedi Im(a") — K u mjeri,
odnosno da za svaki otvoreni skup U koji sadrzi K vrijedi

ligtnvol{me Q:a"(z)¢U}=0.

Tada postoji podniz (a™*)y i izmjeriva familija nenegativnih Radonovih mjera na R™
(v, x € Q) takva da vrijedi:

(@) [[Vallm = Jgm drva <1 (ss 2 € Q),

(b) suppr, C K (ss x € Q),

(c) foa™ —— (v, f) = [am F(A) dv.(\) uL>®(Q) za svaku funkciju f € Co(R™).
Stovide, ako podniz (a™);, zadovoljava i uvjet ogranicenosti

(1) (VR > 0) lim supvol{x € QNK(0,R) : |a"*(z)| = m} =0,

h—oo [

onda je |[vz||m =1 (ss € Q) (vy je vjerojatnosna mjera) i za svaki izmjeriv skup A C Q
vrijedi: L(4)

foa™ v, f)

za svaku neprekinutu funkciju f : R™ — R, takvu da je niz (f o a’*); nizovno slabo

relativno kompaktan u L1(A). .

U daljnjem éemo s a* oznacavati clanove podniza (a™ ).

Uvjet ogranic¢enosti (1) je ekvivalentan s:

(VR > 0)(3g € C(Ry))g je neopadajuéa, 2Slim g(t) =o00i
—00

(2) k
sup g(la”"(x)]) dr < oo
k JonKk(o,R)

Zaista, uzmimo neka vrijedi (2). Fiksirajmo R, i neka je g pripadna neopadajuca funkcija.
Tada vidimo da je

sup vol {;1: e QNK(0,R) : |a*(z)| > t} g(t) < sup/ g(|a*(x)|) dz,
k k JONK(0,R)

a kako g /" oo to slijedi (1).
Obrnuto, neka vrijedi (1). Za fiksan R mozemo izabrati rastudi niz (t,) u R", takav
da vrijedi

sup vol {x € QNK(0,R) : |a*(z)| > tn} <n73,
k

te uzeti:

a(t) = {0, te0,t1)

n, t E I:tn, tn+1>.
Tada je

SUP/ 7(|a*(2)]) dz = supvaoI {:c e QNK(0,R) : |a*(2)| € [tn,tn+1>}
k JONK(0,R) 3

n=1
o0
< E n? < oo
< .
n=1
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Biranjem neprekidne funkcije g za koju vrijedi g — 1 < g < g dobivamo (2).
Ako (a™) je niz ogranicen u L>(2; R™), to jest

|a" | (;rm) < C',

tada je i (f oa™) ograni¢en niz u L>°(2; R™) za svaku neprekidnu funkciju f. Dalje, u tom
slucaju je ispunjen i uvjet (2) s g(t) = ¢, pa imamo familiju vjerojatnostnih mjera (v,) i
podniz (a*) takav da je

foa* ——(v.f)
u L*°(Q), za svaku neprekidnu funkciju f. Stoga, u tom posebnom sluc¢aju imamo slijedeci
korolar.

Korolar 1. Neka je Q C R? ogranicen i otvoren skup, a K C R™ zatvoren podskup, te
neka je (a') ogranicen niz u L*°(Q; R™) takav da vrijedi

(VneN) d"(x) e K (ssxz € Q).

Tada postoji podniz tog niza (radi jednostavnosti oznacimo ga jednako) i izmjeriva familija
vjerojatnostnih Radonovih mjera (v;).cq (Youngova mjera pridruzena podnizu (a™*) niza
(a™)) takva da vrijedi

(i) suppr, C K (ss x € Q)

(ii) foa™ —— (v, f) = [am F(N) dv.(\) u L®(Q) za svaku funkciju f € Co(R™).
Obrnuto, za svaku izmjerivu familiju vjerojatnostnih Radonovih mjera (v;)cq takvu da
vrijedi (i), postoji niz (u™) ogranicen u L>°(§2; R™) takav da je (vy)zeq pripadna Youngova

mjera. ]

Lema 1. Neka je (u™), niz u L>°(Q) takav da u, —— u. Tada uj, — u jako u LP(Q) za
p < 00, ako i samo ako je vy = dy(y).-

Dem. Nuznost: iz u, —— u u L>®(Q) po Teoremu 2 (i iz rasprave koja je slijedila)
proizlazi da postoji podniz (u"*); i familija vjerojatnostnih mjera (v;),cq takva da

oaf — Xy f) = dv.
fod s w f) /qu,

za svaku neprekidnu funkciju f. Bududi da v — u u LP(€2), to postoji podniz (u"7); takav
dau™ — u (ss Q), paifou™ — fou (ss Q). Prijelaskom na zajednicki podniz dobivamo

fou= / fdv.,
Q
0dnosno v. = d,(.).

Dovoljnost: v. = d,.) povlaci da za svaki p € (1, 00) imamo
(u™)P —— (u)P
i u" —— u. Bududi da je Q skup konacne mjere, (u”) je sadrzan u LP(Q) i omeden u
njemu. Dakle, zbog refleksivnosti prostora LP(£2), (u™) ima slabo konvergentan (u LP(Q2))

podniz, a jedintvenost limesa kaze da slabo konvegira k w. No, uzmemo li za f = |- |P,
imajudéi u vidu da je na skupu omedene mjere konstanta 1 integrabilna funkcija, dobivamo

[w@p iz = [ i,

odnosno i norme konvergiraju, sto povla¢i da v” — u u LP(Q2).

Q.E.D.
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Teorem kompenzirane kompaktnosti

Da bismo dokazali teorem koji ¢e dati zadovoljavajuée uvjete na niz (u") trebat ¢e
nam sljedeéi teorem [Tal].

Teorem 3. (div-rot lema) Neka je Q@ C RY ogranicen i otvoren skup, te neka su
(u™), (V) ograniceni nizovi u L*®(€; RY) takvi da je ispunjeno

(a) (divu™) lezi u kompaktnom skupu u H=1(Q)

(b) (rotu™) lezi u kompaktnom skupu u H=(€).
Neka, nadalje, vrijede konvergencije u™ —— u i v —— v u L*>(€2). Tada slijedi da

*
u vt —— v

u smislu teorije distribucija. .

Dokazimo sada teorem koji ¢e biti klju¢an u dokazu Teorema 1. To je upravo teorem
po kojem smo nazvali i cijelo poglavlje.

Teorem 4. Neka je Q C R? ogranicen i otvoren skup, te f € C'(R). Nadalje, neka je
(u™) niz funkcija u L°°(Q) takav da vrijedi

u" —— u,
te neka za svaku konveksnu funkciju ® : R — R vrijedi da su
(E) O (P ou") + 0, (Y ou™)
sadrzani u kompaktnom skupu u H=Y(Q), pri cemu Y zadovoljava Y’ = f'®'. Tada vrijedi

(3) fou' —= fou (uL®(2))

(4) flou"——fou (uLF(Q)),
za svaki p < co.Ukoliko f ni na kojem intervalu nije afina, onda stovise vrijedi i
(5) u'—u  (uLP(Q)),

za svaki p < 00.

Dokaz ¢emo provesti u par koraka, no prije nego li prijedemo na njega komentirajmo
uvjet (E). Sjetimo li se kako smo zadali vezu izmedu ® i Y u prehodnom poglavlju,
primjecujemo da se f'®’ kod Burgersove jednadzbe upravo svodi na s®’. Stoga ® ponovo
zovemo entropija, a Y tok entropije. Zbog toga ovdje (E) zovemo uvjet entropije.

Dem. Korak 1: Dokazujemo (3). Fiksirajmo konveksnu funkciju ®. Uvedimo oznake

V"= fou,w" =Pou i = fou",

n n
—v . w
u" = vt =
u” AL

u L>®(Q; R?). Postoje podnizovi takvi da

* —v . * w
u

1 promatrajmo nizove
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u L*°(Q). Prema (F) imamo da
divv" = gyw" + 0,2"
lezi u kompaktnom podskupu H~(Q), a uzmemo li ®(z) = z isto slijedi i za
rotu” = opu" + 00" .
Primjenom div-rot leme zaklju¢ujemo da
U2 — "M —— uz — vw

u distribucijama. S druge pak strane u™ - v" je ograni¢en niz u L*°(Q2) pa ima slabo
konvergentan podniz, odakle zbog jedinstvenosti limesa

2" — " — uz — ow,
odnosno
(6) Y (u") — fu)®(u") —— uz —vw.

Primjenom teorema o Youngovim mjerama skoro svuda imamo sljedeéi zapis

u(t,z) = (U, IR)

v(t,x) = (Vi f)
(7) w(t,z) = (Vi g, )

2(t,x) = (Vg Y) .

S takvim zapisom imamo da za svaku konveksnu funkciju ® i Y takvu da je Y/ = f/'@’
vrijedi
(8) <Vt,a:7 1RY - fCI)> = <Vt,x7 1R><Vt,x7 Y> - <Vt,$) f><Vt,xa CI)) .

Fiksirajmo (¢, z). Ponovo uzimamo posebnu konveksnu funkciju ®(A) = |\ — u|. Sada, za

op¢enitu f imamo da je
A
) = fu), u<A.
Kad to uvrstimo u (8) dobivamo

(v = fw){v,[A=ul) =0,
odakle zakljucujemo da je
v=f(u) i (,[A—ul)=

Druga moguénost vodi na v = §,,, odnosno ponovno na v = f(u), ¢ime je dokazano (3).

Korak 2: Dokazujemo da je nosac¢ mjere v, sadrzan u intervalu na kojem je f afina.
Radi jednostavnosti ra¢una, pretpostavimo da u tocki (¢, x) vrijedi

u(t,x) = f(u(t,x)) =0.

Tada (8) prelazi u
(v, 1IRY — f®) =0,
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za svaku konveksnu funkciju ®. Koristeéi (7) mozemo zapisati

(9) <I/, 1R> : 0

(v, f)=0.

Odaberimo « i  tako da je conv(supp v) = [a, §]. Tada (9); povladi da je « < 0 < 5. Ako
bi jedna od vrijednosti « ili §# bili nula tad bi i druga vrijednost bila nula. To bi povlacilo
da je v = ¢, sto je trivijalan slucaj, stoga pretpostavljamo da je a < 0 < (3. Definirajmo
pomocne funkcije ¢g i h formulama:

A
g()) = / £du(e)
(10) a

A
b = [ 1O )

i progirimo ih nulom van [«, 5]. Progirenjem dobivamo neprekidnu funkciju, zbog odabira
intervala i (9). Takoder iz (9) i definicije ¢ vidimo da je za A € («, 5) ispunjeno

g(A\) <0.
Iz (10) vidimo i da je

(11)
pa slijedi
(¢, Y)— (I, ®) =0,
odnosno
—(g, Y'Y+ (h,®") = 0.
Uvrstimo 1i Y = f’®" dobivamo:
(—gf'+ 1,0 =0.
To vrijedi za svaku konveksnu funkciju ®, odnosno
(—gf' + 1, ) =0
vrijedi za svaku rastucu funkciju ¢. Stoga zakljucujemo da to vrijedi i za razliku neopada-
jucih funkcija, i dalje, za sve glatke funkcije ¢. Tako zaklju¢ujemo da je
(12) h(A) = f'(Ng(A) =0,
a (11) daje da vrijedi
FNG () = M (\) = 0.
Jedno i drugo povlaci
(f(Ng(\) = h(N) =0,
sto zajedno s ¢injenicom da je g = h = 0 izvan [«, §] daje
FA)g(A) = h(A) =0.
Posljednje, zajedno s (12) i ¢injenicom da je g < 0 na {«, 3) daje f(A) —Af/(A) =0, odakle
slijedi da na istom intervalu vrijedi
fFQA) = e,
pa je tvrdnja (4) trivijalno ispunjena.

Ako nema intervala na kojem je f afina onda je suppr C {a}, pa tvrdnja slijedi iz
Leme 1.

Q.E.D.
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Dokaz glavnog teorema

Ponovno ¢emo koristiti metodu iscezavajuce viskoznosti.
Promotrimo parabolicku aproksimaciju Cauchyjeve zadace

{@w+&ﬁww=%mw
u(0, ) = ug .

Standardni rezultat za parabolicku jednadzbu gornjeg tipa [O]] je egzistencija klasi¢nog
rjeSenja u" takvog da za svaki ograniceni skup 2 C Rar x R vrijedi da su u" i %@u”
ogranic¢eni u L>°(92).

Zbog ogramcenostl postoji slabo * konvergentan podniz. Ozna¢imo takav podniz na
isti nacin u” —— w.

Cilj nam je pokazati da je tada gomiliste u trazeno slabo rjesenje. Dovoljno je pokazati
da vrijedi (£), jer tada tvrdnja izlazi iz Teorema 4.

Neka je @ : R — R konveksna funkcije, a funkcija Y takva da vrijedi Y/ = f/'®’.
Rac¢unamo:

O (Pou™) + 0p(Y ou™) = (D' ou)Opu" + 0 (Y o u™)dpu"
= (@ o) £ 0,(f o)

=10 (®ou™) — L(9"0 u™)(Opu™)? .
Uoc¢imo najprije da je 0;(® o u™) + 9, (Y o u™) sadrzano u ogranicenom podskupu prostora
W—heo(Q).

Nadalje tvrdimo da je 0,,(® o u™) sadrzano u kompaktu u H1(2). Dovoljno je
vidjeti da || 20z (® 0 u™)||g-1 — 0 kad n — oo. Dakle:

12000 (® 0 u™)||g-1 = sup / 1010 (® 0 u™) dtda
peH}(Q) 1/Q
lellg1 <1

= sup / =0z (P o u") 0z dtdx

peHj(Q)
<R[ 0| |1y S0mu”

</ic

Pomnozimo li parabolicku aproksimaciju diferencijalne jednadzbe s u” i integriramo po

sup |9z pl|p.2
L2 peH} ()

), kraé¢i racun daje ogranicenost niza %(%u” u prostoru L2(12), stoga imamo gornju
jednoliku ocjenu.

Tvrdimo, k tome, i da su (®” o u") sadrzani u ograniéenom skupu u M(€2). Ovo je
ocito zbog konveksnosti od ® i ¢injenice da je (8 u™)? L! funkcija.

Tvrdnja teorema sada slijedi iz

Lema 2. (Murat) Neka je (¢") niz koji je sadrzan u (A+ B)NC, gdje je: A kompaktan
u H=Y(Q), B ograniéen u My(Q) i C ogranicen u W—1>°((Q).
Tada je (g") sadrzan u kompaktnom podskupu H=(Q).
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Dem. Promotrimo Dirichletovu zadac¢u
A" =g" uQ
(13) n_
v =0 mna df.
Za p > d(= 2) kompaktnost ulaganja W(l)’p(Q) — Cp(Q2) (v.a [Br, Théoreme I1X.16]) povlaci
da je ulaganje My () — W=14(Q) za ¢ < d%'ll < 2 takoder kompaktno.
Po pretpostavci ¢" mozemo zapisati na sljede¢i nacin

n" =gl +95,

pri cemu je g7 € Ai gy € B. Neka su vf i v§ rjeSenja rubne zadace (13) s g7, odnosno g5,
na desnoj strani. Zbog linearnosti slijedi da za rjesenje zadace vrijedi v" = v{" + vy, pri
¢emu je, zbog elipticke regularnosti (v. [GT]):

v} sadrzan u kompaktnom podskupu Wé’Q(Q) = H{(Q)

vy sadrzan u kompaktnom podskupu Wé’q(Q)

Bududi da je takoder ¢" € W=1(Q), to zakljuéujemo da je i v sadrzano u ograni-
¢enom podskupu Wé’r(Q) za r < 0o. Intepolacijom (v. [RS]) za 2 — r zakljucujemo da je
v" sadrzan u kompaktnom podskupu H(l)(Q), Sto povlaci i da je ¢" sadrzan u kompaktnom
podskupu H=1(€).

Q.E.D.
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Nakon prikaza teorijskih rezultata, pokusajmo jednostavnim numerickim postupcima
generirati slike koje ¢e pomoci u predocavanju slabih rjesenja.

Opis numerickih postupaka

Metodom konaé¢nih razlika zelimo rijesiti Burgersovu jednadzbu na [0, 1] x [0;0,4] uz
neki pocetni uvjet ug. Pokusat ¢emo primijeniti vise razlicitih postupaka: Lax-Fridrichsov,
UpWind i Godunovljev, te ih usporediti. Uzet ¢emo da su k = At i h = Ax.

Pri rjesavanju linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi numerickim putem uocio
sam da Lax-Fridrichsova metoda zadana diferencijskom shemom

S (P(U}) ~ FUJ-))

daje dobre rezultate. Medutim, kako smo kod linearnih parcijanih diferencijanih jednadzbi
imali glatka rjeSenja, ocekujemo loSije ponaSanje metode oko Soka.
Primijenimo li tu metodu na rjesavanje jednadzbe uz pocetni uvjet

Un+1 (U’I’L 1 + Uf;l) _

1, r <04
:{1—5(95—0,4), 04 <x<0,6
0, 06 <x;

za koju znamo da u trenutku ¢ = 0,2 rjesenje ima prekid u 0,6; dobit ¢emo velika odstupanja
oko Soka kao sto se vidi na slikama.

Zakljucujemo da ova metoda nije dobra za pronalazenje slabih rjesenja.

Kao drugu metodu koristimo UpWind, s diferencijskom shemom

k
Uittt =y - 5 (F(UF) = F(UF1),
koja kod linearnih parcijanih diferencijalnih jednadzbi daje nesto slabiju konvergenciju od
Lax-Fridrichsove, ali se isto dobro ponasa.

Kad je primijenimo na istu pocetnu funkciju ug dobivamo puno bolje ponasanje oko
soka. Vidimo da nam metoda daje skoro tocno rjesenje. Pitanje je moze li se ovo jos popra-
Viti.

Godunov je predlozio, umjesto da se problem rjesava unatrag po karakteristikama, da
se svaka tocka promatra kao Sok, te da umjesto F'(ug) definiramo numeri¢ku flux funkciju
fu,up) za up < ug < u, koja ée, uzimajuéi u obzir karakteristike, odrediti koja vrijednost
ima viSe utjecaja na rjeSenje, Sto u konkretnom slucaju daje

flon) = {

maXoy, <u<uy, F(U)7 kad je Uuj < (.
My, <u<u, F(u), kad je u; > uy;

s tim da su navedeni maksimumi u stvari uzimanje ve¢e od dviju vrijednosti. Metoda je
dana shemom

k
Ut = Uf = - (f (U0, U7) = F(UF, Ufy)),
1 moze se zapisati u integralnom obliku

1 n+1 .
a0 =3 [ P, e,

gdje je Ult, xj+%) tocka u kojoj promatramo Sok, te radi toga zadovoljava zakon sacuvanja

iz kojeg je proizasla jednadzba. Zbog konusa ovisnosti, £ odredujem tako da bude dvostruko
krac¢i od h.
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Kod pokretanja program nudi na izbor razli¢ite pocetne uvjete, metodu i vremenski
korak k. Napisan je modularno, te se lako moze koristiti i u slicnim problemima. Ponudeni
su sljededi pocetni uvjeti:

Neprekidna padajuca funkcija:

1, r <04
uoz{1—5(x—0,4), 04 <2<0,6
0, 0,6 <.

Padajuca funkcija sa skokom:

1, <05
Y=Y0, 05<x.

Neprekidna rastuca funkcija:

0, r <04
ug = { 50.4—2), 04<x<0,6
1, 06 <x.

Rastuc¢a funkcija sa skokom:

{0, z<05
=11, 05<a.

Progam radi izlaz formatiziran za koriStenje gnuplota kojeg pozivam za prikaz rijeSenja.
Pri izradi programa koristio sam [Ve], gdje su opisane sve navedene metode.
Primijetili smo da direktna primjena metoda koje funkcioniraju u linearnom slucaju

ne daje dobre rezultate kod nelinearnih jednadzbi, nego da moramo uzimati u obzir i izvore

iz kojih proizlaze.
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Program

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define KOMADA 4

#define Ah "Lax-Friedrichs"

double
double
double
double
double
double
double

f(double x);

fbl(double x);

f00(double x);

f01(double x);

f10(double x);

f11(double x);

Flux(double x,double y,double (*F)(double));

void itrak(double *X,int n,double t,double (*F) (double),double *I);
void itrakl(double *X,int n,double t,double (*F)(double),double *I);
void godunov(double *X,int n,double t,double (*F)(double),double *I);
void pocet(double *X,int n,double (*F) (double));

void ispis(double *X,int n,int g);

main()

{

int n=1000,m,1,j;
double *X,*Y,*xZ,x,t;
double (*F0) (double);

void

(*ITER) (double *X,int n,double t,double(*F) (double),double *I);

system(Zlear");
printf ("Kakove zelis pocetne uvjete:\n"

"\t\t1)\tPadajucu neprekidnu\n"
"\t\t2)\tPadajucu sa skokom\n"
"\t\t3)\tRastucu neprekidnu\n"
"\t\t4)\tRastucu sa skokom\t\t");

scanf ("%4",&m) ;

switch(m){

case 1: F0=f00;break;
case 2: F0=f01;break;
case 3: FO0=£f10;break;
case 4: FO=f11;break;
}

printf("Kojom metodom zelis rjesavati problem:\n"

"\t\t1)\tLax-Friedrichs -ovom\n"
"\t\t2)\tUpwind\n"
"\t\t3)\tGodunov -1ljevom\t\t\t");

scanf ("%4",&m) ;

switch(m){

case 1: ITER=itrak;break;
case 2: ITER=itrakl;break;
case 3: ITER=godunov;break;
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}
printf ("\nUpisi broj koraka potrebnih za 0.1\t\tn=");
scanf ("%d4",&m) ;
t=.1/m;
n=m/2;
/*alokacija me-ram-ax*/
X=(double *)malloc((n+1)*sizeof(x));
Y=(double *)malloc((n+1)*sizeof (x));
/*unos pocetnih uvjetax/
pocet (X,n,F0);
ispis(X,n,0);
for(j=1;j<= KOMADA; j++){
for(i=0;i<m;i++){
(*ITER) (X,n,t,f,Y);

}
ispis(Y,n,j);
+
}

/*razni fluksovi */
double f(double x)
{
if (fabs(x)<0.000001) return (0);
else
return (x*x*.5);
}
double fbl(double x)
{
return (x*x/(x*x-.5%(1-x)*(1-x)));

3

/*razni pocetni uvietix*/

double f0O(double x)

{
if (x<=.4) return (1);
else if(x>=.6) return (0);
else return (1.-5%(x-.4));

}

double fO01(double x)

{
if (x<=.5) return (1);
else return (0);

+

double f10(double x)

{
if (x<=.4) return (0);
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else if(x>=.6) return (1);
else return (5*x(x-.4));

}

double f11(double x)

{
if (x<=.5) return (0);
else return (1);

3

/*Lax-Friedricson metodax/
void itrak(double *X,int n,double t,double (*F) (double),double *I)
{
int j;
double ih;
ih=1./n;/* printf("%g\n",ih); */
for(j=1;j<n;j++)
I[j1=.5%x(X[j-1]1+X[j+1]-t* ((*F) (X[j+1]1) - (*F) (X[j-1]1)) *n) ;
I[0]=X[0]+t*x((*F) (X[0])-(*F) (X[1]))*n;
I[n]=X[n]+t*((*F) (X[n-1])-(*F) (X[n]))*n;
}

/*UpWind metoda*/
void itrakl(double *X,int n,double t,double (*F) (double), double *I)
{
int j;
double ih;
ih=1./n;
for(j=1;j<=n;j++)
I0j1=X[j1-t*x((xF) (X[j1)-(*F) (X[j-11))/ih;
I[0]=X[0]+t*((*F) (X[0])-(xF) (X[1]))/ih;
+
/*flux za Godunovax/
double Flux(double x,double y,double (*F)(double))
{
if (x<y)
if ( (*F) (x) < (*F)(y) ) return ((*F)(x));
else return ((xF)(y));
else
if ( (*F) (x) < (*F)(y) ) return ((*F)(y));
else return ((*F) (x));
}
/*Godunovljeva metodax/
void godunov(double *X,int n,double t,double (*F) (double),double *I)
{
int j;
double ih;
ih=1./n;
for(j=1;j<n;j++)
I[j1=X[j]-t*(Flux(X[j],X[j+1],F)-Flux(X[j-1],X[j],F))/ih;
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I[0]=X[0]+tx ((xF) (X[0])-(*F) (X[1]))/ih;
I[n]=X[n]-t*x((*xF) (X[n])-(*F) (X[n-11))/ih;
}

void pocet(double *X,int n,double (*F) (double))
{
int 1i;
double b;
for(i=0;i<=n;i++){
b=(double)i;
b/=n;
X[11=(xF) (b);
+

}

void ispis(double *X,int n,int g)
{
int i;
FILE *fajl;
if (g==0)
fajl=fopen(Ah,"w");
else {
fajl=fopen(Ah,"a");
fprintf (fajl,"\n");
}
for(i=0;i<=n;i++)
fprintf (fajl,"%1lg %1f %1f\n", (float)i/n,0.1xg,X[i]);
fclose(fajl);
system("gnuplot skripta.05");
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