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UVvOD

Ljudi optimiziraju. Investitori nastoje kreirati portfelje da izbjegnu prekomjerni rizik dok
istovremeno postizu visoke stope povrata. Proizvodaci ciljaju na maksimalnu u¢inkovitost u
dizajnu i radu svojih proizvodnih procesa. InZenjeri podeSavaju parametre da optimiziraju
performanse svojih dizajna.

Priroda optimizira. Fizicki sustavi teZe stanju minimalne energije. Molekule u izoliranim
kemijskim sustavima reagiraju medusobno dokle god se ne smanji potencijalna energija
njihovih elektrona. Optimizacija je bitno orude i u analizi fizi¢kih sustava.

Nas cilj u ovom radu ¢e biti predstavljanje najboljih tehnika za rjesavanje
kona¢nodimenzionalnih problema optimizacije.

NajviSe ¢emo se posvetiti metodama i algoritmima konjugiranih gradijenata, §to nam je i
prvenstveni cilj ovog rada.

U bezuvjetnoj optimizaciji, minimaliziramo ciljnu funkciju koja ovisi o realnim varijablama,
bez ogranicenja na bilo koju vrijednost ovih varijabli. Matematicka formulacija problema je

mxin f(x),

gdje je x e R" realni vektor sa n>1 komponentii f :R" — R glatka funkcija.
Opcenito, najbolja situacija je ako uspijemo naci globalni minimum funkcije f, mjesto gdje
funkcija poprima najmanju vrijednost. Formalna definicija glasi:

x* je globalni minimum ako je f(x*)< f(x) zasvaki xeR".
Globalni minimum je najc¢escée tesko pronaci, jer je nase znanje o f obi¢no samo lokalno.
Treba imati na umu i da je veéina algoritama prikladna za nalaZzenje samo lokalnih

minimuma.

x* je lokalni minimum ako postoji okolina N tocke x* takva da je f(x*) < f(x)
za svaki x eN.

Definira se i strogi lokalni minimum:

X* je strogi (striktni) lokalni minimum ako postoji okolina N tocke x* takva da je
f(x*) < f(x) zasvaki xeN i x#x*.



Slika (U.1) ilustrira funkciju s mnostvom lokalnih minimuma.

Slika (U.1) Tezak slucaj za globalnu minimizaciju.

Obicno je tesko naci globalni minimum za ovakve funkcije jer algoritmi mogu biti zadrzani
oko lokalnih minimuma. U nekim prakti¢nim primjerima, posebice u kemijskim analizama
struktura molekula, potencijal moZe imati na milijune lokalnih minimuma.

Ponekad imamo i globalno znanje o f koje nam moze pomo¢i pri odredivanju lokalnog
minimuma. Posebni slucaj su svakako konveksne funkcije, za koje je svaki lokalni minimum
ujedno i globalni minimum.

Po gornjim tvrdnjama, ¢ini nam se da je jedini nacin da otkrijemo da li je x* lokalni
minimum da ispitamo sve tocke u njegovoj neposrednoj blizini i uvjerimo se da niti jedna od

njih nema manju vrijednost funkcije. No, ako je funkcija f glatka, postoji u¢inkovitiji i
diferencijabilna, moZzemo reéi da je x* lokalni minimum ispitujuci samo gradijent Vf (x*) i
Hessian V? f (x*) . Matemati¢ko orude koje koristimo za proucavanje glatkih funkcija je
Taylorov teorem.

TEOREM (U.1) (Taylorov teorem)

Pretpostavimo da je f : R" — R neprekidno diferencijabilna funkcija i neka je p e R". Tada
imamo da je

f(x+p)=f(X)+Vi(x+tp)' p

zaneki t € (0,1). Ako je f dvaput neprekidno diferencijabilna imamo da je



1
Vi (x+p) = VF(X)+ [ V*f(x+1p)p dt
0

f(x+p)=f(X)+VF(X)' p+% p'VZf(x+tp)p, zanekite(0]1).

Nuzni uvjeti optimalnosti se izvode tako da pretpostavimo da je x* lokalni minimum pa zatim
provjeravamo &injenice vezane uz VI (x*) i V> f(x*).

TEOREM (U.2) (nuzni uvjeti prvog reda)

Ako je x* lokalni minimum i f neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenoj okolini
toc¢ke x*, tada je Vf (x*) =0.

TEOREM (U.3) (nuzni uvjeti drugog reda)

Ako je x* lokalni minimum funkcije f i V>f postoji i neprekidan je na otvorenoj okolini
tocke x*, tada je Vf(x*) =0 i V*f(x*) je pozitivno definitan.

TEOREM (U.4) (dovoljni uvjeti drugog reda)

Pretpostavimo da je V> f neprekidan na otvorenoj okolini tocke x*, te daje Vf(x*) =0i
V2§ (x*) je pozitivno definitan. Tada je x* strogi lokalni minimum funkcije f.

TEOREM (U.5)

Ako je f konveksna, svaki lokalni minimum x* je i globalni minimum funkcije f. Ako je f i
diferencijabilna, tada je bilo koja stacionarna tocka x* globalni minimum funkcije f.

Ovaj rezultat, baziran na jednostavnom racunu, stvara temelje za algoritme optimizacije. Na
jedan ili drugi naéin, svi algoritmi traze tocku gdje Vf (:) iS¢ezava.

Posljednjih pedesetak godina razvijaju se algoritmi za optimizaciju glatkih funkcija. Doduse,
svi imaju i sli¢nu proceduru: pocevsi od X, , algoritmi optimizacije generiraju niz iteracija
% ?!o , a prakticki zavrsavaju kada algoritam ili ne moze dalje napredovati ili kad se ¢ini da

je dosao do rjesenja s dovoljnom preciznoséu. U odlucivanju kako se kretati dalje nakon
iteracije X, , algoritmi koriste informacije o funkciji f u X, , a po mogu¢nosti i informacije iz

ranijih iteracija X, X;,...X, ;. Ove informacije koriste za nalazenje nove iteracije X,,, Snizom
vrijednosc¢u funkcije nego li u X, .



Postoje dvije fundamentalne strategije za pomak iz trenutne pozicije X, u sljedecu iteraciju
Xy,; - Vecina algoritama koristi jedan od ova dva pristupa: strategiju jednodimenzionalne
optimizacije ili strategiju pouzdanog podrugja.

U strategiji jednodimenzionalne optimizacije algoritam odabire smjer p, i trazi duz toga
smjera iz trenutne iteracije x, novu iteraciju s manjom vrijednosti funkcije. Duljina koliko se
pomic¢emo duz p, moze biti aproksimativno pronadena rjeSavanjem sljedeceg
jednodimenzionalnog problema minimizacije:

min f (%, +ap, ), (U.1)

gdje je a duljina koraka. Rijesimo li (U.1) egzaktno, dobit cemo maksimalnu Korist iz smjera
P, , ali egzaktna minimizacija moze biti skupa i €esto je nepotrebna. Umjesto toga, algoritam

trazene linije generira ograni¢en broj pokusnih duljina koraka dok ne nade jedan koji
aproksimira minimum (U.1). Tada se na novom mjestu ra¢unaju nova trazena linija i duljina
koraka, i proces se ponavlja.

Pogledajmo ponasanje metode najbrzeg silaska na primjeru sljedec¢e kvadratne funkcije dviju

varijabli:

f (X, X,) =1+ X, +3X, + 2% + 3%, X, +4x2.

grafic¢ki prikaz
f(\'p -\'2) funkciije
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U drugoj strategiji, poznatoj kao strategija pouzdanog podrucja, informacije skupljene o f se
koriste za konstrukciju probne funkcije m, ¢ije je ponasanje u blizini trenutne pozicije X,

sliéno kao i kod aktualne ciljne funkcije f. Kako probna funkcija m, ne mora biti dobra
aproksimacija funkcije f kada je x daleko od x, , restringiramo potragu za minimumom
probne funkcije m, na neko podrucje oko X, . Drugim rije¢ima, nalazimo korak p, tako §to
aproksimativno rijesimo sljedec¢i potproblem:

minm, (X, + p), gdje x, + p lezi unutar pouzdanog podrucja. (U.2)
p

Ako moguce rjeSenje ne proizvodi dovoljan pad funkcije f, zakljucujemo da je pouzdano
podrucje preveliko, pa ga smanjujemo i ponovno rjeSavamo gornju jednadzbu.
Probna funkcija m, iz (U.2) je obi¢no definirana kao kvadratna funkcija oblika

1
mk(xk +p)= fk"'pTka'*'EpTkaa

gdje su f,,Vf, i B, redom skalar,vektor i matrica. Ovakav zapis povlacida su f, i Vf,
izabrani da budu vrijednost funkcije i vrijednost gradijenta u tocki p, . Matrica B, je, ili
Hessian V?*f,, ili neka aproksimacija istog.



Uzmimo da je zadana ciljna funkcija f(x) =10(x, — x7)? +(L—x,)*. U to¢ki x, = (0,)
gradijent i Hessian su redom

i Skupoyi
funlkcije f
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Slika (U.2) Dva moguc¢a pouzdana podruéja (krugovi) i njihovi odgovarajuci
koraci p, . Pune linije su nivo skupovi probne funkcije m, .

Na slici(U.2) se vide nivo skupovi ciljne funkcije f i naznaceni su nivo skupovi probne
funkcije m, s vrijednostima od 1 do 12. Primijetimo da svaki put kad smanjimo vrijednost
pouzdanog podruéja, korak od X, do novog rjesenja je kraci i obi¢no pokazuje u drugacijem
smjeru od prethodnog rjesenja.

Metoda jednodimenzionalne optimizacije i pouzdanog podrucja se razlikuju u poretku po
kojem odabiru smjer i udaljenost do nove iteracije. Metoda jednodimenzionalne optimizacije
pocinje tako da fiksiramo p, 1 odredimo odgovarajucu udaljenost, duljinu koraka «, . U

metodi pouzdanog podrucja, prvo odabiremo maksimalnu udaljenost — radijus pouzdanog

podruc¢ja A, —te onda trazimo smjer i korak koji ¢e napraviti najbolje poboljsanje na ovoj

udaljenosti. Ako se ovaj korak pokaze nedovoljno dobar, Smanjimo A, i pokuSsamo ponovno.
Sada ¢emo nesto rec¢i i 0 smjerovima silaska za metode jednodimenzionalne minimizacije.

Smjer najbrzeg silaska — Vf, je najocitiji izbor za pretrazni smjer u metodi trazene linije.
Jasno je da izmedu svih smjerova po kojima smo se mogli pomaknuti od X, , ovo je onaj duz



kojeg f najbrze silazi. Da bismo provijerili ovu izjavu, pozvat ¢emo se na Taylorov teorem
koji nam kaze da za bilo koji smjer silaska i parametar duljine koraka o imamo

f(x, +ap) = f(x)+oap' Vf, +%a2pTV2f(Xk +tp)p, zaneki te(0,a).

Stopa promjene funkcije f duz smjera p u x, je jednostavno koeficijent o, konkretno
p’ Vf, . Jedini¢ni smjer p najbrzeg silaska je rjesenje problema

min p' VA, .

IplL

Kako je p"Vf, =] p||[Vf.|cos@, gdje je & kut izmedu pi Vf,, lako se vidi da je minimum
dosegnut kada je cos@ =-1 i

p = Vi, /¥,

Ovaj smjer je normalan na nivo skupove funkcije, sto i vidimo iz slike (U.3) .

Slika (U.3) Smjer najbrzeg silaska za funkciju dviju varijabli.

Sljedeci vazni smjer silaska, mozda ¢ak i najvazniji od svih, je Newtonov smjer. Ovaj smjer je
izveden iz Taylorovih aproksimacijaza f(x, + p):

1 def
f(xk + p) ~ fk + pTka +E pTvz fkp = mk(p)
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Ako pretpostavimo da je V*f, pozitivno definitan, dobivamo da je Newtonov smjer traZeni

vektor p koji minimizira m, (p). Ako stavimo da je gradijent m, (p) nula, dobivamo sljedecu
eksplicitnu formulu:

pe =—(V*f,) Vi,

Newtonov smjer je pouzdan kada razlika izmedu prave funkcije f(x, + p) injezine
kvadratne probne funkcije m, (p)nije prevelika.

Newtonov smjer moZe biti koristen u metodi jednodimenzionalne optimizacije kada je V?*f,
pozitivno definitan, pa u tom slucaju imamo

viTp =-p! V2 p! <o [l

za neki o, >0. Ukoliko gradijent Vf, (pa stoga i korak p,') nije nula, imamo da je

Vi py <0, pa je Newtonov smjer upravo smijer silaska.

Za razliku od smjera najbrzeg silaska, s Newtonovim smjerom se povezuje ‘prirodna’ duljina
koraka 1. Vec¢ina metoda koja koristi Newtonov smjer ima implementiranu duljinu koraka 1 i
prilagodavaju ga jedino ako ne daje zadovoljavajuce smanjenje vrijednosti funkcije f.

Metode koje koriste Newtonov smjer brzo lokalno konvergiraju. Cim je okolina rjeenja
dosegnuta, konvergencija visoke to¢nosti se postiZze u samo nekoliko iteracija. Ono §to najvise

opterecuje Newtonovu metodu je potreba za racunanjem Hessiana V? f,, §to je skup proces
podlozan greSkama.

Kvazi-Newtonova metoda smjerova silaska omoguc¢ava nam zanimljivu alternativu
Newtonovoj metodi, jer ne zahtijeva racunanje Hessiana, a ipak ima visoku brzinu

konvergencije. Umjesto pravog Hessiana V> f, koristimo aproksimaciju B, , koja se azurira

nakon svakog koraka sa skupljenim znanjem iz proslog koraka. Nije tesko pokazati, uz pomoc¢
Taylorova teorema, da se kvazi-Newtonov smjer dobiva upotrebom B, umjesto egzaktnog

Hessiana i to sljede¢om relacijom:
p, =B 'Vf,.

Neke praktiéne implementacije kvazi-Newtonove metode izbjegavaju potrebu da faktoriziraju
B, kod svake iteracije tako da azuriraju inverz matrice B, , umjesto same B, .
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Posljednja klasa smjerova silaska je generirana metodama nelinearnih konjugiranih
gradijenata. Imaju sljedeci oblik

P =-VI(X)+B P

gdje je p, skalar koji osigurava dasu p, i p,, konjugirani; o tome ¢emo raspravljati u
poglavljima 1.1 i 1.2. Metoda konjugiranih gradijenata je orginalno zamisljena za rjeSavanje
sustava linearnih jednadzbi Ax =b, gdje je A kvadratna, simetri¢na, pozitivno definitna
matrica, X nepoznati vektor i b poznati vektor. Ovaj zadatak mozemo ekvivalentno prikazati i
kao problem minimizacije konveksnih kvadratnih funkcija:

. defl T T
m|n¢(x)=zx AX—-Db'x.

Opcenito, nelinearne metode konjugiranih smjerova su puno efikasnije od metode najbrzeg
silaska i ¢esto su jednostavne za ra¢unanje. S druge strane, ne postizu brzu konvergenciju kao
Newtonova i kvazi-Newtonova metoda, ali imaju tu prednost da ne zahtijevaju spremanje
matrica. O tome ¢emo detaljnije diskutirati u poglavljima 1.1 1.2.
Podsjetimo se i sljede¢ih definicija.
Matrica A je pozitivno definitna, ako za svaki ne-nul vektor x vrijedi da je

X"AXx>0.

Kvadratna forma je sljedeca funkcija

f(x):%xT Ax-b'x+c,

gdje je A matrica, x i b vektori, a ¢ skalarna konstanta. Pokazat ¢emo da, ako je A simetri¢na,
pozitivno definitna, onda je f(x) minizirana rjeSenjem sustava AX=D.
Ideje ¢emo demonstrirati na jednostavnom primjeru gdje je

ST
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Sustav Ax =b je ilustiran slikom (U.4). Opcenito, rjeSenje X leZi na presjeku n hiperravnina.
Za ovaj problem rjedenje je x = P,—2 7. Odgovarajuéa kvadratna forma se pojavljuje na slici
(U.5). Nivo skupovi iste funkcije su prikazani na slici (U.6).

2:.*:1 =+ 15.?:2 = —8

Slika (U.4) Primjer dvodimenzionalnog linearnog sustava. Rjesenje se nalazi
na presjeku ovih pravaca.

Slika (U.5) Graf kvadratne forme f(x). Minimum funkcije f(X) je rjeSenje sustava AX=b.
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Slika (U.6) Nivo skupovi kvadratne forme. Svaka elipsoidna krivulja ima konstantne
vrijednosti f(x).

A je pozitivno definitna pa je povrsina definirana s f(x) oblikovana kao paraboloidna zdjela.
Gradijent kvadratne forme je definiran kao

.
5 0
0

f1(x) = %.f (x)
.
o, )

Gradijent je polje vektora koje, za dani x, pogada smjer najveceg rasta f(x).
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Slika (U.7) ilustrira vektore gradijenta za f (x)= %xT Ax —b" x + ¢ i dane konstante od gore.

Na dnu paraboloidne zdjele gradijent je nula. Dakle, mozemo minimizirati f(x) ako postavimo
daje f'(x) jednak nuli.

-4 2 7
4"""""-4'-*- x 1 7
P - "

NN K X

ha N R
Tt - e
— e Y\
—e v | \\

Slika (U.7) Gradijent f'(x) kvadratne forme. Za svaki x, gradijent gleda u smjeru
najbrzeg silaska od f(x) i ortogonalan je nivo skupovima kvadratne forme.

Hessian kvadratne forme je definiran kao

ot o 0 f
OX,0X;  OX,0X, h OX,0X,,
o° f o° f o° f
f7(x) =] ox,0x, ox,0x, X, 0K,
o’f  o°f 0’ f
| OX, 0%,  OX,0X, OX,0X,, |
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Rezimirajmo:

Algoritme za nelinearnu optimizaciju svrstavamo u:
a) one koji zahtijevaju samo poznavanje vrijednosti funkcije u svakoj tocki,
b) one koji osim vrijednosti funkcije u svakoj tocki zahtijevaju i poznavanje vektora
gradijenta,
c) one koje zahtijevaju i poznavanje Hessiana.

Postupci koji zahtijevaju samo poznavanje vrijednosti funkcije u svakoj tocki:

- U najjednostavnijem postupku naizmjence se optimizira po jedna varijabla, dok se
vrijednosti ostalih ne mijenjaju. Minimum po jednoj varijabli odreduje se pretrazivanjem u
odabranim tockama i racunanjem minimuma funkcije koja kroz njih prolazi. Takvi postupci

su opéenito spori i dolaze u obzir samo kad je racunanje gradijenta prezahtjevno.

Postupci koji osim vrijednosti funkcije u svakoj tocki zahtijevaju i poznavanje vektora
gradijenta:

- metoda najbrzeg silaska,
- metode konjugiranih gradijenata.

Postupci koji zahtjevaju i poznavanje Hessiana:

- Newtonova metoda,
- kvazi-Newtonova metoda.
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METODE KONJUGIRANIH GRADIJENATA

Nase zanimanje za metode konjugiranih gradijenata je dvostuko. Prvenstveno, one su medu
najkorisnijim tehnikama za rjesavanje velikih sustava linearnih jednadzbi. Kao drugo, mogu
se prilagoditi za rjesavanje nelinearnih problema optimizacije. Bitne znacajke obiju, linearnih
i nelinearnih, metoda konjugiranih gradijenata je ono ¢ime ¢emo se baviti u ovom radu.

Linearna metoda konjugiranih gradijenata je prestavljena prvi put 50-tih godina proslog
stoljeca (Hestenes i Stiefel) kao iterativna metoda za rjesavanje linearnih sustava pozitivno
definitnih matrica. Provodenje linearne metode konjugiranih gradijenata je odredeno
raspodjelom svojstvenih vrijednosti koeficijenata matrice. Kod transformiranja, ili
prekondicioniranja, linearnog sustava, mozemo napraviti ovu raspodjelu pogodnijom i
znacajno unaprijediti konvergenciju metode. Prekondicioniranje ima presudnu ulogu u
poboljsanju prakti¢nih izvedbi metoda konjugiranih gradijenata. Nase proucavanje linearne
metode konjugiranih gradijenata ¢e istaknuti ona svojstva ove metode koja su bitna u
optimizaciji.

Prvu nelinearnu metodu konjugiranih gradijenata su uveli Fletcher i Reeves nekoliko godina
poslije Hestenesa i Stiefela. To je jedna od najranijih poznatih tehnika rjeSavanja velikih
nelinearnih problema optimizacije. Tijekom godina razvile su se mnoge varijante ove metode
su se razvile, a neke su i Siroko koristene u praksi. Glavne karakteristike ovih algoritama su
$to ne zahtijevaju spremanje matrice i brze su od metode najbrzeg silaska.
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1.1 LINEARNA METODA KONJUGIRANIH GRADIJENATA

U ovom dijelu ¢emo opisati linearnu metodu konjugiranih gradijenata i diskutirati njena
osnovna svojstva konvergencije. Radi jednostavnosti, ispustiti cemo pridjev 'linearna’.
Metoda konjugiranih gradijenata je iterativna metoda za rjesavanje linearnog sustava
jednadzbi

Ax =b (1.1)

gdje je A simetri¢na, pozitivno definitna matrica dimenzije n x n. Problem (1.1) mozemo
prikazati ekivalentno kao problem minimizacije

def
min ¢(x) = %xT AX—bTX , (1.2)

gdje obje jednadzbe, (1.1) i (1.2) , naravno imaju, isto jedinstveno rjesenje. Ekvivalencija ¢e
nam dopustiti da interpretiramo metodu konjugiranih gradijenata, bilo kao algoritam za
rjesavanje sustava linearnih jednadzbi, bilo kao minimizaciju konveksnih kvadratnih funkcija.
Zapisimo da je gradijent funkcije ¢ jednak pogreski pri rjesavanju sustava linearnih
jednadzbi koju ¢emo ubuduce zvati rezidualom

def

Vé(x) = AX—b =r(X) 1.3)

Posebno, za x = x, imamo da je

ro=Ax, —b. (1.4)

Metoda konjugiranih smjerova

Jedno od bitnih svojstava metode konjugiranih gradijenta je moguc¢nost da generira skup
vektora sa svojstvom poznatim kao konjugacija. Skup ne-nul vektora #;,, p,,.-, p, je
konjugiran s obzirom na simetri¢nu pozitivno definitnu matricu A ako je

piAp; =0,  zasvakii=j. (1.5
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Bilo koji skup vektora koji zadovoljava ovo svojstvo je nuzno i linearno nezavisan.

Vaznost konjugacije je u ¢injenici da mozemo minimizirati ¢(-) u n koraka tako da ga
sukcesivno minimiziramo duz individualnih smjerova u konjugiranom skupu. Za provjeru ove
tvrdnje promatramo sljede¢u metodu konjugiranih smjerova. (Razlika izmedu metode
konjugiranih gradijenata i metode konjugiranih smjerova ¢e postati jasna u postupku dalje.)
Neka je dana podetna tocka x, € R" i skup konjugiranih smjerova 4, p,,.... P, 4

Generiramo niz §  tako da stavimo

X1 = X + 4 Py (1.6)

gdje je «, jednodimenzionalan minimum kvadratne funkcije ¢(-) duz x, + op, dan
eksplicitno sa

]
—%. L7
k k

Dobili smo sljede¢i rezultat:

TEOREM 1.1

Zasvaki X, € R", konaéan niz iteracija ¥ :generiran algoritmom konjugiranih smjerova

(1.6) i (1.7), konvergira rjesenju x* linearnog sustava jednadzbi (1.1) u najvise n koraka za
k=0,1,..n.

Dokaz: Kako su smjerovi linearno nezavisni oni moraju razapinjati cijeli prostor R".

Stoga, razliku izmedu x, i rjesenja X* mozemo zapisati na sljedeci nacin :
X*=Xy =0gPg + 0P+ + 0 1 Py,

za neki izbor skalara o, . Pomnozimo li ovaj izraz sa p, A i koristeci svojstvo konjugacije
(1.5) dobivamo

_ DA X,).

(1.8)
p; Ap,

k

Sada jos trebamo pokazati da se koeficijenti o, podudaraju sa duljinom koraka «,
generiranih formulom (1.7).
Ako je x, generiran algoritmima (1.6) i (1.7) tada imamo da je

Xy =Xg + Pyt pP+... 1 Py

Mnozeci ovaj izraz s p, A i koristeci svojstvo konjugacije dobivamo da je
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p; A(Xk - Xo) =0,
te da je

p:A(X*_Xo) = pIA(X*_Xk) = p: (b_AXk) = plrk

Usporedujuci ovu relaciju s (1.7) i (1.8) slijedi da je o, =,

Q.E.D.
Postoji jednostavana interpretacija konjugiranih smjerova. Ako je matrica A u (1.2)
dijagonalna, nivo skupovi funkcije ¢(-) su elipse ¢ije su osi paralelne s osima koordinatnog

sustava kao sto se vidi na slici (1.1). Minimum ove funkcije moZemo pronaci provodeci
jednodimenzionalnu minimizaciju duz koordinatnih smjerova e, e,,...,€,

A ©
- ol --\"'-u.\_\__x
I| | " _——-\.__\__. '|II |I
| | ( DI |
|III I'l, -""'--____|____ p ..'l |l|
I"-._. I J
| /
|
-\._\___\_ . I = __'_,_,.-'"
\ T
il *X
X, ! —
] S
€
i
Slika (1.1) Sukcesivna minimizacija duz koordinatnih osi nalazi minimum kvadratne

funkcije s dijagonalnim Hessianom u n iteracija.



20

Ukoliko A nije dijagonalna matrica, nivo skupovi funkcije #(-) su i dalje elipti¢ni, ali
najéeSc¢e nisu paralelni s koordinatnim osima. Strategija sukcesivnih minimizacija duz tih
pravaca ne vodi do rjesenja u n iteracija (¢ak niti u konaénom broju iteracija). Ova pojava je
ilustrirana u dvodimenzionalnom primjeru na slici (1.2).

Slika (1.2) Sukcesivna minimizacija duz koordinatnih osi ne nalazi rjesenje u n iteracija za
op¢u konveksnu kvadratnu funkciju.

No mi mozemo do¢i do lijepog ponasanja kao na slici (1.2) ako transformiramo problem tako
da matricu A prvo dijagonaliziramo, te je onda minimiziramo duz koordinatnih osi.
Problem ¢emo transformirati tako da definiramo novu varijablu X kao

R=S7"x, 1.9
(1.9)

gdje je S n x n dimenzionalna matrica definiranasa S = |, p,...p,, , pri ¢emu je
£ Pyren Pry :skup konjugiranih vektora s obzirom na matricu A. Kvadratna funkcija #(-)
definirana s (1.2) sada postaje

B0 = 4(50) = 247 (ST AS)R~(STH) %,
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Po svojstvu konjugacije (1.5) matrica ST AS je dijagonalna, pa mozemo minimizirati
vrijednost funkcije ¢ izvodeci n jednodimenzionalnih minimizacija X duz koordinatnih osi.

Trazenje koordinata ovim na¢inom je ekvivalentno algoritmu konjugiranih smjerova (1.6) i
(1.7) pa zakljucujemo, kao i u teoremu (1.1), da algoritam konjugiranih vektora zavr$ava u
najvise n koraka. Gledajuci sliku (1.1) primje¢ujemo jos jedno zanimljivo svojstvo. Kada je
Hessian dijagonalna matrica, svaka koordinata minimizacije to¢no odreduje jednu od
komponenti rjesenja x*. Drugim rije¢ima, nakon k jednodimenzionalnih minimizacija
kvadratna funkcija je minimizirana na potprostoru razapetoms e, ,e,,...,e, . Sljedeci teorem

dokazuje ovaj bitan rezultat u opéem sluc¢aju u kojem Hessian kvadratne forme nije nuzno
dijagonalan. Za dokaz ovog rezultata koristit ¢emo sljede¢i izraz, koji slijedi iz relacija (1.4) i
(1.6):

Mea =N+ APy
(1.10)

Koristit éemo i oznaku span #,, p,,..., P, koja oznacava skup svih linearnih kombinacija
vektora pg, Pys-e Py -

TEOREM 1.2

Neka je X, € R" podetna tocka i pretpostavimo da je niz ¥ :generiran algoritmom
konjugiranih smjerova (1.6) i (1.7), k = 0,1,...,n. Tada vrijedi

r,p, =0 zai=01L..,k-1,
(1.11)

i X, je tocka minimuma funkcije ¢(X)=%XT Ax —b" x na skupu

gl X=X, +Span ﬁO! Prsees Py . (1.12)

Dokaz: Kao prvo, zelimo pokazati da tocka X minimizira ¢ na skupu (1.12) ako i samo ako
je r(X)" p, =0 zasvaki i =01,...,.k —1. Definirajmo h(c) = ¢(X, + Ty Py + .-+ T4 Prs) »
gdje je o =(o,,0,,..,0,_,)" . Kako je h(c) strogo konveksna i kvadratna funkcija, to slijedi
da ima jedinstveni minimum o * koji zadovoljava

oh(o™*)
oo,

0, i=01..,k-1

Po ovom lan¢anom pravilu, ova jednadzba implicira da je

Vg(X, + 0Py +--+0p 1 Pey) P; =0, i=01..,k-1.
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Pozivajuci se na definiciju (1.3) imamo da je to¢ka minimuma X = X, + o, Py + .-+ 01 Py s
na skupu (1.12) r(X)" p, =0, sto i tvrdimo.

Sada ¢emo indukcijom pokazati da x, zadovoljava (1.11). Za slucaj kad je k = 1, imamo iz
¢injenice da x, = X, + &, p, Minimizira o duz p,, daje r,' p, =0. Sada éemo pokazati
pretpostavku indukcije, konkretno, daje r,p, =0 za i =0,,....k — 2. Zbog (1.10) imamo

N =N+, AR,
pa je

T T T
Pealc = Pealis + %1 P AR, =0

iz definicije «, ; (1.7). Medutim, za ostale vektore p,, i =01,...,k—2, imamo da je

piT e = piT Mo t o, piT Ap,, =0,

gdje je pr._, =0 zbog pretpostavke indukcije i p Ap, , =0 zbog konjugacije vektora p;.
Pokazali samo daje r] p, =0 za i =01,...,k —1 &ime je dokaz i dovrsen. Q.E.D.

Cinjenicu da je trenutni rezidual r, ortogonalan svim prijasnjim smjerovima ¢esto éemo

koristiti u ovom odjeljku.
Diskusija je do sada bila op¢enita, u tom $to se odnosila na metodu konjugiranih smjerova
(1.6) i (1.7) baziranu na bilo kojem izboru konjugiranih smjerova ,, p,,-.., p,, - Ima

mnogo nacina odabira skupa konjugiranih smjerova. Na primjer, svojstveni vektori
V;,V,,...,V, matrice A su medusobno ortogonalni kao i konjugirani s obzirom na matricu A, pa

mogu biti upotrebljeni kao vektori #,, Py, Poy U primjeni, racunanje cijelog skupa
svojstvenih vektora velikih matrica zahtijeva previse racunanja. Alternativni pristup je da
matricu modificiramo Gram - Schmidtovim postupkom ortogonalizacije pa da napravimo

skup konjugiranih smjerova radije nego ortogonalnih smjerova. (Ovo je lako za sprovesti jer
su svojstva konjugacije i ortogonalizacije jako slicna u svojoj biti). No trebamo uzeti u obzir

da je i Gram - Schmidtov postupak takoder preskup, jer zahtijeva pohranjivanje cijelog skupa
smjerova.

OSNOVNA SVOJSTVA METODE KONJUGIRANIH GRADIJENATA

Metoda konjugiranih gradijenata je metoda konjugiranih smjerova s jednim posebnim
svojstvom: iz generiranog skupa konjugiranih vektora moze se izrac¢unati novi vektor p,

koriste¢i samo prethodni vektor p, ;. Ne trebamo znati sve prethodne elemente
Py, Pys--r Pr_, KONjugiranog skupa; p, je automatski konjugiran ovim vektorima. Ovo
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izuzetno svojstvo implicira da ova metoda zahtijeva jako malo mjesta za pohranu podataka i
racunanje. U metodi konjugiranih gradijenata svaki smjer p, je odabran tako da bude

linearna kombinacija negativnog reziduala - r, ( koji je, po (1.3), smjer najbrzeg silaska
funkcije ¢ ) i prethodnog smjera p, ,. Pisemo

Py =T + By Peas
(1.13)

gdje je skalar g, takavda p,, i p, moraju biti konjugirani s obzirom na A. Mnoze¢i (1.13)
s p,,A, uz uvjetdaje p,,Ap, =0 dobivamo da je

r. Ap,_
,Bk = I-(r L
P APy

Odabiremo prvi pronadeni smjer p, da bude smjer najbrzeg silaska pocetne tocke X, . Kao i

u op¢oj metodi konjugiranih smjerova, izvodimo sukcesivnu jednodimenzionalnu
minimizaciju duz svakog od pronadenih smjerova. Time smo specificirali kompletni
algoritam kojeg zapisujemo ovako:

ALGORITAM 1.1 (KG-preliminarna verzija)

Zadan X, ;
Stavimo r, < Ax, —b, p, < —1,,k < 0;
dok r, #0{
;
o —— P (1.14a)
Py AP,
Xiog < X + 4 Py (1.14b)
hea < A%,y —D; (1.14c)
ﬂ <« r-k-I—Jrl'A‘pk . (1 14d)
k+ ’ .
' P AP,
P €< Nt ﬂk+l Py s (114e)
k <k +1; (1.14f)
¥

kraj(dok)
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Ova verzija je korisna za proucavanje osnovnih svojstava metode konjugiranih gradijenata, no
pokazat ¢emo i mnogo uc¢inkovitiju verziju poslije. Prvo ¢emo pokazati da su smjerovi
Pos Pyy--s P,y KONjugirani, sto po Teoremu 1.1 implicira zaustavljanje u n koraka. Teorem

ispod ustanovljuje to svojstvo, te i dva druga svojstva. Prvo, reziduali r; su medusobno
ortogonalni. Drugo, svaki smjer p, irezidual r, je sadrzan u Krylovljevu potprostoru stupnja
k za r,, definiranom kao

def
x(ry;K) = span i}, Ar, ..., A¥r, . (1.15)

TEOREM1.3

Pretpostavimo da k-ta iteracija generirana metodom konjugiranih gradijenata nije rjesenje
(tocka x*). Tada vrijede sljedeca cetiri svojstva:

r'r=0, zai=01...k-1, (1.16)

span &,r,,...r, span i, Ar,...., Ar, | (1.17)
span fy, Py P 3 Span 1§, Ar, ..., AT (1.18)
P Ap, =0, zai=01..,k-1. (1.19)

Stoga iteracije ¥ :konvergiraju Kk x* u najvise n koraka.

Dokaz: Dokaz provodimo indukcijom. Tvrdnje (1.17) i (1.18) su trivijalno ispunjene za k = 0,
te (1.19) za k = 1. Pretpostavka indukcije je da su ova tri izraza istinita za neki k, a cilj je
pokazati da su istinita i za k + 1.

Da bismo dokazali (1.17) prvo ¢emo pokazati da je skup s lijeve strane jednakosti sadrzan u
skupu s desne strane jednakosti. Zbog pretpostavke indukcije, imamo iz (1.17) i (1.18) da

r, espan i, Ar,...., Afr, i p, espan ], Ar, ..., Ar,
pa mnozeéi drugi izraz s A, dobivamo da je
Ap, < span Ar,...., A, (1.20)

Primijenimo li (1.10), dobivamo da je r, , € span ﬁ: Ar,,..., A, Kombinacija ovag izraza
s pretpostavkom indukcije za (1.17) nas dovodi do zakljucka da je

Span 'e;,l’l,...,l’k,rkJrl }: span '%’Aro,---,AkJrll’o .
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Kako bismo potvrdili da vrijedi i obrnuta inkluzija, koristit ¢emo pretpostavku indukcije za
(1.18), da bismo dobili da je

A¥r) = A(AT,)  span Ap,, Ap,...., Ap, .
Zbog (1.10) imamo Ap, =(r,, — 1)/ «, zai=01,...,k, paslijedi daje
A¥r) e span B,1,,..., T, -
Dodamo li ovaj izraz pretpostavci indukcije za (1.17), zaklju¢ujemo da je

span 1§, Ar, ..., A“Ir, }span - J SR N P

Stoga, relacija (1.17) vrijedi i kada k zamijenimo sa k + 1, kao $to smo i tvrdili.
Pokazat ¢emo da i (1.18) vrijedi kada k zamijenimo s k + 1 sljede¢im argumentom

span . Pyoers P Pt
=span ), Py sy PO (1.14e)
=span ﬁ: Ar,,..., A“r,, 1, po pretpostavci indukcije za (1.18)
=span &, 1.0 Ny po (1.17)
=span 1§, Ar, ..., Ar, ‘ po (1.17) zak + 1.

Sada ¢emo provjeriti uvjet konjugacije (1.19) zamijenivsi k s k + 1. Mnozec¢i (1.14e) s
Ap,, i=01....k, dobivamo

p:+1Api = _rkT+1Api + :Bk+1 p; Api . (1-21)

Po definiciji g, (1.14d), desna strana (1.21) nestaje za i =k . Za i <k —1 trebamo uzeti u

obzir nekoliko primjedbi. Prvo, primijetimo da nasa pretpostavaka indukcije za (1.19) povlaci
da su smjerovi p,, p,,..., P, Konjugirani, tako da mozemo po teoremu (1.2) zakljuciti da je

r,p,=0, zai=01..Kk.
(1.22)

Kao drugo, opetovanom primjenom (1.18), dobivamo da za i =0,1,...,k —1 vrijedi sljedeca
inkluzija

Ap, € Aspan 1§, Ar,..., A, }span A A%, AT } span y, Py Pry - (1.23)

Iz (1.22) i (1.23) slijedi da
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rl,Ap, =0 zai=01..k-1,

tako da prvi pribrojnik na desnoj strani u (1.21) nestaje za i =01,...,k —1. Zbog pretpostavke
indukcije za (1.19), drugi pribrojnik takoder nestaje, pa vrijedi da je p,.,Ap, =0
za i =0,1,...,k. Naravno, argument indukcije vrijedi i za (1.19) .

Zakljucujemo da je skup smjerova generiran metodom konjugiranih gradijenata uistinu skup
konjugiranih smjerova, pa nam Teorem 1.1 govori da algoritam zavrSava u najvise n koraka.
Konacno, provjerimo (1.16) sa neinduktivnim argumentom. Zbog toga $to je skup smjerova

konjugiran, iz (1.11) slijedi da je rkT p, =0 zasvaki i=0]1,....k—1izasvaki k=01,...,n-1.
Uredivanjem jednakosti (1.14e) dobivamo da

P, =—1 +5iPia

zar, espan {,p,, izasvakii=01,..,k-1.Zakljutujemo daje r/r, =0 za svaki

i =01,...,.k —1. Za zavrsetak dokaza, zapisimo da je r, r, = -1 p, =0, po definiciji p, u
algoritmu (1.1) i po (1.11). Q.E.D.

Dokaz ovog teorema lezi na ¢injenici da je prvi smjer p, u biti smjer najbrzeg silaska -r,;
Cinjenica je da rezultat ne vrijedi za druge izbore p,. Kako su gradijenti r, medusobno

ortogonalni, termin metoda konjugiranih gradijenata je pogresan. Smjerovi silaska, a ne
gradijenti, su konjugirani s obzirom na A.

PRAKTICNA FORMA METODE KONJUGIRANIH GRADIJENATA

.....

1.2 1.3. Prvo, mozemo iskoristiti (1.14e) i (1.11) da zamijenimo formulu (1.14a) za «, sa

AP
Py AP

Kao drugo imamo iz (1.10) da je &, Ap, =T1,,, — I, pa primjenom (1.14e) i (1.11) jos jednom
mozemo pojednostavniti formulu za g, ,;:

T
ﬁ _ rk+lrk+l
k+1 — T .
rk IFk

Koriste¢i ove formule zajedno s (1.10), dobivamo sljedeci standardni oblik metode
konjugiranih gradijenata.
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ALGORITAM1.2 (KG)

Zadan X, ;
Stavimo r, <~ AX, —b, p, <~ —1,,k <~ 0;
dok r, #0{
.
o < %; (1.24a)
P APy
Xy < X + 4, Py s (1.24b)
N, <+, Ap,; (1.24c¢)
rI<T+1rk+1 .
Poa <=7 (1.24d)
rk r-k
pk+1 <~ _rk+1 + ﬂk+l pk ; (124e)
k<« k+1,; (1.24f)
}
kraj(dok)

Za bilo koju danu pocetnu to¢ku u algoritmu 1.2 nikad ne trebamo znati vektore x,r i p dulje
od zadnje dvije iteracije.U skladu s tim, implementacija ovog algoritma prepisuje preko starih
vrijednosti ovih vektora da bi ustedjela na mjestu za pohranu podataka. Najveca racunska
zadaca koja se izvodi na svakom koraku je racunanje produkta matice i vektora Ap, ,

racunanje skalarnih produkata p; (Ap,) i r.,r,.,, te racunanje tri sume vektora. Skalarni

produkt i sumiranje vektora mogu biti izvedeni malim umnoscima n operacija pomicnog
zareza, dok rac¢unanje produkta matrice i vektora ovisi, naravno, o veli¢ini matrice A. Metoda
konjugiranih gradijenata se preporuca jedino za rjesavanje velikih problema, dok su Gaussove
eliminacije, ili drugi algoritmi faktorizacija kao sto je dekompozicija singularne vrijednosti,
preporucljiviji za ostale probleme jer su manje osjetljivi na pogreske zaokruzivanja. Za velike
probleme, metoda konjugiranih gradijenata ima prednost da ne sprema koeficijente matrice i
(u suprotnosti s tehnikama faktorizacije) ne puni nizove koeficijentima spremajuéi matricu.
Drugo klju¢no svojstvo je to da se katkad KG metoda priblizi rjesenju jako brzo, no to nam je
tema sljedeceg poglavlja.



28

Primjerl.1

Rijesimo sustav linearnih jednadzbi Ax = b pomo¢u algoritma(1.2), gdje su elementi matrice
Azadanis A ; =1/(i+ j+1),teje b= (LL...1)7 i x, =0. Iteracije éemo brojiti za razlicite

dimenzije matrice A i dokle god rezidual ne bude manji od 10°°.

Algoritam(1.2) implementiran u programskom jeziku Dev C/C++ se nalazi na CD-u na kraju
ovog rada s uputama za upotrebu u dodatku.

Dobili smo sljedeci rezultat za razli¢ite dimenzije n matrice A:

n 5 20 100 1000
ool 6 66 840 4824
iteracija

BRZINA KONVERGENCIJE

Vidjeli smo da u egzaktnoj aritmetici metoda konjugiranih gradijenata zavrsava u najvise n
iteracija. No kad distribucija svojstvenih vrijednosti matrice A ima odredena pogodna
svojstva, algoritam ¢e prepoznati rjesenje u puno manje od n iteracija. Za objasniti ovo
svojstvo, koristit ¢emo Teorem 1.2 da pokazemo da je algoritam (1.2) optimalan u odredenom
bitnom smislu.

Iz (1.24b) i (1.18) imamo da je

X = Xg TPy +...+ ¢, Py

=X, + ¥oly + 7, A + .+ 7 ATy, (1.25)

za neke konstante y,. Sada ¢emo definirati P, (-) kao polinom stupnja k s koeficijentima

Vor Vi Vi - Po moze uzeti bilo skalar bilo kvadratnu matricu za svoj argument. Za matri¢ni
argument A imamo

PI(A) = 7l + 7, A+...+y, AY,

S§to nam dopusta da izrazimo (1.25) kao

Xe = Xo + P (AT, . (1.26)
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Sada ¢emo pokazati da izmedu svih moguéih metoda ¢ijih je prvih k koraka restringirano na
def

Krylovljev potprostor x(r,;k) = span ﬁ: Ar,,..., Ar, , algoritam (1.2) daje najbolji rezultat
minimizacije udaljenosti do rjesenja nakon k koraka, gdje je ta udaljenost mjerena tezinskom
normom | |, definiranom sa

|2, =2" Az
(1.27)

Koriste¢i ovu normu, definiciju funkcije ¢ (1.2) i ¢injenicu da x* minimizira ¢, slijedi da je

%”x X = %(x %) A(X= X¥) = ¢(X) — 4(X¥). (1.28)

Teorem 1.2 kaze da x,,, minimizira ¢ naskupu x, +span f,, p,,..., P, koji je po (1.18)
isto sto i X, + span ﬁ: Ary,..., Aty . 1z (1.26) slijedi da polinom P’ rjesava sljede¢i problem,
gdje je minimum uzet po prostoru svih moguéih polinoma stupnjak :

ng{n”xo +PR (A, —x*, . (1.29)

Ovo svojstvo optimalnosti ¢emo istraziti u ostatku odjeljka. Zbog

r, = A, —b = Ax, — AX* = A(X, — X*),

imamo

Xt — X=X, + P (A —x*= |+ P (A)A (X, — x*). (1.30)

Nekasu 0< 4, <4, <...< A, svojstvene vrijednosti matrice A, te neka su
Vo, Vy,...,V, odgovarajuéi ortonormirani svojstveni vektori, tako da je

A= Zn:iivivf :
i=1

Kako svojstveni vektori razapinju cijeli prostor R", mozemo pisati

Xo — X* = Zn:fivi (1.31)
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za neke koeficijente £&;. Vrijedi i da je svaki svojstveni vektor matrice A ujedno i svojstveni
vektor P, (A) za bilo koji polinom P, . Za nasu konkretnu matricu A i njene svojstvene
vrijednosti A, i svojstvene vektore v, imamo da je

P.(Av, =P (4)v,, zai=12,..,n.
Supstitucijom (1.31) u (1.30) imamo

Xy — X* = Zn: I+ A Pk* (ﬂ’i ) ;Vi .
i=1

Koristeci ¢injenicu da je ||z||i =7"Az = Zn:/ii (v{ z)? , dobivamo da je
i=1
||Xk+l - X*”i\ = Z_l:/q*i I+ AP (ﬂ‘i)fégiz' (1.32)

Kako je polinom B, generiran metodom konjugiranih gradijenata, optimalan s obzirom na
ovu normu, slijedi da je

Pea =3, =min > 2 f+ 2P0 (1) Ze2.
o=l

Ako izlué¢imo najvedi izraz I+ AP (/1,,)5 iz jednadzbe, dobivamo da je

1<i<n

Xeor — x’1|i < min max I+ AP (Zi)f(zn:ljng
k -1

= min max + 2R (2) ZJx, - x4} (1.33)
adje smo iskoristili cinjenicu da je x, — x4 =3 2,£7.
i1

Izraz (1.33) dopusta nam da odredimo brzinu konvergencije metode konjugiranih gradijenata
procjenjujuci broj nenegativnih skalara

min max §+ 4P (1) °. (1.34)

B, I<i<n
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Drugim rijec¢ima, trazimo polinom P, koji ¢e smanjiti vrijednost ovoga izraza na sto je manje
moguce. U nekim prakti¢nim slu¢ajevima, mozemo naci ovaj polinom eksplicitno i izvesti
neke interesantne zaklju¢ke o svojstvima metode konjugiranih gradijenata. Sljedeci rezultat
daje takav primjer.

TEOREM1.4
Ako A ima samo r razli¢itih svojstvenih vrijednosti, tada ¢e algoritam metode konjugiranih

gradijenata zavrsiti rjesenjem u najvise r iteracija.

Dokaz: Pretpostavimo da svojstvene vrijednosti 4, 4,,..., 4, uzimaju r razli¢itih vrijednosti
7, <7, <..<7,.Definiramo polinom Q, (1) kao

Q= (or)i-r) (1),

TTy Ty

pri ¢emu vrijedidaje Q,(4)=0zai=12,...,n i Q,(0)=1. Zaklju¢ujemo da je Q, (1) -1
polinom stupnja r s korijenom A =0, pa je funkcija P._, definirana kao

PL(M)=QW)-D/2

polinom stupnja r - 1. Stavljajuc¢i k =r - 1 u (1.34), dobivamo

o<minmaxJ+ 4P (1) T <maxf+ 4P (1) T = max Q2 (4,) =0.

P, I<i<n 1<i<n 1<i<n

Konstanta u (1.34) je nula za vrijednost k =r —1, pa suptitucijom u (1.33) dobivamo da je
||Xr - X*”i =0, iz ¢ega slijedi X, = X* kao $to smo i tvrdili.
Q.E.D.

TEOREM1.5

Ako A ima svojstvene vrijednosti 4, <A, <...< A, , onda vrijedi sljedeca nejednakost

2
2 Ak =4 2
Xyt — x*||A < (—/%_: ) j %o — x*||A. (1.35)
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Bez davanja detalja dokaza, opisat ¢emo kako je ovaj rezultat sadrzan u (1.33). Prvo,
odabiremo polinom P, stupnja k tako da polinom Q,, (1) =1+ AR, (1) imak najvecih
svojstvenih vrijednosti A, 4, ;,..., 4, .., kao i srednju vrijednost izmedu A, i 4, , . Moze se
pokazati da je maksimalna vrijednost dosegnuta s Q,,, to¢no (4, , —A4) /(4 +4,).

Sada ¢emo ilustrirati kako Teorem 1.5 moze biti koristen za predvidanje ponasanja metode
konjugiranih gradijanata na sljedeci problem.

Pretpostavimo da imamo situaciju kao na slici (1.3), gdje se svojstvene vrijednosti matrice A
sastoje od m velikih vrijednosti i ostatka od n - m malih svojstvenih vrijednosti grupiranih oko
jednice. Ako definiramo ¢ = 4, , —A,, Teorem 1.5 nam kaze da nakon m + 1 koraka

algoritma konjugiranih gradijenata, imamo

X =%, = o =%

Za malu vrijednost &, zakljucujemo da ¢e nam iteracije konjugiranih gradijenata omoguciti
dobru procjenu rjeSenja nakon samo m + 1 koraka.

/ | / “i—i / “i—n+1
||||!||||| | L1 |

0 I

it

Slika(1.3) Dvije grupe svojstvenih vrijednosti

Slika (1.4) pokazuje nam ponasanje metode konjugiranih gradijenata na problemu ovog tipa,
koji ima pet velikih svojstvenih vrijednosti sa svim malim svojstvenim vrijednostima
smjestenih izmedu 0,95 i 1,05 te usporeduje ovo ponasanje s ponasanjem metode
konjugiranih gradijenata, cije su svojstvene vrijednosti nasumicno rasporedene. U oba slucaja
logaritmirat cemo ¢ nakon svake iteracije.
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b log(||e-x#||3)

S T i grupirane svojstvene
. T vrijednosti

uniformmno distribuirane -
svojstvene vrijednost

-10 —

]
%]
Je
h
!

d

iteracije

Slika(1.4) Primjena metode konjugiranih gradijenata na problem u kojem je pet
svojstvenih vrijednosti velike a ostale su grupirane oko 1, te na matricu s
uniformno rasporedenim svojstvenim vrijednostima.

Za problem s grupiranim svojstvenim vrijednostima Teorem 1.5 predvida ostar pad u procjeni
pogresaka u Sestoj iteraciji. Primijetimo, medutim, da je ovaj pad postignut jos jednu iteraciju
ranije, ilistrirajuci ¢injenicu da Teorem 1.5 daje samo gornju granicu, te da brzina
konvergencije moze biti veca. Suprotnost vidimo u slici (1.4), gdje je za problem s nasumi¢no
rasporedenim svojstvenim vrijednostima brzina konvergencije manja i uniformnije
rasporedena.

Slika (1.4) ilustrira jos jednu zanimljivu karakteristiku: nakon svake iteracije(od ukupno
sedam) problema s grupiranim svojstvenim vrijednostima, mjera pogreske ostro pada.
Poopéenje argumenata koji vode do Teorema 1.4 objasnjavaju ovo ponasanje. Mozemo skoro
sigurno reci da matrica A ima Sest razlic¢itih svojstvenih vrijednosti: pet velikih svojstvenih
vrijednosti i jedinicu. Tada bismo oc¢ekivali da mjera pogreske bude nula nakon Sest iteracija.
Zbog toga sto su svojstvene vrijednosti oko jedan lagano rasprsene, pogreska ne postaje jako
mala do sedme iteracije.

Opcenito vrijedi da, ako se svojstvene vrijednosti pojavljuju u r razli¢itih grupa, iteracije
metode konjugiranih gradijenata ¢e aproksimativno rijesiti problem u r koraka. Ovaj rezultat
moze biti provjeren konstruiranjem polinoma P, tako da 1+ AP, ,(A) ima nule unutar
svake grupe. Ovaj polinom mozda nece bit jednak nuli sa svojstvenim vrijednostima
A,1=12,...,n, ali ¢e njegova vrijednost biti mala kod ovih to¢aka, tako da ¢e konstanta

definirana u (1.34) biti mala za k > r —1. llustrirati ¢emo ovo ponasanje slikom (1.5), koja
pokazuje provodenje metode konjugiranjih gradijenata na matrici dimenzije n = 14 koja ima
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Cetiri grupe svojstvenih vrijednosti: jednostruke svojstvene vrijednosti na 140 i 120, grupu od
10 svojstvenih vrijednosti blizu 10, te sa ostalim svojstvenim vrijednostima izmedu 0,95 i

1,05. Nakon cetiri iteracije, pogreska je znac¢ajno pala. Nakon sest iteracija, izdvojilo se

rjesenje dobre preciznosti.

b log(|x-x#||3)

-10 —

iteracije

Slika(1.5) lzvodenje metode konjugiranih gradijenata na matrici ¢ije se svojstvene

vrijednosti pojavljuju u Cetiri razli¢ite grupe.

Drugi, mnogo precizniji, izraz konvergencije za metodu konjugiranih gradijenata je baziran na

uvjetovanosti matrice A, koju definiramo kao

K(A) =[AL A%, =2,/ 4.

Vrijedi i da je

(A -1)

-t =4 S -,

x(A) +1

(1.36)
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Ova ocjena cesto daje grube ocjene pogreske, ali moze biti korisna u onim sluc¢ajevima gdje je
jedina informacija koju imamo o A upravo procjena krajnjih svojstvenih vrijednosti 4, i 4,.
Ovo ogranicenje bi trebalo biti uspredeno s metodom najbrzeg silaska, koja u identi¢noj
formuli ovisi 0 uvjetovanosti x(A), a ne njezinom korijenu m

PREKONDICIONIRANJE

Metodu konjugiranih gradijenata mozemo ubrzati ako transformiramo sustav linaernih
jednadzbi tako da poboljsamo distribuciju svojstvenih vrijednosti matrice A. Kljuéni dio ovog
procesa, poznatog kao prekondicioniranje, je promjena varijabli iz x u X duz nesingularne
matrice C, tj.

x=Cx. (1.37)
Kvadratna funkcija ¢ definirana s (1.2) je transformirana u skladu s

A(R) = %)‘(T (CTACHR—(Ch)TR. (1.38)

Ako budemo koristili algoritam (1.2) da minimiziramo ¢ ili ekvivalentno, da rije§imo sustav
linearnih jednadzbi

(CTACHR=C b,

tada ¢e brzina konvergencije ovisiti 0 svojstvenim vrijednostima matrice C™ " AC ™ vise nego
onima matrice A. Stoga smo primorani odabrati C tako da svojstvene vrijednosti C™" AC™
budu pogodnije za teoriju konvergencije o kojoj smo diskutirali u proslom odjeljku. Mozemo
pokusati izabrati C tako da uvjetovanost C™" AC ™ bude mnogo manja nego originalna
uvjetovanost matrice A, na primjer, tako da konstanta u (1.36) bude manja. Mozemo takoder
pokusati izabrati C tako da svojstvene vrijednosti C™" AC ™ budu grupirane, §to nam, s
obzirom na diskusiju u prethodnom odjeljku, osigurava da broj iteracija koji je potreban za
pronalazenje dobrog rjesenja, ne bude mnogo veci nego broj grupa.

Nije nuzno do kraja eksplicitno zavrsiti transformaciju (1.37). Radije, mozemo primjeniti
algoritam (1.2) na problem (1.38), u terminima varijable X, te zatim invertirati transformaciju
da ponovno izrazimo sve jednadzbe u terminima x. Ovaj proces izvodenja je algoritam (1.3)
koji ¢emo sada definirati. Dogada se da algoritam (1.3) ne koristi C eksplicitno, nego radije
koristi matricu M =CT"C koja je simetri¢na i pozitivno definitna po konstrukciji.
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ALGORITAM1.3 (prekondicionirani KG)

Zadan X, , prekondicionarna matrica M;
Stavi r, < Ax, —b;

Rijesi My, =1, za y,;

Stavi p, =-Y,.k «0;

dok r, #0{
.
o <~ ri Y. (1.39)
Py APy
Xiaa € X + 4 Py (1.39b)
Mt < N + 4 AR (1.39¢)
Rijesi My, ,; =r..; (1.39d)
r.I<T+1yk+l
Poa <=7 (1.3%)
e Yi
P <= —Yir T B Pis (1.39f)
K<« k+1; (1.399)
}
kraj(dok)

Ako stavimo da je M =1 u algoritmu (1.3) ponovno dobijemo standardnu metodu
konjugiranih gradijenata, tj. algoritam (1.2).

Svojstva algoritma (1.2) generalizirana su naspram ovog sluc¢aja u mnogim zanimljivim
podru¢jima. Konkretno, ortogonalno svojstvo (1.16) sukcesivnih reziduala postaje

rM™r, =0, zasvaki i # j.

(1.40)

Glede racunarskog truda, glavna razlika izmedu prekondicionirane KG metode i
neprekondicionirane KG metode je potreba da se rijese sustavi u oblika My =r (korak

1.39d).
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PRAKTICNE PREKONDICIONARNE MATRICE

Niti jedna prekondicionarna strategija nije 'najbolja’ za sve tipove matrica: $to je bitnije
izmedu varijabilnih objekata - u¢inkovitost M, jeftinije racunanje i pohranjivanje M, jeftinije

rjesenje My =r - varira od problema do problema.

Dobra strategija prekondicioniranja je konstruirana za razlicite tipove matrica, posebno onih
izvedenih iz diskretizacije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Cesto je prekondicionarna
matrica definirana na nacin da sustav My = r tezi pojednostavljenoj verziji orginalnog
sistema Ax =b. Kao u mnogim drugim podruc¢jima optimizacije i numeric¢ke analize, znanje o
strukturi i podrijeklu problema (u ovom slucaju, znanje da je sustav Ax = b kona¢no
dimenzionalna reprezentacija parcijalne diferencijane jednadzbe), je klju¢ otkrivanja
uc¢inkovitih tehnika za rjesavanje problema.

Primjerl.2

Rijesimo isti problem kao i u primjeru(1.2), tj. sustav linearnih jednadzbi AX = b pomocu
algoritma(1.3), gdje su elementi matrice A zadani s A ; =1/(i+ j+1), te je b= (L1L..D" i
X, = 0. Iteracije ¢emo brojiti za razli¢ite dimenzije matrice A 1 dokle god rezidual ne bude
manji od 10°°.

Algoritam(1.3) implementiran u programskom jeziku Dev C/C++ se nalazi na CD-u na kraju
ovog rada s uputama za upotrebu u dodatku.

Novost u ovom primjeru je koriStenje prekondicionarne matrice M. Bitno je da matrica M
bude simetri¢na i pozitivno definitna pa smo uzeli dijagonalnu matricu gdje su elementi na
dijagonali zadani s M, ; =1-1/+/i+1.

Dobili smo sljedeci rezultat za razli¢ite dimenzije n matrice A:

n 5 20 100 1000
brof iteracija bez
prekondicionirania 6 66 840 4824
broj tteracija sa 4 47 517 3861
prekondicioniraniem

Iz tablice vidimo da nam je uvodenje prekondicionarne matrice M rezultiralo i vise no
20%-tnim poboljSanjem brzine algoritma, odnosno manjim brojem iteracija. lako Smo
racunali u svakoj iteraciji i sustav My = r, zbog manjeg broja iteracija, postigli smo bolji
vremenski rezultat. Stoga se za velike probleme isplati uvesti nekakvu prekondicioniranu
strategiju.
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1.2 NELINEARNA METODA KONJUGIRANIH

GRADIJENATA

Primjetili smo da algoritam (1.2) metode konjugiranih gradijenata moze biti gledan kao
algoritam minimizacije za konveksnu kvadratnu funkciju ¢ definiranu s (1.2). Prirodno je
zapitati se da li mozemo prilagoditi pristup minimizaciji konveksnih funkcija ili ¢ak op¢enito
nelinearne funkcije f. Ono $to ¢emo pokazati u ovom dijelu je da su i nelinearne metode
konjugiranih gradijenata dobro prouc¢ene i pokazale su se poprilicno uspjesnima u praksi.

FLETCHER-REEVESOVA METODA

Fletcher i Reeves su pokazali kako prosiriti metodu konjugiranih gradijenata na nelinearne
funkcije tako da napravimo dvije jednostavne promjene u algoritmu (1.2). Prvo, na mjesto
formule (1.24a) za korak duljine «, (koji minimizira funkciju ¢ duz smjera silaska p, ),
trebamo provesti jednodimenzionalnu optimizaciju koja identificira aproksimativni minimum
nelinearne funkcije f duz p, . Kao drugo, rezidual r, koji je jednostavno gradijent ¢ u

algoritmu (1.2), mora biti zamijenjen s gradijentom nelinearne funkcije f. Ove promjene daju
sljede¢i algoritam nelinearne optimizacije.

ALGORITAML.4 (FR)

Zadan X, ;

Procijeni f, = f(x,),Vf, = Vf(x,);
Stavi p, =-Vf,,k «<-0;

dok Vf, #0{

Racunaj «, ipostavi X,,; < X, + &, Py ;
Procijeni Vf, ,;

FR Vi kT+1 Vi

; 1.41a
k+1 kaTka ( )

Py < _ka+1 + ﬁkFEL Py s (141b)
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K<« k+1; (1.41¢)
}

kraj(dok)

Ako odaberemo f da bude strogo konveksna kvadratna funkcija i «, da bude egzaktni

minimum, ovaj algoritam se reducira na linearnu metodu konjugiranih gradijenata, algoritam
(1.2). Algoritam (1.4) se odnosi na velike nelinerane probleme optimizacije zato sto svaka
iteracija zahtijeva samo procjenu ciljne funkcije i njenog gradijenta. Matri¢ne operacije su
potrebne samo za racunanje koraka i za samo nekoliko vektora su potrebna mjesta za pohranu.
Za upotpuniti specifikacije algoritma (1.4) trebamo biti precizniji glede izbora
jednodimenzionalne optimizacije parametra «, . Zbog drugog pribrojnika u (1.41b) smjer

silaska p, moze ne biti smjer silaska ukoliko «, zadovoljava odredene uvjete.
Gledajuci skalarni produkt u (1.41b) (gdje se k zamjenjuje s k + 1) i gradijent Vf,
dobivamo da je

kaT Py = _”kanz + ﬂkFRkaT Py (1.42)

Ako je jednodimenzionalna optimizacija egzaktna, tako da je ¢, , lokalni minimum funkcije f
duz smjera p,_,, imamo da je Vf, p,, =0. U ovom slu¢aju imamo iz (1.42) da Vf," p, <0,
tako da je p, uistinu smjer silaska. Ako jednodimenzionalna optimizacija nije egzaktna,
svakako drugi pribrojnik u (1.42) moze biti ve¢i od prvog pribrojnika, pa mozemo imati da je
Vi p, >0, implicirajuci da je p, zapravo smjer rasta. Na sre¢u, mi mozemo izbjeéi tu
situaciju zahtijevaju¢i da duljina koraka «, zadovoljava jake Wolfove uvjete, koji glase
ovako:

f(x, +.p) < (%) +c,a Vi p,, (1.43a)

‘Vf (X + 2, Pe)’ pk‘ <—¢, Vi Py, (1.43b)

gdjeje O0<c, <c, <% . Primjenjuju¢i Lemu 1.6 nize, mozemo pokazati da uvjet (1.43b)

implicira da je (1.42) negativan, pa tako zaklju¢ujemo da bilo koja trazena
jednodimenzionalna optimizacija koja pridonosi «, , koji zadovoljava (1.43), ¢e osigurati da

svi smjerovi p, budu smjerovi silaska za funkciju f.
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POLAK-RIBIEREOVA METODA | VARIJANTE

Postoji mnogo varijanti Fletcher-Reevesove metode koje se razlikuju ve¢inom u izboru
parametra g, . Polak i Ribiere su uveli jednu takvu koja definira ovaj parametar kao

PR _ ka-l;-l(kaﬂ _ka)

R = 1.44
k+1 ||ka||2 ( )

Pozivamo se na algoritam u kojem (1.44) zamjenjuje (1.41a) kao algoritam PR. Identican je
algoritmu FR kada je f strogo konveksna kvadratna funkcija i jednodimenzionalna
optimizacija je egzaktna, buduci da su po (1.16) gradijenti medusobno ortogonalni, pa je

i B~ = Bis . Kada ovo primjenimo na opéenite nelinearne funkcije s neegzaktnim

jednodimenzionalnim optimizacijama, ponasanje ovih dvaju algoritama se znatno razlikuje.
Numericko iskustvo pokazuje da je algoritam PR mnogo robustniji i uc¢inkovitiji.
Iznenadujuce je da u algoritmu PR jaki Wolfeovi uvjeti ne moraju uvijek garantirati da je p,

smjer silaska. Ako definiramo parametar g kao

B =max /.0 (1.45)

dajuci pojacanje algoritmu kojeg zovemo algoritam PR+, tada jednostavna prilagodba
strogim Wolfeovim uvjetima osigurava da vrijedi svojstvo pada.

Ima mnogo drugih izbora za f, ., koji se podudaraju s Fletcher-Reevesovom formulom A7} u

slu¢aju gdje je f kvadratna funkcija i jednodimenzionalna optimizacija je egzaktna.
Hestenes-Stiefelova formula koja definira

HS _ kaTJrl(kaﬂ _ka)
k+1 —
(Vfea = Vi)™

(1.46)

daje poboljsanje algoritmu zvanom algoritam HS, koji je slican algoritmu PR, kako u
terminima teoretskih svojstava konvergencije, tako i u prakti¢nim provodenjima. Formula
(1.46) moze biti izvedena tako da se zahtjeva da uzastopni smjerovi silaska budu konjugirani s
obzirom na Hessian na segmentu k., x.,, koji je definiran kao

G, = lJ‘I72f(xk +70r, pkEz’.
0
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Pozivajuéi se na Taylorov teorem da je Vf, , = Vf, +«,G, p, , vidimo da za bilo koji smjer

zadan u obliku p,, =-Vf,, + B, P, uvjet p,,,G, p, =0 zahtijevada $,,, bude dans

(1.46). Kasnije ¢emo vidjeti da je moguce garantirati globalnu konvergenciju za bilo koji
parametar S, Kkoji zadovoljava ogranicenje

Bl < BT (1.47)

za svaki k > 2. Ova ¢injenica sugerira sljede¢u modifikaciju PR metode. Neka je za svaki
k>2

_ ﬂkFR akO kPR < _ﬂkFR
Bo=1 BT ako [T < BT (1.48)
kFR akO kPR < FR

k

Druge varijante metode konjugiranih gradijanata su uvedene nedavno. Dva izbora za f, ,
koja imaju zanimljiva teoretska i racunarska svojstva su

/B — ||ka+1||2 (1 49)
o (ka+1 _ka)T P«
i
9.F ) vt
/Bk+l = yk _Zpk ATk Tkﬂ Sa yk :ka+1_ka (1-50)
Yi Py k P

Ova dva izbora garantiraju da je p, smjer silaska, omogucujuc¢i da duljina koraka «,

zadovoljava Wolfeove uvjete. Algoritam metode konjugiranih gradijenata baziran na (1.49) i
(1.50) je konkurentan Polak-Ribiereovoj metodi.

KVADRATNO ZAVRSAVANJE I REINICIJALIZACIJA

Implementacija nelinearne metode konjugiranih gradijanata je usko povezana s linearnom
metodom konjugiranih gradijenata. Obic¢no, kvadratna (ili kubi¢na) interpolacija duz smjera
silaska p, je ugradena u proceduru jednodimenzionalne optimizacije. Ova karakteristika
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garantira da kad je f strogo konveksna kvadratna funkcija, duljina koraka «, je izabrana tako

da bude to¢no jednodimenzionalni minimum. Slijedi da nelinearna metoda konjugiranih
gradijenata reducira linearnu metodu konjugiranih gradijenata, algoritam (1.2).

Druga modifikacija koja je cesto koristena u nelinearnim procedurama konjugiranih
gradijanata je reinicijalizacija. Provodimo je tako da nakon svakih n koraka stavimo da je

B =0 u(1.41a). Reinicijalizacija nam donosi periodi¢no osvjezenje algoritma, brisuci stare
informacije od kojih mozda nema koristi. Mozemo ¢ak dokazati jaki teoretski rezultat oko
reinicijalizacije; ono nas vodi do kvadratne konvergencije u n koraka:

X —X| = Ox —xH) . (1.51)

Ovaj rezultat i nije toliko iznenadenje. Razmislimo o funkciji f koja je stogo konveksna
kvadratna funkcija na okolini rjesenja. Uzimajuci u obzir da algoritam konvergira k rjesenju,
iteracije ¢e kad tad upasti u kvadratno podruéje. U jednom trenutku algoritam ¢e biti i
reinicijaliziran na tom podrucju, te od tog mjesta pa nadalje, njegovo ponasanje ce biti cisto
kao i u linearne metode konjugiranih gradijenata, algoritam (1.2). Konacni zavrsetak ¢e se
pojaviti unutar n koraka od trenutka reinicijalizacije. Reinicijalizacija je bitno jer svojstvo
zavrsavanja u kona¢no mnogo koraka i druga svojstva algoritma (1.2) vrijede samo ako je
pocetni smjer silaska p, jednak negativnom gradijentu.

Cak ako i funkcija f nije kvadratna na podrugju rjesenja, Taylorov teorem implicira da njena
aproksimacija moze biti kvadratna, omogucavajuci joj glatkocu.

lako je rezultat (1.51) interesantan i s teoretskog gledista, ne mora biti relevantan u
prakti¢énom kontekstu jer nelinearna metoda konjugiranih gradijenata moze biti preporucena
jedino za rjesavanje problema sa velikim n. Reinicijalizacije se mozda nikad nece pojaviti u
takvim problemima, jer aproksimativno rjeSenje moze biti locirano u manje od n koraka. lako
su nelinearne metode konjugiranih gradijenata ponekad implementirane bez reinicijalizacije,
ili ukljucuju strategije za reinicijalizaciju koje uzimanju u obzir neke druge stvari osim broja
iteracija. Najpopularnija strategija reinicijalizacije uzima u obzir tvrdnju (1.16) koja kaze da
su gradijenti medusobno ortogonalni kada je f kvadratna funkcija. Reinicijalizacija se izvodi
kad god su dva uzastopna gradijenta daleko od ortogonalnosti, koju mjeri test

[V VA,

> v, (1.52)
Ve[

gdje je tipi¢na vrijednost za parametar v jednaka 0.1.
Mozemo takoder promatrati formulu (1.45) kao strategiju reinicijalizacije, jer ¢e se p,.,

vratiti na smjer najbrzeg silaska kad god je AF negativan. Suprotno testu (1.52), ove
reinicijalizacije su poprili¢no rijetke jer je A" pozitivan veéinu vremena.
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PONASANJE FLETCHER-REEVESOVE METODE

Sada ¢emo malo pomnije opisati Fletcher-Reevesov algoritam (1.4), te dokazati da je
globalno konvergentan i objasniti primije¢ene nedostatke.

Sljedeci rezultat daje uvjete na jednodimenzionalnu optimizaciju po kojoj su svi smjerovi
upravo smjerovi silaska. Pretpostavimo da je skup L= %: f(x) < f(x,) :ograniéen idajef
dvostruko neprekidno diferencijabilna, tako da imamo da postoji korak duljine «, koji
zadovoljava jake Wolfeove uvjete.

LEMAL.6

Pretpostavimo da je algoritam (1.4) implementiran s korakom duljine «, koji zadovoljava

jake Wolfeove uvjete (1.43) uz 0<c, < % Tada metoda generira smjerove silaska p, koji

zadovoljavaju sljedece nejednakosti:

1. Vi p2k L2 -1
1-c, ”ka” 1-c,

zasvaki k =01,.... (1.53)

def
Dokaz: Primijetimo prvo da je funkcija t(&) =(2& —-1) /(1 - &) monotono rastu¢a na intervalu

{oﬂ i daje t(0) =1 i t(%) ~0.2Zbog ¢, € (o,%) . imamo da je

2c, -1
l-c,

-1<

<0. (1.54)

Uvjet silaska Vf," p, <0 slijedi odmah ¢im ustanovimo (1.53).

Dokaz provodimo indukcijom. Za k = 0 izraz u sredini u (1.53) je jednak -1, tako da koristeci
(1.54), vidimo da su obje nejednakosti u (1.53) zadovoljene. Sljedece, pretpostavimo da
(1.53) vrijedi za neke k >1. 1z (1.41b) i (1.41a) imamo

kaTﬁ-l pk+1 _

_ ViaPe _ 4, ViaPe
[Vfal

-1+ p,. = .
Sl VA

(1.55)

Koriste¢i uvjet jednodimenzionalne optimizacije (1.43b) imamo da

‘kaTu pk‘ = _CZkaT P
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pa kombinirajuci to s (1.55) i uzimajuci u obzir (1.41a) dobivamo

VB P ViaPia _ o YRR

< C .
VA Il IV

2

Supstitucijom izraza Vf, pk/||ka||2 s lijeve strane hipoteze (1.53) dobivamo

C, SkaTrlpk;rls_l C,
O T RS

Sto pokazuje da (1.53) vrijedi i zak + 1. Q.E.D.

Ovaj rezultat koristi samo drugi jaki Wollfeov uvjet (1.43b); prvi Wolfeov uvjet (1.43a) ¢e
biti potreban u sljede¢em dijelu da ustanovimo globalnu konvergenciju. Ocjene na Vf,' p, i
(1.53) namec¢u granicu do koje norma koraka | p, || moze rasti. Ovi faktori ¢e odigrati

presudnu ulogu u analizi konvergencije danoj ispod.

Lema 1.5 moze biti takoder iskori$tena za objasnjenje slabosti Fleetcher-Reevesove metode.
Slozit ¢emo se da ako metoda generira lose smjerove i male korake, onda iduci smjer i iduci
korak ¢e vrlo vjerojatno opet biti losi. Neka 6, oznacava kut izmedu p, ismjera najbrzeg

silaska — Vf, definiranog kao

-Vvi'p
c0sf, = —~< K (1.56)
© Ve

Pretpostavimo da je p, los smjer silaska, u smislu da ¢ini kut blizu 90° s — Vf, | tj.,
cosd, ~0. Mnozeci obje strane (1.53) s [Vf, /| p,|| i koristeci (1.56) dobivamo

1-2c, [Vi |
1-c, |pi

1 |vE
1-c, [p]

<cosf, <

zasve k =01,.... (1.57)

Iz ovih nejednakosti dobivamo da je cosé, ~0 ako i samo ako

[Vl <<l
Kako je p, gotovo ortogonalan gradijentu, izgledno je da ¢e biti mali korak od x, do X,,,, to
jest, x,., = X, . Ako je tako, onda imamo da je i Vf, , = Vf,, pa je stoga

o~ (1.58)
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po definiciji (1.41a). Koristeci ovu aproksimaciju i |Vf,,| = |Vf, | <<||py|. iz (1.41b) slijedi
daje

Pri1 = Pis

tako da novi smjer silaska poboljsava malo(ako imalo) prethodni. Slijedi da ako vrijedi
cosd, ~0 kod neke k-te iteracije te ako je podintervalni korak mali, slijediti ¢e dugi niz
neproduktivnih iteracija.

Polak-Ribiereova metoda se ponasa poprili¢no drugacije u ovim uvjetima. Ako smjer silaska
p, zadovoljava cosg, ~0 za neki k, te ako je podintervalni korak mali, slijedi da ¢emo

supstitucijom Vf, , ~ Vf, u (1.44) dobiti daje B’ ~0. 1z formule (1.41b) nalazimo da ¢e

novi smjer silaska p, ., bit jako blizu smjeru najbrzeg silaska — V£, ,,, i cosé,,, ¢e biti blizu

1. Stoga algoritam PR u biti izvodi reinicijalizaciju kad naleti na lo§ smjer. Isti argument
moze biti primijenjen i na algoritam PR+ i HS. Za FR-PR varijantu, definiranu s (1.48),
imamo daje BF ~1i By ~0.Formula (1.48) stoga postavlja f,,, = B kao §to smo i
zeljeli. Modifikacija (1.48) ¢ini da se izbjegavaju neucinkovitosti FR metode, dok ne prolazi
test globalne konvergencije na ovoj metodi.

Nepozeljno ponasanje FR metode unaprijed odredeno argumentima od gore, moze se
promatrati i u praksi. Na primjer, problem gdje je n = 100 u kojem je cosé, reda 107 za

stotine iteracija i koracima |x, —x, | reda 107. Algoritam FR zahtijeva tisuce iteracija za

rijesiti ovaj problem, dok algoritam PR zahtijeva samo 37 iteracija. U ovom primjeru FR
metoda se izvodi puno bolje ako se periodi¢no reinicijalizira duz smjera najbrzeg silaska, jer
svaka reinicijalizacija zavrsava ciklus losih koraka. Opc¢enito, algoritam FR ne bi trebao biti
implementiran bez neke strategije reinicijalizacije.

Primjerl.3

Testirat cemo ucinkovitost Fletcher-Reevesove i Polak-Ribiereove metode konjugiranih
gradijenata na Rosenbrockovoj funkciji koja ima minimum u zakrivljenoj i vrlo sporo
spustajucoj ,,dolini*.

Algoritam(1.4) i algoritam (1.5) su implementirani u programskom jeziku Dev C/C++ i
nalaze se na CD-u na kraju ovog rada s uputama za upotrebu u dodatku. Podaci dobiveni ovim
algoritmima se nalaze u datotekama rosenl.txt i rosen2.txt, takoder na CD-u, te su isti
koriSteni za crtanje Rosenbrockove funkcije 1 put konvergencije obiju metoda u programskom
jeziku MATLAB.

Obje metode krecu iz iste pocetne tocke (0.25,0) i nalaze minimum u tocki (1,1).



46

Rosenbrockova funkcija f(x,y)=100(x - y*)* + (1—x*)?

100 (-7 y) ey y)H{1-x 3) (12 %)

\'\\\\\\\\\\\‘\\\\ o
N T
TR

NN

NN

TR
A
DR

Rosenbrockovu funkciju ¢emo i logaritmirati da se bolje vidi da ta velika dolina i nije tako
»monotona“ kao §to se ¢ini na prvi pogled. Na ovoj slici se ve¢ 1 nadzire minimum.

log(100 (x-y y) (<= ¥){1-x ) (1-x ))
log fixy)
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Fletcher-Reevesova metoda nalazi minimum u to¢ki (1,1) u 49 iteracija.

100 (e ) Gy )12 ) (14 %)

Polak-Ribiereova metoda nalazi minimum takoder u (1,1), ali je vidno ,,grublja“ od Fletcher-
Reevesove metode.Minimum nalazi u 21 iteraciji.

100 G-y ) (o 3]+ w) (1-x w)
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GLOBALNA KONVERGENCIJA

Za razliku od metode konjugiranih gradijenata, ¢ija svojstva konvergencije su dobro shvacena
i za koja se zna da su optimalna kao $to smo gore i opisali, nelinearna metoda konjugiranih
gradijenata pokazuje iznenadujuca svojstva konvergencije.

Prikazat ¢emo neke glavne rezultate poznate za koristenje FR i PR metoda koristeci prakti¢ne
jednodimenzionalne optimizacije.

Za svrhovitost ovog dijela, koristit ¢emo sljedece nerestriktivne pretpostavke na ciljnu
funkciju.

PRETPOSTAVKE1.1

Q) Skup L= %: f(x) < f(x,) :je ogranicen.

(i) Na otvorenoj okolini N od L, ciljna funkcija f je Lipschitzova funkcija.

Ove pretpostavke impliciraju da postoji konstanta 7 takva da je

IVE(x)| <7, zasvaki xe L. (1.59)

Nase osnovno analiticko orude u ovom dijelu je Zouendijkov teorem, koji kaze da pod
uvjetima (1.1) bilo koja jednodimenzionalna optimizacija oblika x,., = X, + &, p,, gdje je
p, sSmjer silaska, a «, zadovoljava Wolfeove uvjete, daje ogranicenje

S cos? 6, |[Vf, [ <co. (1.60)
k=0

Mozemo iskoristiti ovaj rezultat da dokazemo globalnu konvergenciju algoritama koji se
periodi¢no reinicijaliziraju stavljanjem g, = 0. Ako k,,k,,itd. oznacavaju iteraciju na kojoj
se reinicijalizacija pojavljuje, imamo iz (1.60) da

S|P <0 (1.61)

k=ky ky....

Ako dopustimo ne vise od n iteracija izmedu reinicijalizacija, niz A ie beskonadan i iz
M
1.61) imamo da je lim||Vf, | =0. To je podniz gradijenata koji se priblizava nuli, ili
k gradiyj J1S€ p
] J

ekvivalentno

lim inf |[Vf, | =0. (1.62)

k—w
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Ovaj rezultat se pojavljuje podjednako u reinicijaliziranim vezijama svih algoritama
diskutiranim u ovom poglavlju.
Jos vise je interesantno proucavanje globalne konvergencije metoda konjugiranih gradijenata
bez reinicijalizacije, zato $to za velike probleme (recimo n>1000) o¢ekujemo da nademo
rjesenje u manje od n iteracija-prvo mjesto na kojem ¢ée regularna reinicijalizacija naci svoje
mjesto. Nase proucavanje velikih nizova iteracija konjugiranih gradijenata bez
reinicijalizacije otkriva neka iznenadujuc¢a ponavljanja u njihovom ponasanju.
Mozemo izgraditi na Lemi 1.6 i Zoutendijkovom rezultatu (1.60) dokaz globalne
konvergencije rjesenja FR metode. Dok ne mozemo pokazati da je limit niza gradijenata

Rf, nula, sljedeci rezultat pokazuje da ovaj niz nije ogranicen dalje od nule.

TEOREML.7 (Al-Baali)

Pretpostavimo da vrijede pretpostavke (1.1) i da je algoritam (1.4) implementiran s
jednodimenzionalnom optimizacijom koja zadovoljava jake Wolfeove uvjete (1.43), uz uvjet

0<c, <¢, <%.Tadaje

lim inf [Vf, | =0 (1.63)

k—0

Dokaz: Dokaz provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da vrijedi suprotno, tj., da postoji
konstanta >0 takva da je

[V =7, (1.64)

za svaki dovoljno veliki k. Supstitucijom lijeve strane nejednakosti iz (1.57) u
Zoutendijkovom uvjetu (1.60) dobivamo

0 [[p, ”
Koristec¢i (1.43b) i (1.53) dobivamo
IV | <€, VAT Py < al (1.66)

Iz (1.41b) i pozivanjem na definiciju 8, (1.41a), dobivamo da je
” P« ”2 = ”ka ”2 +28"° ‘kaT pk—l‘ +(B )2” pk—l||2

2C
<IVE + =2 IV + B o
2
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l+c,

s RN L

def
Primjenjujuéi ovu relaciju opetovano i definiraju¢i ¢, =(1+c,)/(1—c,) =1 imamo

[ll” < [ VE* + (B ([ VE ] + (BT (| VEa|” + -+ (B2l ))--)
k —_
=c,|vh [ YV (1.67)
j=0

gdje koristimo ¢injenicu da je

vi |
(ﬂkFR)Z(ﬁkF—Rl 2---(/BkFE)2 =”—k”4
[V
idaje p, = . Iskoristimo li i ogranic¢enja (1.59), (1.64) i (1.67) imamo da je
Io |’ < 37 K, (1.68)

Sto implicira da je

- 1 -1
S ternd
TN

(1.69)

za neku pozitivnu konstantu y, .
S druge strane, iz (1.64) i (1.65) imamo da je

0

2

(1.70)
Ikall

[EEN

Ako kombiniramo ovu nejednakost s (1.69), dobivamo da je Z— o, §to nije istina.Stoga
k=1

X

(2.54) ne vrijedi i tvrdnja (1.63) je dokazana. Q.E.D.

Ovaj rezultat globalne konvergencije moze biti prosiren na bilo koji izbor g, koji

zadovoljava (1.47), pa posebno i FR-PR metode dane s (1.48).
Opc¢enito mozemo pokazati da postoje konstante c,,c. >0 takve da je
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cosé, >c¢, IV , VA, >¢, >0, k=12,..
[ A
pa iz (1.60) slijedi da je
i!i_rll||ka|| =0.

Stovise, ovaj rezultat moze vrijediti za Polak-Ribiereovu metodu pod pretpostavkom da je f
strogo konveksna i da je koristena ezgaktna jednodimenzionalna optimizacija.

Za nekonveksne funkcije, medutim, nije moguce dokazati rezultat kao sto je Teorem 1.7 za
algoritam PR. Ova ¢injenica je neoc¢ekivana, buduci da se Polak-Ribiereova metoda bolje
izvodi u praksi nego Fletcher-Reevesova metoda. Sljedeci iznenadujuéi rezultat nam pokazuje
da se PR metoda moze beskonac¢no vrtjeti u krug-ciklirati bez priblizavanja rjesenju, ¢ak ako
je i upotrebljena idealna jednodimenzionalna optimizacija.(Pod ,,idealna* mislimo da
jednodimenzionalna optimizaciju vraca «, , koji je prva pozitivna stacionarna toc¢ka funkcije

t(a) f (% +apy).)
TEOREML1.8

Neka je dana Polak-Ribiereova metoda s idealnom jednodimenzionalnom optimizacijom.
Tada postoji dvostruko neprekidna diferencijabilna ciljna funkcija f : R®* — R i po¢etna

tocka X, € R?, takva da je niz gradijenata [{f, | ogranicen oko nule.

Dokaz ovog teorema je poprili¢no slozen. Demonstrira postojanje ciljne funkcije bez
konstruiranja te iste eksplicitno. Rezultat je interesantan, budu¢i da duljina koraka
pretpostavljena u dokazu — prva stacionarna tocka — moze biti prihvacena kod svih prakti¢nih
algoritama jednodimenzionalne optimizacije koji su trenutno u upotrebi. Dokaz Teorema 1.8
zahtjeva da neki uzastopni smjerovi silaska postanu gotovo smjerovi uzlaska. U slucaju
idealne jednodimenzionalne optimizacije, ovo se dogada jedino ako je S, <0, tako da analiza

sugerira algoritam PR+, u kojem postavimo £, na nulu kad god postane negativan.

Spomenuli smo ranije da strategija jednodimenzionalne optimizacije bazirana na malim
modifikacijama Wolfeovih uvjeta garantira da svi smjerovi generirani algoritmom PR+ budu
i smjerovi silaska. Koristec¢i ove ¢injenice, moguce je dokazati globalnu konvergenciju kao u
Teoremu 1.7 za algoritam PR+. Atraktivno svojstvo formula (1.49) i (1.50) je da globalna
konvergencija moze biti ustanovljena bez modifikacija jednodimenzionalne optimizacije
baziranih na Wolfeovim uvjetima.
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NUMERICKA 1ZVEDBA | PRIMJERI

Tablica (1.1) ilustrira izvedbu algoritama FR,PR i PR+ bez reinicijalizacije. Za ove testove,
parametri iz Wolfeovih jakih uvjeta (1.43) su izabrani da budu ¢, =10 i ¢, =0.1. Iteracije
¢e biti zaustavljene kada

IVE, | <10°@+[1,)).

Ako ovaj uvjet nije zadovoljen nakon 10000 iteracija, proglasavamo neuspjeh( oznacen sa * u
tabeli).

Zadnji stupac, oznacen s ,,mod* oznacava broj iteracija algoritma PR+ za koji je prilagodba
(1.45) bila potrebna da osigura da je B >0. Algoritam FR za problem GENROS uzima
vrlo male korake dalje od rjesenja koje vodi malim poboljsanjima u ciljnoj funkciji, te
konvergencija nije postignuta unutar maksimalnog broja iteracija.

PR algoritam, ili njegova varijanta PR+, nisu uvijek uc¢inkovitiji nego FR algoritam. Ima i
laganu manu s$to mora spremiti jedan vektor vise. No ipak, preporuca se da korisnici odaberu
algoritam PR,PR+ ili PR-FR ili metodu baziranu na (1.49) i (1.50).

Alg FR Alg PR Alg PR+
Problem n it/t-g it/f-g it/f-g mod
CALCVAR3 200 || 2808/5617 | 2631/5263 | 2631/5263 0
GENROS 500 * 1068/2151 | 1067/2149 1
XPOWSING 1000 533/1102 212/473 97/229 3
TRIDIAT 1000 264/531 262/527 262/527 0
MSQRT1 1000 422/849 113/231 113/231 0
XPOWELL 1000 || 568/1175 212/473 97/229 3
TRIGON 1000 231/467 40/92 40/92 0

Tablica(1.1) Iteracije i funkcije/gradijenti procjene zahtijevane od nelinearne metode
konjugiranih gradijenata na razlic¢ite probleme.

Slika (1.7) prikazuje konvergenciju nelinearne metode konjugiranih gradijenata na
kompliciranoj funkciji s mnogo lokalnih minimuma i maksimuma. Mozemo vidjeti i puteve
konvergencije dosadasnjih metoda konjugiranih gradijenata, te usporediti koja je najbolja
metoda rjesavanja ovog problema.
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Slika (1.7
p {a) Komplicirana funkcija s mnogo lokalnih
minimuma 1 maksirmuma.
4 ib) Put konvergencije Fletcher-Feevesove
metode KG.
3 '_/ {c) Put konvergencije Polak-Ribiereove metode
(g) KG.
-’f»'1 {d) Nelinearna metoda .G moZe biti mnogo
4 -2 2 uéinkovitija 5 periodiénom reiniciializaciom.
> i) Prekondicionirana nelinearna metoda K.G
koja koristi Polak-Ribiereowu formuly

dijagonalnu prekondicionarnu matricu.
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Usporedba numerickih algoritama za optimizaciju nelinearnih funkcija izvodi se na
Rosenbrockovoj funkciji koja ima minimum u zakrivljenoj i vrlo sporo spustajucoj ,,dolini*.

g (I (- ) (o y)mii-x ) -2 5y

bogftny)
2,

ni nakon 1000 iteracija

(LR 1 |11 u 55 iteracija

- polazna t

A’muﬁi."nije pronaden . i =
P, “minimum’pronaden

sk - 5
“minimum pronaden Minimum pronaden u 5 iteracija.
(1 u 19 iteracija 1o Drugi’ korak | fizletio’ je daleko

van, zbog zakr'ii{lient').s,ti ‘doline’.

olazna tocka

— polazna totka '
===

18 7702 o0 02 o4

£0:2 ] 02 04 0B

Slika (1.8) (a) Rosenbrockova funkcija. (b) Metoda najstrmijeg spusta za

Rosenbrockovu funkciju. (c) Metoda konjugiranih gradijenata (Fletcher-Reeves)
za Rosenbrockovu funkciju. (d) Metoda konjugiranih gradijenata (Polak-Ribiere)
za Rosenbrockovu funkciju. (e) Newtonova metoda na Rosenbrockovoj funkciji
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BILJESKE

Metodu konjugiranih gradijenata su razvili 1950tih Hestnes i Stiefel, kao alternativnu metodu
faktorizaciji za nalazenje rjesenja simetri¢nih, pozitivno definitnih sustava. Tek nekoliko
godina poslije, u jednom od najvaznijih razvoja u rijetkoj linearnoj algebri, ova je metoda
pocela biti gledana kao iterativna metoda koja moze dati dobru aproksimaciju rjesenja u
mnogo manje od n koraka.

Dovoljno je interesantno da je nelinearna metoda konjugiranih gradijenata Fletchera i Reevesa
prestavljena nakon sto je linearna metoda konjugiranih gradijenata prestala biti popularna, ali
nekoliko godina prije nego je ponovno otkivena kao iterativna metoda za linearne sustave.
Hager i Zhang su objavili neke od najboljih ra¢unarskih rezultata dobivenih s nelinearnim
metodama KG. Njihova implemetacija se bazira na formuli (1.50) i koristi visoko precizne
procedure jednodimenzionalne optimizacije. Ovaj rezultat je prikazan u tablici (1.1) uzetoj od
Gilberta i Nocedala. Oni takoder opisuju jednodimenzionalnu optimizaciju koja garantira da
algoritam PR+ uvijek generira smjerove silaska i dokazuju globalnu konvergenciju.

Analiza pripisana Powelu omogucuje buduc¢u evidenciju neuc¢inkovitosti FR metode koristeci
egzaktne jednodimenzionalne optimizacije. On pokazuje da ako iteracije udu u podrucje u
kojem je funkcija dvodimenzionalno kvadratna

1
f(x)==x"x,
(x) >

onda kut izmedu gradijenta Vf, i smjerasilaska p, ostaje konstantan. Kako ovaj kut moze

biti proizvoljno blizu 90° , FR metoda moze biti sporija od metode najbrzeg silaska. Polak-
Ribiereova metoda se ponasa poprili¢no druk¢ije u ovim uvjetima: ako je vrlo mali korak
generiran, sljedeci smjer tezi Smjeru najbrzeg silaska, kao §to smo se slozili gore. Ovo
svojstvo omogucuje niz malih koraka.

Vecina teorija o brzini konvergencije konjugiranih gradijenata pretpostavlja da je
jednodimenzionalna optimizacija egzaktna. Crowder i Wolfe su pokazali da je brzina
konvergencije linearna. Powel proucava sluc¢aj u kojem metoda konjugiranih gradijenata ulazi
u podrucje gdje je ciljna funkcija kvadratna i pokazuje da su i zavSavanje u kona¢no koraka i
brzina konvergencije linearni. Cohen i Burmeister su dokazali kvadratnu konvergenciju (1.51)
za opcenite ciljne funkcije. Ritter pokazuje da je u stvari ta brzina super kvadratna tj.

o x5 = 0, ~x4).

Powel daje za nijansu bolje rjesenje i izvodi numericke testove na malim problemima da
izmjeri brzinu primjecenu u praksi. On takoder sumira brzine kovergencije za asimptotski
egzaktne jednodimenzionalne optimizacije. Cak i vece brzine konvergencije mogu biti
postignute pod pretpostavkom da su smjerovi silaska uniformno linearno neovisni, ali ova
pretpostavka je teska za dokazati i ne pojavljuje se ¢esto u praksi.

Nemirowsky i Yudin su posvetili paznju globalnoj u¢inkovitosti FR i PR metoda sa
egzaktnim jednodimenzionalnima optimizacijama. Pokazali su da za stogo konveksne
probleme, ne samo da FR i PR metode ne uspijevaju posti¢i optimalnu granicu, nego da i
mogu biti sporije od metode najbrzeg silaska.
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DODATAK

Na kraju ovog rada se nalazi CD s implementiranim algoritmima (1.2), (1.3), (1.4) i (1.5) u
programskom jeziku Dev C/C++. Matrice, vektori i funkcije su redom iz zadanih primjera
(1.1), (1.2) i (1.3).

Algoritam(1.2) koristimo da rijeSimo sustav linearnih jednadzbi Ax = b gdje su elementi
matrice A zadanis A ; =1/(i+j+1),teje b= (LL...)" i X, =0. Prvo u¢itamo dimenziju

matrice A te zatim brojimo iteracije dokle god rezidual ne bude manji od 10°°. Program
ispisuje rjesenje X 1 broj iteracija koji je bio potreban da bismo dosli do rjesenja.

Algoritam(1.3) rjesava isti problem uz koriSenje prekondicionarne matrice M. Kako M mora
biti simetri¢na i pozitivno definitna matrica, uzeli smo dijagonalnu matricu gdje su elementi

na dijagonali zadani s M,;; =1-1/+i+1. Prvo u¢itamo dimenziju matrice A te zatim brojimo

iteracije dokle god rezidual ne bude manji od 10°°. Program ispisuje rjesenje X i broj iteracija
koji je bio potreban da bismo dosli do rjesenja.

Algoritmi(1.4) i (1.5) prestavljaju Fletcher-Reevesovu i Polak-Ribiereovu metodu
konjugiranih gradijenata. Metode ispitujemo na Rosenbrockovoj funkciji

f(x,y) =100(x — y?)* + (1- x*)? . Podetna tocka obje metode je (0.25,0).
Programi ispisuje rjeSenje (X,y) 1 broj iteracija koji je bio potreban da bismo dosli do rjeSenja.
Rjesenja obje metode (x,y) smo spremili u datoteke rosenl.txt i rosen2.txt te ih nacrtali u
MATLABuU.

Kod za ove dvije izvedbe u MATLABU se nalazi na slikama matlabl.bmp i matlab2.bmp te
slike samih izvedbi u datotekama matlabFR.bmp i matlabPR.bmp.



57

LITERATURA

JORGE NOCEDAL AND STEPHEN J. WRIGHT, Numerical optimization (2nd ed)
(Springer, 2006)

JONATHAN RICHARD SHEWCHUK, An introduction to the conjugate gradient
method without agonizing pain (Carnegie Mellon University, Pittsburgh, PA 15213)

R. FLETCHER AND C. M. REEVES, Function minimization by conjugate gradients, Computer Journal,
7 (1964), pp. 149-154,

E. PoLak AND G. RIBIERE, Note sur la convergence de méthodes de directions conjuguées, Revue
Francaise d'Informatique et de Recherche Opérationnelle, 16 {1969}, pp. 35-43.

M. I. D. POWELL, An efficient method for finding the minimum of a function of several variables
without calculating derivatives, Computer Journal, 91 (1964), pp. 155-162.

, Restart procedures for the conjugate gradient method, Mathematical Programming, 12
(1977), pp. 241-254.

, Nonconvex minimization calculations and the conjugate gradient method, Lecture Notes
in Mathematics, 1066 (1984, pp. 122-141.

, Some convergence properties of the conjugate gradient method, Mathematical
Programming, 11 {1976}, pp. 42-49.

D. LUENBERGER, Introduction to Linear and Nonlinear Programming, Addison Wesley, second ed.,
1934,

W. W. HAGER AND H. ZHANG, A new conjugate gradient method with guaranteed descent and an
efficient line search, SIAM Journal on Optimization, 16 (2005), pp. 170-192.

J. GILBERT AND J. NocEDAL, Global convergence properties of conjugate gradient methods for
optimization, SIAM Journal on Optimization, 2 (1992), pp. 21-42.

M. AL-BaaLL, Descent property and global convergence of the Fletcher-Reeves method with inexact
line search, LM.A. Journal on Numerical Analysis, 5 (1985}, pp. 121124,

Y. Da1 anD Y. YUaN, A nonlinear conjugate gradient method with a strong global convergence
property, SIAM Journal on Optimization, 10 (1999), pp. 177-182.



58

J. GILBERT AND ]. NoceDaL, Global convergence properties of conjugate gradient methods for
optimization, SIAM Journal on Optimization, 2 (1992), pp. 21-42.

W. W, HaGER AND H. ZHANG, A new conjugate gradient method with guaranteed descent and an
efficient line search, SIAM Journal on Optimization, 16 (2005), pp. 170-192.

, A survey of nonlinear conjugate gradient methods. To appear in the Pacific Journal of
Optimization, 2005.

A. CoHEN, Rate of convergence of several conjugate gradient algorithms, SIAM Journal on
MNumerical Analvsis, 9 (1972}, pp. 248-259,

W. BURMEISTER, Die konvergenzordnung des Fletcher-Powell algorithmus, Zeitschrift fur
Angewandte Mathematik und Mechanik, 53 (1973), pp. 693-699.

H. P. CrowDER aAND P. WOLFE, Linear convergence of the conjugate gradient method, IBM Journal
of Research and Development, 16 (1972), pp. 431433,

A. 5. Nemirovskn anD D. B. Yunin, Problem complexity and method efficiency, John Wiley &
Sons, New York, 1983,

K. RITTER, On the rate of superlinear convergence of a class of variable metric methods, Numerische
Mathematik, 35 (1980), pp. 293-313.



