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Promatramo sljede¢u Cauchyjevu zadaéu
iendiun +Prun =0 u RT x R
Un (07 ) = u?z ’
pri ¢emu
e, >0,6,—0
e ud omeden u L%(R%; C") (najte¥ce titrajudi niz)
e P, (pseudo)diferencijalni operator
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Promatramo sljede¢u Cauchyjevu zadaéu

iendiun +Prun =0 u RT x R
un(0,-) = ul) '
pri ¢emu
e, >0,6,—0
e ud omeden u L%(R%; C") (najte¥ce titrajudi niz)
e P, (pseudo)diferencijalni operator
Pretpostavimo da je u, : R — C" ,,dovoljno dobro” rjesenje gornje zadace.
Definirajmo gustocu energije za fiksan ¢: e, (x) := |un (t, x)|2.
Ukoliko je u(t, -) jednoliko omedeno u L2(R%; C"), !, je omedeno u L*(R?)
(VteR$)(3e" € My,) el ¢

0

Posebno, e’ moZemo odrediti iz po&etnih uvjeta.
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Promatramo sljede¢u Cauchyjevu zadaéu
iendiun +Prun =0 u RT x R
Un (07 ) = u?z
pri ¢emu
e c,>0,e,—0
e ud omeden u L%(R%; C") (najte¥ce titrajudi niz)
e P, (pseudo)diferencijalni operator

Pretpostavimo da je u, : R — C" ,,dovoljno dobro” rjesenje gornje zadace.

Definirajmo gustocu energije za fiksan ¢: e, (x) := |un (t, x)|2.
Ukoliko je u(t, -) jednoliko omedeno u L2(R%; C"), !, je omedeno u L*(R?)

(VteR$)(3e" € My,) el ¢

Posebno, ¢°

moZemo odrediti iz poetnih uvjeta.
Cilj: pronadi e} bez odredivanja niza rjedenja u,,

Nije nam dovoljno znanje €°!
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Schrodingerova jednadzba

Gibanje jednog elektrona pod utjecajem potencijala V u R® dano je s

2

1En Oty + %Aun —Vu,=0 u Rx R

un(0,-) = ud € H*(R%)
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Schrodingerova jednadzba

Gibanje jednog elektrona pod utjecajem potencijala V u R® dano je s

2

1En Oty + %Aun —Vu,=0 u Rx R
un(0,-) = ud € H*(R%)

Za fiksan n € N i V € L>=(R?) operator P, := %A — V' je generator unitarne
grupe na L2(R%) pa postoji u, € C(R; H2(R%)) N CH(R; L*(R%)), te

0
(VteR) |lunt,)lLzwra) = lunllLzga
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Schrodingerova jednadzba

Gibanje jednog elektrona pod utjecajem potencijala V u R® dano je s

2

1En Oty + %Aun —Vu,=0 u Rx R
un(0,-) = up € H*(RY)
Za fiksan n € N i V € L>=(R?) operator P, := %A — V' je generator unitarne
grupe na L2(R%) pa postoji u, € C(R; H2(R%)) N CH(R; L*(R%)), te
(VEER) un(t,)l2me) = l[unllizra)< o0

iz ¢ega slijedi omedenost za svako vrijeme t gustoce vjerojatnosti nalaZenja
Zestice u danom poloZaju ef, u L'(R%), tj. postoji e’ € My,
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Schrodingerova jednadzba

Gibanje jednog elektrona pod utjecajem potencijala V u R® dano je s
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1En Oty + %Aun —Vu,=0 u Rx R
un(0,-) = ud € H*(R%)
Za fiksan n € N i V € L>=(R?) operator P, := %A — V' je generator unitarne
grupe na L2(R%) pa postoji u, € C(R; H2(R%)) N CH(R; L*(R%)), te
(VEER) un(t,)l2me) = l[unllizra)< o0

iz ¢ega slijedi omedenost za svako vrijeme t gustoce vjerojatnosti nalaZenja
Zestice u danom poloZaju ef, u L'(R%), tj. postoji e’ € My,

Fizikalna interpretacija: matemati¢ka formulacija za prijelaz s kvantne na

klasi¢nu mehaniku [Wigner (1932)]

Odredivanje e':

e WKBJ metoda: pojavljuje se eikonalna jednadzba koja ima singularitet u
kona¢nom vremenu

e mikrolokalni defektni funkcionali
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H-mjere

Q C R? otvoren.

Teorem

Ako u,, — 0 u L*(Q; C"), tada postoje podniz (u,) i
W € Mp(Q x S4™1 M, (Q)) takvi da za svake p1,p2 € Co(Q) iy € C(ST71)

tim [ G () @ (€09 ((f) 4 = (i r 22 D).

Mjeru pu gy nazivamo H-mjerom priduZene (pod)nizu (uy,).
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H-mjere

Q C R? otvoren.

Teorem

Ako u,, — 0 u L2 (9; C"), tada postoje podniz (u,’) i
py € M(Q x ST M, (C)) takvi da za svake g1, p2 € Co(Q) it € C(S™1)

tim [ G () @ i (€09 ((F) 4 = (22 D).

Distribuciju reda nula gz nazivamo H-mjerom priduZene (pod)nizu (uy,).
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Q C R? otvoren.

Teorem

Ako u, — 0 u L} (; C"), tada postoje podniz (u,/) i
Wy € M(Q x S?1: M, (C)) takvi da za svake @1, 2 € Ce(Q) i1 € C(S%1)

i [ E0(0) © (v (15) d€ = (122 0.
R4

n'!

Distribuciju reda nula pz; nazivamo H-mjerom priduZene (pod)nizu (uy,).

v
Teorem

L2
Un—%0 <= py=0.

\
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Q C R? otvoren.

Teorem

Ako u, — 0 u L} (; C"), tada postoje podniz (u,/) i
Wy € M(Q x S?1: M, (C)) takvi da za svake @1, 2 € Ce(Q) i1 € C(S%1)

n'!

i [ E0(0) © (v (15) d€ = (122 0.
R4

Distribuciju reda nula pz; nazivamo H-mjerom priduZene (pod)nizu (uy,).

v
Teorem

L2
Upn—280 <= py=0.

\

[T1] Luc TARTAR: H-measures, a new approach for studying homogenisation,
oscillations and concentration effects in partial differential equations,
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, 115A (1990) 193-230.
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Poluklasi¢ne mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L2(;C"), e, — 0, tada postoje podniz (u,:) i
L. € Mp(Q x R% M, (C)) takvi da za svake o1, p2 € Co(Q) i 9 € S(RY)

tim [ B07(€) © P (€ (e &) d = (b 0152 W)

n’

Mjeru p,, nazivamo poluklasiénom mjerom skale e, pridruZenom (pod)nizu

(un).
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Poluklasi¢ne mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L% (;C"), e, — 0, tada postoje podniz (u,:) i
.. € M(Q x R% M, (C)) takvi da za svake @1, 02 € Cc(Q) i1 € S(RY)

tim [ B07(6) © P (€ (e €) d = (b 152 W)

n’

Distribuciju reda nula p,, nazivamo poluklasicnom mjerom skale e,
pridruZenom (pod)nizu (u,,).
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Poluklasi¢ne mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L% (;C"), e, — 0, tada postoje podniz (u,:) i
.. € M(Q x R% M, (C)) takvi da za svake @1, 02 € Cc(Q) i1 € S(RY)

tim [ B07(6) © P (€ (e €) d = (b 152 W)

n’

Distribuciju reda nula p,, nazivamo poluklasicnom mjerom skale e,
pridruZenom (pod)nizu (u,,).

L2
Un—%0 <= p,,=0 & (un) je (en) — titrajudi.
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Poluklasi¢ne mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L% (;C"), e, — 0, tada postoje podniz (u,:) i
.. € M(Q x R% M, (C)) takvi da za svake @1, 02 € Cc(Q) i1 € S(RY)

lim v Pruns (€) @ Pauns (§)Y(en€) d€ = (Mo, 0152 R ) .

n’

Distribuciju reda nula p,, nazivamo poluklasicnom mjerom skale e,
pridruZenom (pod)nizu (u,,).

Definicija

| A\

(un) je (gn)-titrajuéi ako
Ve e CZ(Q)) limp— oo limsup,, fl&l>€£ 50 (&)|2dg = 0.

Teorem

| A

L2
Un—%0 <= p,,=0 & (un) je (en) — titrajudi.
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Poluklasi¢ne mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L% (;C"), e, — 0, tada postoje podniz (u,:) i
.. € M(Q x R% M, (C)) takvi da za svake @1, 02 € Cc(Q) i1 € S(RY)

lim | @1 (€) @ Gaun (§)v(en ) d€ = (Hyer P12 BY).
n Jr

Distribuciju reda nula p,, nazivamo poluklasicnom mjerom skale e,
pridruZenom (pod)nizu (u,,).

<

(un) je (gn)-titrajuéi ako
Ve e CZ(Q)) limp— oo limsup,, fl&l>€£ 50 (&)|2dg = 0.

<

Teorem

L2
Un—%0 <= p,,=0 & (un) je (en) — titrajudi.

[PG] PaTRICK GERARD: Mesures semi-classiques et ondes de Bloch, Sem. EDP

1990-91 (exp. 16), (1991)
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Wignerova pretovrba

(un) iz L>(R% C"), &, — 0,

Wax,§) = [ :

R4
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Wignerova pretovrba

(un) iz L>(R% C"), &, — 0,

Wa(x,€) = / e, (x+ ) @un (x - 22Y ) dy

R4

Teorem

2
Ako je (un) niz u prostoru L*(R%; C"), takav da Up—— 0 (slabo), onda
postoji podniz (u,) takav da

S/
Wn’ Mg s

pri éemu je p,,. poluklasi¢na mjera skale €,.
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Wignerova pretovrba

(un) iz L>(R% C"), &, — 0,

Wa(x,€) = / e, (x+ ) @un (x - 22Y ) dy

R4

Teorem

2
Ako je (un) niz u prostoru L*(R%; C"), takav da Up—— 0 (slabo), onda
postoji podniz (u,) takav da

S/
Wn’ Mg s

pri éemu je p,,. poluklasi¢na mjera skale €,.

[LP] PiERRE Louls LIONs, THIERRY PAUL: Sur les measures de Wigner, Revista
Mat. Iberoamericana 9, (1993) 553-618
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Primjer 1: Titranje - jedan smjer

a>0,keZ\ {0},

2
2min®k-x Ll
Un(x) =™ 250, n = o0
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Primjer 1: Titranje - jedan smjer

a>0 keZ\ {0},

2
2min®k-x L
Up(x) = ™" 220, n— oo
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[kl
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Primjer 1: Titranje - jedan smjer

a>0,keZ\ {0},

2
2min®k-x Ll
Un(x) =™ 250, n = o0

pi = A(x) B3y (€)

[kl

(&) lim, n%e, =0
tse = A(X) XK 6ek(€) , limpn%e, = c € (0, 00)
0 , lim, n%e, = oo

= sin(/nmx)
= sin(nmz)

- sin(n?rx)
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Primjer 2: Titranje - dva smjera

0<a<f kseZ\ {0},

2
2mink-x LI
Up(x) = e ™" 250, n— o0

2
2minPs-x Lioc

vp(x) :=e —%0, n—
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Primjer 2: Titranje - dva smjera

0<a<f kseZ\ {0},

2
271in%k-x Lloc
Up(x) = e ™" 250, n— o0
2
2minPs-x Lioc

vp(x) :=e —%0, n—

wi (wse) je H-mjera (poluklasi¢na mjera skale &, €, — 0) pridruZena nizu
(un + vn).

prr = A(x) ® (@ + 5?&)(5)

[kl
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Primjer 2: Titranje - dva smjera

0<a<f kseZ\ {0},

2
2mink-x LI
Up(x) = e ™" 250, n— o0

2

2minPs-x Lioc

un(x) i=e —2%0, n— o0

wi (wse) je H-mjera (poluklasi¢na mjera skale &, €, — 0) pridruZena nizu

(un + vn).
i = AR (0, +32)(6)
200(&) , lim,, n’e, =0
(0cs + 60)(&) lim,, n’e, = ¢ € (0, 00)
tse = A(x) X do (€ , lim, nfe, = 0o & lim, n%, =0
Ock , lim, n%e, = c € (0, 0)
0 , lim, n%e, = 00
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Wignerova pretvorba i Schrodingerova jednadzba

2
1€, OsUp + %Aun —Vu,=0 u RxR?

un(07 ) = ’UBL S Hz(Rd)

Neka je W, Wignerova pretvorba niza rjefenja (un(t,-)) skale &,,. Vrijedi

) = [ Wix.g) de
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Wignerova pretvorba i Schrodingerova jednadzba

2
1€, OsUp + %Aun —Vu,=0 u RxR?

un(07 ) = u% S Hz(Rd)

Neka je W, Wignerova pretvorba niza rjefenja (un(t,-)) skale &,,. Vrijedi

o= [ Wiode L o= [ ulixg)de
DA, ako je za svaki ¢ niz (un(t,-)) (en)-titrajudi.

U nagem slutaju Ce to biti ispunjeno ako je niz potetnih uvjeta (u2)
(en)-titrajuéi.
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Wignerova pretvorba i Schrodingerova jednadzba

2
1€, OsUp + %Aun —Vu,=0 u RxR?

un(07 ) = u% S Hz(Rd)

Neka je W, Wignerova pretvorba niza rjefenja (un(t,-)) skale &,,. Vrijedi

o= [ Wiode L o= [ ulixg)de

DA, ako je za svaki ¢ niz (un(t,-)) (en)-titrajudi.
U nagem slutaju Ce to biti ispunjeno ako je niz potetnih uvjeta (u2)
(en)-titrajuéi.

Koristeéi jednad?bu dobivamo da Wignerove pretvorbe W niza rjesenja
(un(t,-)) zadovoljavaju Wignerovu jednadzbu:

OWE 4+ € VW + KL e WE =0,
pri ¢emu je

v enzZ) _ \/(x _ EnZ
KiGeg)= - [ omeree VOCEEI TV 5T,

R4 iEn
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(klasi¢na) Liouvilleova jednadzba

Formalnim prijelazom na limes dobivamo
Bepie + € Vxpioe — VxV - Vepic =0,

uz poletni uvjet p2. = vy, gdje je vs. poluklasiéna mjera skale €, pridruzena
nizu potetnih uvjeta (u2).
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(klasi¢na) Liouvilleova jednadzba

Formalnim prijelazom na limes dobivamo
Bepie + € Vxpioe — VxV - Vepic =0,

uz poletni uvjet p2. = vy, gdje je vs. poluklasiéna mjera skale €, pridruzena
nizu potetnih uvjeta (u2).

Rje%avanjem prethodne transportne jednadzbe dobivamo uf,. pa iz
e'(x) = [ga Hsc(x, €) d€ dobivamo traZeni kvadrati¢ni izraz.
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(klasi¢na) Liouvilleova jednadzba

Formalnim prijelazom na limes dobivamo
Bepie + € Vxpioe — VxV - Vepic =0,

uz poletni uvjet p2. = vy, gdje je vs. poluklasiéna mjera skale €, pridruzena
nizu potetnih uvjeta (u2).

Rje%avanjem prethodne transportne jednadzbe dobivamo uf,. pa iz

e'(x) = [ga Hsc(x, €) d€ dobivamo traZeni kvadrati¢ni izraz.

Prethodna jednadZba odgovara jednadZbi (klasi¢ne) statistitke fizike, pa
mozemo reéi da kvantna zadada konvergira klasi¢noj zadadi kada kvantni
parametar e, is¢ezava.
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Problemi u provedbi metode

e Singularnost potencijala V'
e Nejedinstvenost poluklasi¢ne mjere

e Postojanje i jedinstvenost rjeSenja transportne zadace: sustavi i nelinearne
zadade
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Problemi u provedbi metode

e Singularnost potencijala V'

e Nejedinstvenost poluklasi¢ne mjere

e Postojanje i jedinstvenost rjeSenja transportne zadace: sustavi i nelinearne
zadade

e |Lokalizacijsko svojstvo mikrolokalnih defektnih funkcionala
e Objediniti dobra svojstva H-mjera i polukla}siénih mjera
e Poopcenje postojecih objekata na L” — P prostore
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Tartarov pristup: Kompaktifikacija RY\ {0}

R¢

/ \ So :={0% : & €871}
| - 1

| . 2() i Yoo 1= {OO&O & € Sd_l}
' /' KoeoRY =R\ {0} UX U Do

a) Co(R?) C C(Ko,0o(R?)).
b) v € C(S%7Y), Y om € C(Ko,o (RY)), pri &emu je w(€) = &/|€|.
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Jednoskalne H-mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L2(R% C"), e, \, 0, tada postoje podniz (u,) i
i, € Mp(R? x R% M, (C)) takvi da za svake @1, 02 € Co(R?) i 9 € S(RY)

i [ 1 )(€) © (oo ) (€6 €) 6 = (e 122 B0

Mjeru p,, nazivamo poluklasiénom mjerom skale e, pridruZenom (pod)nizu

(un).
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Jednoskalne H-mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L>(R% C"), e, \, 0, tada postoje podniz (uy/) i

Py oo € Mb(R? X Ko oo (R); M:(C)) takvi da za svake ¢1,p2 € Co(R?) i

¥ € C(Ko, o (R?))

ti [ (@ )(O) ® (ot €Yo ) dE = pic, o 12 B0

Mjeru py,  nazivamo jednoskalna H-mjera skale e, pridruZenom (pod)nizu

(un).
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Jednoskalne H-mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L>(R% C"), e, \, 0, tada postoje podniz (uy/) i

Py .. € Mb(R? X Ko,oo(R?); M:(C)) takvi da za svake ¢1, 02 € Co(R?) i

1 € C(Ko,0o(RY))

ti [ (@ )(O) ® (ot €Yo ) dE = pic, o 12 B0

Mjeru py,  nazivamo jednoskalna H-mjera skale e, pridruZenom (pod)nizu

(un).
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Jednoskalne H-mjere

Teorem
Ako u, — 0 u L2 (R% C"), e, \, 0, tada postoje podniz (uy) i

loc

Pk, . € MR x Koo (RY); M, (C)) takvi da za svake @1, s € Cc(RY) i
¥ € C(Ko,o(R))

—

lim /R (1) (©) © (Paun ) ) (ew ) dE = {pix, . 0152 BY) .

Distribuciju reda nula puy  _ nazivamo jednoskalna H-mjera skale e,
pridruZenom (pod)nizu (uy).
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Jednoskalne H-mjere
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Ako u, — 0 u LL (R% C"), e, \, 0, tada postoje podniz (uy) i

loc

Pk, . € MR x Koo (RY); M, (C)) takvi da za svake @1, s € Cc(RY) i
¥ € C(Ko,o(R))

—

lim /R (1) (©) © (Paun ) ) (ew ) dE = {pix, . 0152 BY) .

Distribuciju reda nula puy  _ nazivamo jednoskalna H-mjera skale e,
pridruZenom (pod)nizu (uy).
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Jednoskalne H-mjere

Teorem

Ako u, — 0 u L% (R% C"), €, \\ 0, tada postoje podniz (u,:) i
By, . € MR x Koo (RY); M, (C)) takvi da za svake @1, s € Cc(RY) i

¥ € C(Ko,o(R))

—

lim /R (1) (©) © (Paun ) ) (ew ) dE = {pix, . 0152 BY) .

Distribuciju reda nula puy  _ nazivamo jednoskalna H-mjera skale e,
pridruZenom (pod)nizu (uy).

[T2] Luc TARTAR: The general theory of homogenization: A personalized
introduction, Springer (2009)
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01,02 € Ce(Q), ¥ € S(RY), ¥ € C(S471).

a) (Bro o 102 KY) = (B, o102 K o),
b)  (uk, ., 12Wpom) = (pg, pr142H7),

pri cemu je m(§) = &/[€].
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01,02 € Ce(Q), ¥ € S(RY), ¥ € C(S471).

a) (Bro o 102 KY) = (B, o102 K o),
b)  (uk, ., 12Wpom) = (pg, pr142H7),

pri cemu je m(§) = &/[€].

& —
a) PR, oo = HKg o

2
b) unLlﬁ 0 — Mr, . =0
c) Mg, QX)) =0 <= (un) je (en) — titrajuci

15128



Primjer 1 - jo$ jednom

Un, (X) _ lerin"‘kx'

HH = )\(X) X6 (5)

(&) lim,, n%, =0
tse = A(x) X ¢ 6k(€) , lim, n%e, = c € (0,00)
0 , lim,, n%€, = oo
) & & lim, n%, =0
0
PKoe = AMX) K da(€) , limyn®en, =c € (0,00)
) & & lim, n%, = 00
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Primjer 2 - jo$ jednom

un(x) —e xv UH(X) — 627rinBs-x,

Pripadne mjere niza (un + vn):

2min“k-

200(&) , lim, n’e, =0
(60 + 6es)(&) lim,, n’e, = ¢ € (0,00)
fse = A(x) X 50(€) . lim, nPe, = oo & lim, n%, =0
Ok , lim, n%, = ¢ € {0, 00)
0 , lim,, n%€, = oo
(0 +d s)(&) limnnﬁsn =0
o Tkl ofsl
(6 & +8:)(&) lim, n®e, = ¢ € (0, c0)
0
Ko oo = A(X) K { (0 & +4 ol Y€, lim,nPen, = 0o & lim, n%, =0
0 oo ¢
(Oek + 0 & e o, lim, n“e,, = ¢ € (0, c0)
06 «+6 s) lim, n%,, = co
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Lokalizacijsko svojstvo

Neka je Q C R otvoren, m € N, u, — 0 u L (Q;C") i

Z e 9 (A%, =, U Q,

1<]er|<m

pri emu je I € 0..m, en, = 0, en > 0, A™ € C(; M, (C)), te
fn € H " (Q; C") takav da

loc

(Vi € C2(Q)) ﬁ—w n LXRGC) (Clen))
l”/
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Lokalizacijsko svojstvo
Neka je Q C R? otvoren, m € N, u, = 0 u L2 (% C7) i
> et 0a(A ) = uQ,
NP

pri ¢emu je I € 0..m, en, = 0, en > 0, A® € C(; M, (C)), te
fn € H 7" (€2; C") takav da

loc

(Vg € C2(Q) ﬁ_m in L2RECT) (Clen))
7l n

Teorem (Tartar (2009))

Uz prethodne pretpostavke il =1, jednoskalna H-mjera py = skale en
pridruZena (u,,) zadovoljava

supp (puﬁo,m) CQxXo,
gdje je
= i |a‘7€a A~ .
p(x,€) = Y (2m) HFER (x)

1<]al<m
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Lokalizacijsko svojstvo

Neka je Q C R otvoren, m € N, u, — 0 u L (Q;C") i

Z e 9 (A%, =, U Q,

1<]er|<m

pri emu je I € 0..m, en, = 0, en > 0, A™ € C(; M, (C)), te
fn € H ' (Q; C") takav da

loc

(Vo € CZ()) ﬁ —0 in L*R%C)  (C(en))
s=1En

Teorem

Uz prethodne pretpostavke, jednoskalna H-mjera puy e skale e, pridruZena
(un) zadovoljava -

PHk, . = 0,
gdje je

8= Y (2n)* S A%,

1
el I€]* + 1€

18128



Lokalizacijsko svojstvo - zavrs$no poopcenje

Theorem
en > 0 omeden u, — 0 u L, .(©; C")

Z 5"na|_l8a(AgUn) = fn,

I<lal<m

|

pri &emu je Ay € C(Q; M (C)), Ay — A jednoliko na kompaktima, te

fn € H 7' (Q; C") zadovoljava (C(en)).

Tada za w, — 0 takav da lim, 2= = c € [0, 0], pripadna jednoskalna H-mjera
MK oo skale wy, zadovoljava "

=
pl'l'KOYOQ:()?
gdje je
S
N e o
p(x,§) = Zl<\a|<m(%) WAQ(X) ) hmnw*:_ c € (0, 00)

E\a| ‘£|l+|£‘mA (X) s limy, ﬁ =0
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Lokalizacijsko svojstvo - zavrs$no poopcenje

Teorem (nastavak)

Nadalje, ako postoji €9 > 0 takav da e, > €9, n € N, moZemo uzeti

px,&) = 3 %A“(x»

|ee|=m

20128



Lokalizacijsko svojstvo - zavrs$no poopcenje

Teorem (nastavak)

Nadalje, ako postoji €9 > 0 takav da e, > €9, n € N, moZemo uzeti

px,&) = 3 |§|°;A°‘< x).

|ee|=m

Skica dokaza. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za lim,, ‘:—Z € (0,00) i
dokaZimo rezultat za preostala dva sludaj.
U sluéaju lim,, “;—: = 0o moZemo zapisati jednadZbu u obliku

Z wflna‘_laa(B:Un) =fn,

I<|e|<m
le% € lox| = o w
za By = (—") A7, isli€no za sluéaj lim,, 2 = 0 imamo
’f’L

3 W a(BSun) = g

I<]al<m

€n

. m—|o| m—l
pri &emu su By := (w—”) A% g, = (ﬂ) f,.
20128



Lokalizacijsko svojstvo (H-mjere i poluklasi&ne mjere)

e KoriStenjem prethodnog teorema, te py, = py na 2 x S4=1  dobivamo
poznato lokalizacijsko svojstvo H-mjera.

21128



Lokalizacijsko svojstvo (H-mjere i poluklasi&ne mjere)

e KoriStenjem prethodnog teorema, te py, = py na 2 x S4=1  dobivamo

poznato lokalizacijsko svojstvo H-mjera.

Teorem

Uz pretpostavke prethodnog teorema imamo
p(x,&)p,. =0,
gdje je
2\04:1 £¥A%(x)

PO6E) = 3 Ty () T €A%
Zw:m £9A%(x)

)

)

)

21128



Dokaz (samo slu&aj lim,, = = c € (0, 00))

n

veSMRY) = & (€' + €DV () € C(Koo(RY)
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Dokaz (samo slugaj lim,,

(,:,1 — @ = <0, OO>)

En

veSMRY) = & (€' + €DV () € C(Koo(RY)

0=( 3 () A, e @ el + I

<foTem® € BEIEE
=l 3 (ED) oA meny)
I<]ax|<m
e 3 () eammes) (3 () e o),
I<|alsm I<|al<m

pri €emu smo koristili €% € S(R?), te da se My, . | M podudaraju na
S(RY).
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Motivacija
Homogenizacijski limes
Schrédingerova jednadzba

Mikrolokalni defektni funkcionali (L? prostor)
H-mjere
Poluklasiéne mjere
Poluklasiéni limes
Jednoskalne H-mjere
Lokalizacijsko svojstvo

Mikrolokalni defektni funkcionali (L” — L”" prostori)
H-distribucije
Jednoskalne H-distribucije

Viseskalni problemi
Motivacija
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Fourierovi mnozitelji

un € LP(R%;,C7), p € (0, 00)
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Fourierovi mnozitelji

un € LP(R%;,C7), p € (0, 00)

e p = 2: Plancharelova formula
e p < 2: Fourierovi mnoZitelji: Apu := (1)
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Fourierovi mnozitelji

un € LP(R%;,C7), p € (0, 00)

e p = 2: Plancharelova formula
e p < 2: Fourierovi mnoZitelji: Apu := (1)

Uz kakve uvjete na 1 je Ay : LP(R% C") — LP(R?; C") neprekinut?

24128



Fourierovi mnozitelji

un € LP(R% C"), p € (0, 00)

e p = 2: Plancharelova formula
e p < 2: Fourierovi mnotzitelji: Ayu := (y0)

Uz kakve uvjete na 1 je Ay : LP(R% C") — LP(R?; C") neprekinut?

Teorem (Mihlin)

Neka je ¢» € L°>°(R® \ {0}) takva da postoje ™), |c| < &, pri Eemu
k = [d/2] + 1, te postoji k > 0 za koju vrijedi

VaeNd) la| <k = [0%9(E)| < klg|™1*,

tada

(3> 0)(¥p € (0,09)) [ Aglooin < Camax {p. L3 b+ [0l=)

<

24128



H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%) jv, —— 0 u LY(R%), ¢ > p', tada postoje (un/), (vn)
ip€ D (R xS reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,92 € CZ(RY)) (Vo € CH(SP7Y))

tim [ Aylprun yoavm dx = lim [ (prun ) Aglpavn) dx = (172000
n’ R4 n’ R

<
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H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%) jv, —— 0 u LY(R%), ¢ > p', tada postoje (un/), (vn)
ip€ D (R xS reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CX(RY)) (Y € C*(S*71))

lir,n/ Av(run)Pavnr dx = lirp/d(wlunf)Aa(wzvnI)dx = (1, p1@2X9) .
n R n R

<

Kljuénu ulogu u dokazu ima sljede¢a komutacijska lema.

C = [Ay, My] = Ay My, — My Ay , b€ Co(RY)

(vy) omeden u L2(R*) NL"(R?), r € (2,00], i v, — 0 u smislu distribucija,
tada Cv, — 0 u LI(RY), g € [2,7] \ {c0}.
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H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%) jv, —— 0 u LY(R%), ¢ > p', tada postoje (un/), (vn)
ip€ D (R xS reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CX(RY)) (Y € C*(S*71))

lir,n/ Av(run)Pavnr dx = lirp/d(wlunf)Aa(wzvnI)dx = (1, p1@2X9) .
n R n R

<

Kljuénu ulogu u dokazu ima sljede¢a komutacijska lema.

C = [Ay, My] = Ay My, — My Ay , b€ Co(RY)

(vy) omeden u L2(R*) NL"(R?), r € (2,00], i v, — 0 u smislu distribucija,
tada Cv, — 0 u LI(RY), g € [2,7] \ {c0}.

[AM] NENAD ANTONIC, DARKO MITROVIC: H-distributions - an extension of the
H-measures to an LP — L? setting, Abstr. Appl. Anal. (2011)
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Jednoskalne H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%), v, =— 0 u LY(R?), ¢ > p/, i en — 0, tada postoje
(tn), (vnr) i € D'(R? x R?) reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CZ(RY)) (V¢ € C*(Ko,oo(R7)))

hm/ Ay, (Prun ) P20, dx = hm/ (prun ) Ay, (p2vnr) dx = (u, 15289} |,

pri &emu je ¢y (€) 1= Y(en&).
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Jednoskalne H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%), v, =— 0 u LY(R?), ¢ > p/, i en — 0, tada postoje
(Un), (vnr) i € D'(R? x R?) reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CZ(RY)) (V9 € C*(Ko,(R7)))

tim [ Ag,,(orun Ypav dx =l [ (prun g Toaom) dx = (s o1
i R w R

pri &emu je ¢y (€) 1= Y(en&).

Provjeravanje Mihlinovog uvjeta za funkcije iz C* (Ko, (R?)) je vrlo tehicko i
zahtjeva precizno opisivanje prostora Ko o (R%).
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Jednoskalne H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%), v, =— 0 u LY(R?), ¢ > p/, i en — 0, tada postoje
(tn), (vnr) i € D'(R? x R?) reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CZ(RY)) (V¢ € C*(Ko,oo(R7)))

lim / | Av (P1un )P0 dx = lim / prun)Ag | (p2vnr) dx = (p, 010284
@ R @© R

pri &emu je ¢y (€) 1= Y(en&).

Provjeravanje Mihlinovog uvjeta za funkcije iz C* (Ko, (R?)) je vrlo tehicko i
zahtjeva precizno opisivanje prostora Ko o (R%).

Lokalizacijsko svojstvo...
Ocekujemo da Ce ovaj objekt biti prikladniji za nelinearne zadace.
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Jednoskalne H-distribucije

Teorem

Ako u, — 0 u LP(R%), v, =— 0 u LY(R?), ¢ > p/, i en — 0, tada postoje
(tn), (vnr) i € D'(R? x R?) reda ne vedeg od k = [d/2] + 1 u &, takvi da
(V1,02 € CZ(RY)) (V¢ € C*(Ko,oo(R7)))

lim / | Av (P1un )P0 dx = lim / prun)Ag | (p2vnr) dx = (p, 010284
@ R @© R

pri &emu je ¢y (€) 1= Y(en&).

Provjeravanje Mihlinovog uvjeta za funkcije iz C* (Ko, (R?)) je vrlo tehicko i
zahtjeva precizno opisivanje prostora Ko o (R%).

Lokalizacijsko svojstvo...
Ocekujemo da Ce ovaj objekt biti prikladniji za nelinearne zadace.

Veza s Wignerovom pretvorbom?
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Primjer 3: Titranje - dvije skale

0<a<B kseZ\ {0},

2
eZTri(na‘s-Q—an)-x Lioc

Un(X) = —=0, n—o00
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Primjer 3: Titranje - dvije skale

0<a<B kseZ\ {0},

2
eZTri(na‘s-Q—an)-x Lioc

Un(X) = —=0, n—o00

prr = A(x) K6 i (§)

k]
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Primjer 3: Titranje - dvije skale

0<a<f kseZ\ {0},

2
627ri(na‘s+n6 k)-x Lioc

Un(X) = —=0, n—o00

) o € , lim,, n’e, = 0
0
HKo oo = M(x) X du(&) , lim,nPe, =c € (0,00)
) ﬁ(ﬁ) , lim,, n®e, = co
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Primjer 3: Titranje - dvije skale

0<a<B kseZ\ {0},

2
627ri(na‘s+n6 k)-x Lioc

Un(X) = —=0, n—= 00

) o € , lim,, n’e, = 0
0
I“LKO,oo - A(X) X 6ck(€) 5 hmn nBEn =ceE <0, OO>
) ﬁ(ﬁ) , lim,, n®e, = co

Sporiju skalu n®, odnosno pripadni smjer titranja s, u niti jednom slu&aju ne
uspijemo dohvatiti.

=—>  potrebni novi objekti i/ili metode
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Viseskalni problemi

[T3] Luc TARTAR: Multi-scale H-measures, Discrete and Continuous Dynamical
Systems - Series S (2015)
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Viseskalni problemi

U [T3] Tartar je uveo viseskalne objekte, ali za sad jo$ uvijek bez nekih
konkretnih rezultata.

[T3] Luc TARTAR: Multi-scale H-measures, Discrete and Continuous Dynamical
Systems - Series S (2015)
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Viseskalni problemi

U [T3] Tartar je uveo viseskalne objekte, ali za sad jo$ uvijek bez nekih
konkretnih rezultata.

Ideja: pocevsi od paraboli¢kih H-mjera, konstruirati paraboli¢ke jednoskalne
H-mjere. Objekt s dvije skale u omjeru 1:2.

[T3] Luc TARTAR: Multi-scale H-measures, Discrete and Continuous Dynamical
Systems - Series S (2015)
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Viseskalni problemi

U [T3] Tartar je uveo viseskalne objekte, ali za sad jo$ uvijek bez nekih
konkretnih rezultata.

Ideja: pocevsi od paraboli¢kih H-mjera, konstruirati paraboli¢ke jednoskalne
H-mjere. Objekt s dvije skale u omjeru 1:2.

lim P1Uw (7,€) © Pt (7, €)d (e T, 800 €) drd€ = (v, 152 K ) .

n’ Jrd+1

[T3] Luc TARTAR: Multi-scale H-measures, Discrete and Continuous Dynamical
Systems - Series S (2015)
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