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Slaba konvergencija: Banachov prostor i njegov dual

E Banachov (potpun i normiran), njegov dual E’ je vektorski prostor
neprekinutih linearnih funkcionala na E.

Na E’ standardno definiramo normu
€'l := sup [{e,e")],
llell g=1
s kojom E’ postaje Banachov prostor (¢ak i u slu¢aju da E nije potpun).
Norma odreduje jaku topologiju na E’, i kao na E imamo:
en — e ako llen —ellp — 0
en — ¢ ako len — €|l z — 0.

Jos je jedna topologija zanimljiva, s konvergencijama
en — e ako (Ve' € E') |(en —e,€')| — 0

* /

e, — ¢’ ako (Ve € E) [{e,e;, —€')| — 0.

To su o(E, E'), slaba topologija na E; i o(E’, E),slaba zvijezda () na E'.

Za refleksivne prostore (E” = E) se slaba i slaba * topologija podudaraju.
Teorem (Banach — Alaoglu — Bourbaki)  Jedini¢na kugla u refleksivnom
Banachovom prostoru je kompaktna u slaboj topologiji.

Teorem. Za E’' separabilan, o(E, E’) je metrizabilna na omedenim skupovima.
Uz refleksivnost i separabilnost, imamo kompaktnost i nizovi opisuju toplologiju.



VaZan primjer — LP prostori

,_~_pi 1; f €LP, g € L definiramo (f, g) = [ fg. Vrijedi:
(LPy =L", alineizap=cc.

L? je refleksivan za p € (1, 00).

Na L°° nam je, stoga, zanimljiva slaba * topologija.

Koriste¢i LP prostore definiramo i Soboljevljeve prostore (na Q C R?)
W™P(Q) :={u € LP(Q) : 0% € LP(Q), |a| < m} .

Ti prostori imaju ista svojstva refleksivnosti i separabilnosti kao i pripadni L?
prostori.

p = oco: dovoljno je koristiti slabu * topologiju.
p=1: Kriterij za kompaktnost je dan Dunford-Pettisovim teoremom —
sloZeno.

Primjena: Kako naéi minimum nelinearnog integralnog funkcionala, npr.

) :/Qf(u(:v))dx i G ::/Qg(Vu(Jz))dx?



Matemati¢ka analiza i fizikalni zakoni
Stvarne pojave u mehanici (i fizici) kontinuuma veé¢inom se modeliraju s
pomodu sustava (nelinearnih) parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
Pokazalo se korisnim razluéiti dvije vrste fizikalnih zakona:
(linearni) zakoni satuvanja ... mase, energije, koli¢ine gibanja, naboja
To su opcenito valjani prirodni zakoni.

(nelinearni) zakoni konstitucije . . . elasti¢ni fluid, elektrodinamika kontinuuma
Oni karakteriziraju pojedine vrste materijala.

Kako opisati medudjelovanje nelinearnih konstitucijskih pretpostavki i linearnih
zakona satuvanja? Na primjer, za elektrostatiku:

D — elektri¢na indukcija, E — ekupno el. polje, p — gusto¢a naboja

Maxwell: divD=p, rotE=0

To su opceniti zakoni satuvanja (linearan sustav pdj).

Pojedini materijal karakterizira veza: D = A(E), A je oplenito nelinearna.

U vakuumu: A(E) = &oE, opéenito linearizirano A(E) = AE, pri &emu A ovisi
o prostornoj varijabli.

Na jednostavno povezanom podrugju je E = —Vu (gradijent potencijala), pa
eliminacijom D iz sustava opcenito dobivamo nelinearnu pdj:

—div(A(Vu)) =p.



Veza mikroskopske i makroskopske skale

Koji su nam matemati¢ki modeli poznati?

Vjerojatnosni pristup: w € II - vjerojatnosni prostor, x € 2 C R?
u(x,w) — mikroskopska, a otekivanje E[u(x, -)] makroskopska veli¢ina
Konceptualni nedostatak: dalje od atomarne skale znamo da su fizikalni zakoni
deterministicki.

Perioditka modulacija: u: Q x T'— R, T := R?%/Z¢ torus

u(x,y) — mikroskopska, a [, u(x,y) dy makroskopska velitina

Dobro za kristale i neke umjetne materijale, ali je periodi¢nost prejaka
pretpostavka.

Tartarov pristup: (u,) titrajuéi niz funkcija na Q

(niz titra ako konvergira slabo, ali ne i jako)

Prijelaz s mikro- na makro-skalu dan je limesom: u, — wu.

Kakve to veze ima s prijelazom s jedne na drugu skalu?



Poopéenje periodi¢ke modulacije

u: QxT —R (periodiéna po Y), un(x) := u(x,ny)
Tada un — Uco, Uco(X) := [, u(x,y)dy.

Dakle, ako imamo perlodlcnost po drugoj (brzoj) varijabli, i gledamo 3to se
zbiva na limesu kad period teZi k nuli (recimo, kristalna reSetka postaje sve
finijja—limes na kontinuum), dobivamo upravo slabi limes danog niza.

Intuitivno: prijelaz s diskretne razdiobe to¢kovnih masa na kontinuiranu

gustolu:
"L, (iL L
;nf<n>—>/0 f(z)dz,

a formalno (f je neprekinuta na [0, L]):
Z 61L éX[O ] -

Pritom § ozna&uje Diracovu masu, a M, prostor omedenih Radonovih mjera
a [0, L], 5to je upravo dual C[0, L] (i ranije opisana konstrukcija slabe x
topologije se moZe primijeniti; prostori nisu refleksivni).
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Sto moZemo reéi za nelinearna ogranicenja?

Slaba se konvergencija dobro pona%a pri djelovanju s linearnim operatorom. Ali

nas zanimaju i nelinearni zakoni.

Radi jednostavnosti, uzmimo L sa slabom x* topologijom i F': R" — R

neprekinutu (pa je F' o u, ponovno omeden niz, ako je u, takav u L*).

Teorem. Neka je K C R" omeden skup, (u,) niz u L=°(Q; K), u, —— wu.
Tada je u(x) € ClconvK (ss x).

| obratno, za u € L*°(€Q; ClconvK) postoji niz u, € L>(Q; K) takav da je

Up —— u.

Koristeci funkciju sinus, definiramo titrajuci niz funkcija sinnz.

Zaista, sinnz —— 0 (konvergira svojoj srednjoj vrijednosti), ali oito ne

konvergira jako (jer ne konvergira niti skoro svuda).

S druge strane, kvadrati tih funkcija, sin? noz —— 1/2 > 02.

Sto nam daje teorem? (slika)

Sto moZemo opéenito reéi o gomiliétu F o u,?

11



Youngove mjere
Teorem. Za niz (un) u L°°(€; K) postoji njegov podniz (un, ) i slabo
izmjeriva familija vjerojatnosnih mjera (v, € ) noZenih na Cl K, takva da
za svaku neprekinutu funkciju F' na ClI K vrijedi

Fou,, — (v,F)= /CIKF(/\)du(/\).

U sluéaju omedenog K vrijedi i obrat.

Kako primijeniti prethodni teorem za opis gomilista F o u,,. U ranijem primjeru:

E, —E = D, — /A(/\)du(/\).

Posebno, opéenito (na podnizu!) dobivamo da
Uy —— / Adv.(N) .
Obratno, ako za svaku neprekinutu F' vrijedi:
Fou, — /F()\) dv.(\),

onda je nuZno v, = dy(y), i niz konvergira jako.
12



Primjer iz elektrostatike

Na mikroskopskoj razini polja zadovoljavaju Maxwellove jednadzbe: divD, = p
i rotE,, =0, te imamo elektrostati¢ku energiju f E, - D,.

Sto moZemo redi o toj energiji na makroskopskoj razini?

2 2
EnL—\E i DnL—\D.

/En-Dn&/E'D.

To je posljedica poznate div-rot leme (Murat, Tartar), a fizikalno zna&enje je da
nema skrivene elektrostati¢ke energije.
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Primjer s valnom jednadZbom (d = 2)

Pt — div (A, Vu,) =0 uz odgovarajuée p/r uvjete

kinetitka energija: 1 plu/|?

potencijalna energija: +AVu-Vu
H! e

1z up——0 slijedi

1 1 *
§p\u'|2 - §AVu Va2 ,

$to daje makroskopsku ekviparticiju energije (a ukupna energija nije nula, jer
bismo tada imali jaku konvergenciju).

14



Homogenizacija i optimalni dizajn

Marko Vrdoljak

Matematitki odsjek PMFa, Sveutiliste u Zagrebu

Zagreb, 17. prosinca 2014.
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Zadada optimalnog dizajna

JednadZbe stanja
—div (AVul) = fl
A - matrica provodenja  funkcija upravljanja
u= (u1,...,um) — temperatura funkcija stanja
(fi,---sfm) — vanjski izvor topline

Dopustiva upravljanja: A € L*(Q; {aI, fI}) tj. A(x)

x(x)al + (1 —x)pI
x — karakteristi€na funkcija prvog materijala

Funkcional troska:
700 = [ Fxx60),u(x)) dx —> min
Q

Problem: RjeZenje u pravilu ne postoji. Neprekidnost funkcionala?

I
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Homogenizacija — jednadZba stacionarne difuzije

—div(AVu) = f
{ ue HY(Q). (1)

Ocjene na koeficijente — M(a, 3;): skup svih izmjerivih A : Q@ — M4(R)
takvih da

Ax)E-¢ > alg)?,
AXE-€ > %|A<x>£|2

Definicija
KaZemo da niz (An) u M(a, 5;Q2) H-konvergira prema Ao ako za svaki
f € H1(Q) niz rjeSenja (u,) zadaca (1) zadovoljava

Up —— Uso U Hé(Q),
A, Vu, — A Vue u L*(QRY).
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Jednostavni slojevi (lamine prvog reda)

Izotropne materijale al i 51 slazemo slojevito 1—0
An = xmal+ (1 —xn)BI of \ /‘e
n(x) = x(nx-e) \
Uzimamo sve tanje slojeve (odnos slojeva ostaje isti): 1 511

Xn —— 0 € [0,1]

Na limesu imamo neizotropan materijal, ali homogen:

N = fa+(1-6)8
1 _ 8. 1-90
N, o B

Opcenitije, u perioditkoj situaciji prelaskom na H-limes dolazimo do
homogenog materijala.

18



Lamine viseg reda

Q

- A B mmmA, mmmA,

(1—60,)1—60)(A2—A) ' =(B—A) ' 490

e; ®ex

1
Ae1 - e1

+(1-61)0

ez ¥ es
2
Aeg [N <D)
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H-zatvarat¢

MoZemo li karakterizirati skup svih H-limesa nizova
A, = xnal+ (1 — xn)BI7?
Skup K(6) — fiksiramo lokalni udio 6 prvog materijala:
Xn—0 € L=(Q;[0,1])

Da, ali je to jedina situacija u kojoj je to moguce (ako je jedna od originalnih
faza anizotropna — otvoreni problem)
3D

Ao A3

A

20



Adjungirana zadaca

Relaksirana zadada

J(O,A) = / G(x,0(x),A(x),u(x)) dx — min
Q
0 € L>=(2,[0,1]), A € K(f) ssna Q

Uz uvjete rasta na G (s obzirom na u) imamo neprekidnost funkcionala J i
kona&no egzistenciju rjeSenja relaksirane zadace.
Uz nesto jae uvjete rasta imamo i diferencijabilnost — algoritmi za numeri¢ko
rjesenje.
Zbog uvjeta (rubna zadada) javljaju se adjungirane jednadzbe

oG

pi € Hy().

21



Nuzni uvjeti optimalnosti

F(X, X U) = ega(x7 U) + (1 - 0) 95(x7 U)
TLUAVY - Vpi =A-M", M"=Sym) " Vu] ® Vp;

f(6,M) := Arél]%i(e)A-M, 0 €[0,1], M € Sym(d)

Teorem (Allaire, 2002)
Za

Q(x) = ga(x,u"(x)) — gs(x,u (x)) — %(0*()(), M’ (x)),

optimalni 8* zadovoljava

Qx)>0 = 6"(x)=0,
Rx) <0 = 0 (x)=1,
Qx)=0 = 06"(x)€]0,1].

Skoro svuda na ), A* je maksimizator u definiciji vrijednosti f (6", M"*).

22



Teme istraZivanja

Homogenizacija, optimalni dizajn, upravljivost, inverzne zadaée

» klasi¢na rjeSenja zadada optimalnog dizajna

» usporedba algoritama za optimalni dizajn

» homogenizacija jednadZbe plote (stacionarni slu¢aj i titranje)
» homogenizacija malih amplituda za jednadZbu plo¢e

> primjene u klasi¢nim inverznim zada¢ama

» usrednjeno upravljanje i opaZajnost (M. Lazar & E. Zuazua)
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Inacice H-mjera i primjene

Martin Lazar

Sveutiliste u Dubrovniku

Zagreb, 17. prosinca 2014.
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Zasto defektne mjere?

Niz PDJ-a

P, — parcijalni diferencijalni operator
(un) - omeden u L2(RY), u, — 0.

Da li (un) konvergira jako?
Ispitujemo (energiju sustava):
(u2) — omeden u L.

Kako bismo presli na slabi limes ulazemo L! < M,

2

|un|” — v (defektna mjera)

v=0<+=u, — 0uL}. (R
P.L. Lions.!
Defektne mjere su elementarni alat:

- ne &uvaju informacije o jednadZbi koje zadovoljava uy;
- ne razlikuju titranja razli¢itih frekvencija.

IP1ERRE-LouIs LIONS: The concentration-compactness principle in the calculus of variations:
The limit case I,1l, Rev. Mat. lberoamericana 1 (1985) (1) 145-201, (2) 45-121.
25



Primjer 1: Titranja

a>0, ke z\ {0},

2
27in®k-x Lioc

un(x) :=e —20, n— o0

= sin(Ynmz)
= sin(nmz)

— - sin(n?mx)

Za svaki k, a pridruzena defektna mjera

v =X (Lebesgue — ova mjera).

26



Mikrolokalni defektni alati

— sadrze dualnu varijablu (£), pored fizikalne (x).

Dvije osnovne vrste:
» H-mjere (ili mikrolokalne defektne mjere)
» poluklasi¢ne (ili Wignerove) mjere

Mjere odstupanje slabe od jake konvergencije (u L?).

Dualna varijabla je odgovorna za neka njihova osnovna svojstva:

- lokalizacijsko svojstvo,

- prijenosno svojstvo.

Ova svojstva uzimaju u obzir jednadzbe koje zadovoljavaju elementi niza (uy,).

Uspjesno primijenjena u prouavanju PDJ-a.

(Djelomi¢no) &uvaju podatke o vrsti titranja.

27



H-mjere

Teorem 1 (Postojanje) 2

Neka u, — 0 u L2(R?).
Tad postoji podniz (u,) i nenegativna Radonova mjera pug na R? x §97*
takva da za svaki o1, p2 € Co(R?), o € C(S471):

1inr/n‘/Rdf(g01un/)}"(cp2un/)w(é—|> d€ = (pm, (p192) K1)
= [ e16022000(€) dux.©).

Rdx gd—1

Mjeru ppg nazivamo H-mjerom pridruzenom nizu (uy).

2L,uc TARTAR: H-measures, a new approach for studying homogenisation, oscillations and
concentration effects in partial differential equations, Proceedings of the Royal Society of
Edinburgh, 115A (1990) 193-230.

28



H-mjere

Za¥to je probna funkcija 1 (u varijabli £) definirana samo na S¢=17?
(A ne na cijelom R¢)?

Lebesgue-ov teorem o dominiranoj konvergenciji povla&i
@\n —0 u LIQOC(R’{;)

Po Plancherel-u, ako ou, /4 0 u L?(R), dio podataka se gubi u
beskonaénosti u dualnom prostoru.

Kako bi provjerio smjer u kojem se &o...&a
podatci gube, Tartar je vrsio

integraciju uzduZ zraka koje

proizlaze iz ishodi$ta i zatim vr8io

projekciju na jedini¢nu sferu. -1 &

29



H-mjere
Primjer 1: Titranja

Razmotrimo prethodni primjer:

2
2min®k-x Dloc
Un(x) =" 50, n— oo,

gdje je a > 0, k € Z%\ {0}.
PridruZzena H-mjera p = A\(x) K 6% &) :
» Cuva podatak o smjeru Sirenja (k);

> ne hvata red frekevenicje (n).

Vazno:

30



Poluklasi¢ne mjere

— sli¢ne H-mjerama,
— probna funkcija v definirana na cijelom RZ (v e S(Rg)).

— ovise o karakteristi¢noj duljini wy, N\, 0

(e, (p1p2) M y) = lim /Rd f(wun)f(mun)w(wnﬁ) d¢

— prikladne za zadace s i¥¢ezavajuéim parametrom (e.g. viskoznost)

Nedostatak:

— gube podatke o vrsti tiranja s frekvencijama relativno malim, odnosno velikim
u usporedbi s karakteristi¢cnom duljinom w,,

L2
pse =0 == up—250.

31



Kompaktifikacija skupa R?\ {0}

Podatci o titranju se gube u ishodistu, te u beskonacnosti dualnog prostora.
Kako bi sprijetio curenje podataka Tartar razmatra kompaktifikaciju dualnog

! Yo = {0% : g, e 87
Yoo i= {00%0 : £, € 547}

Ko,0o(RY) := R\ {0} U0 U

prostora.
PR b
- ~o Rd
- ~
- ~
- ~
, N
’ \
’ \
/7 N\
/ \
/ \
/
/
/ \
[ \
Mt |
o »
| [
\ E() I
\ !
\ i
\ /
\ /
\ /
\ 7/
A\ 4
\ ’
N ,
N .
~ -
~ -
~_ -

Novi objekt uzima probne funkcije iz

prostora C(Ko oo (R%)).
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1-skalne H-mjere

— ovise o karakteristi¢noj duljini wy, N\, 0
— probne funkcije su definirane na kompaktifikaciji skupa R¢ \ {0}
— poopéenja su i H-mjera i poluklasi¢nih mjera

— hvataju i red frekvencije i smjer Sirenja

Vazno:

L2
PKpow =0 <= Up—%0.

33



Lokalizacijsko svojstvo

Imajudi novi objekt, potrebno je razviti pripadnu teoriju:
— poopditi svojstva (lokalizacijsko, prijenosno) prijadnjih objekata.

Za potetak prou¢avamo lokalizacijsko svojstvo:
— odreduje nosa¢ mjere p koriste¢i jednadZbe zadovoljene pripadnim nizom

(un).

Ako
Pu, = Z Oa(A%u,) =0,
lal<m
tada
p(x,&)py =0,

pri ¢emu je p(x,&) = > 4=, £ A (x) glavni simbol diferencijalnog
operatora P.

Ideja: Ako p nije nigdje trivijalan (e.g. elipti¢ki operator drugog reda), znamo
py =0, $to daje u, — 0 u L (Q;C").

34



Primjene:

Kompaktnost kompenzacijom
— ako Uy, v, — 0, da li upv, — 07

e Homogenizacija
— defektne mjere opisuju limese kvadrati&nih izraza.

e Brzinsko usrednjenje
— uz koje uvjete fRy un(z,y)p(y)dy — 0 u L2?

e Usrednjeno upravljanje
— uz koje uvjete mozemo upravljati usrednjenim izrazom

J, un (@ y)p(y)dy?

35



Friedrichsovi sustavi, polugrupe i primjene

KreSimir Burazin

Odjel za matematiku, Sveutiliste J.J. Strossmayera u Osijeku

Zagreb, 17. prosinca 2014.
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Friedrichsov sustav

Lu=f,
gdje je £:L*(Q;R") — D’'(Q; R") operator dan s

d
Lu:= Z@k(Aku) + Cu,

k=1

a matri¢ne funkcije Ay, € WH®(Q; M, (R)), k € 1..d, i C € L=°(; M,.(R))

zadovoljavaju
Ap=Ag;
(3po>0) C+C’ + ZBkAk > 2pu0l (s.s. naQ).
k=1

[3 K. O. Friedrichs, CPAM, 1958

... jednistvena teorija za jednadZbe razli¢itog tipa
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Apstraktna teorija

@ A. Ern, J.-L. Guermond, G. Caplain, (CPDE 2007), (SIAM JNA 2006,
2006, 2008)

> teorija zapisana u terminima operatora na Hilbertovim prostorima
> unutra3nji kriterij za bijektivnost apstraktnog Friedrichsovog operatora

> numeriko tretiranje Friedrichsovih sustava

Razli¢iti nadini prikaza rubnog uvjeta, veza s klasiénom teorijom,
homogenizacija i primjene (prijenosna jednadzba , jednadZba (stacionarne)
difuzije, stacionarni Maxwellov sustav, jednadzbe linearizirane elasti¢nosti,. . . ):

[d N. Antoni¢, K. B., (CPDE 2010), (JDE 2011)
[d N. Antoni¢, K. B., M. Vrdoljak, (JMAA 2013), (NA-RWA 2014)
[§ K.B., M. Vrdoljak, (CPAA 2014)
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Glavni rezultat

L - realan Hilbertov prostor, £ : L < W linearan (neomeden) operator
Prostor grafa

W:={ueL:Lue L}
Problem: za dani f € L naéi u € W takav da je Lu = f.

Rezultat: dani su dovoljni uvjeti na potprostor V' < W uz koje je
£|v : V. — L izomorfizam.
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IstraZivanja unutar WeConMApp

> primjena teorije polugrupa na nestacionarne Friedrichsove sustave i
primjena na primjere

> apstraktna polulinearna zadada - ocjene na rjeSenje i njegovo vrijeme
egzistencij; primjena na primjere

> primjena teorije polugrupa na nestacionarne Friedrichsove sustave u
kompleksnim prostorima i testiranje na primjerima

> primjena teorije polugrupa na evolucijske jednadZbe drugog reda

» asimptotika za evolucijske Friedrichsove sustave
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Nestacionarni Friedrichsovi sustavi

L i £ kao prije, T' > 0; promatramo apstraktnu Cauchyjevu zadaéu u L:
u'(t) + Lu(t) = f(t)
u(0) = uo
Numerika:
@ E. Burman, A. Ern, M. A. Fernandez, (SIAM JNA 2010)
[3 D.A. Di Pietro, A. Ern, 2012

Dobiven rezultat dobre postavljenosti i primijenjen na simetri¢ki hiperboliéki
sustav, valnu jednadZbu, nestacionarni Maxwellov sustav i nestacionarni
div-grad problem

@ K. B., M. Erceg, Non-stationary abstract Friedrichs systems via semigroup
theory, u recenzentskom postupku
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Ocjena na rjesenje polulinearnog sustava

X Banachov, T' > 0; promatramo polulinearnu zadacu

u'(t) — Au(t) = f(t,u(t)) in(0,T),
u(0) =g,
gdje je A: D(A) C X — X infinitezimalni generator Cy polugrupe na X,

ge X, f:]0,7] x X — X i u nepoznata funkcija.
Glavni rezultat: rjeSenje zadovoljava ocjenu

lu@®)llx < Me“v(t) t€0,S).
gdje je v rjedenje
V' (t) = e D(t, Me“ (1))
v(0) = [lgllx

@ K. B., M. Erceg, Estimates for mild solutions to semilinear Cauchy
problems, Electronic Journal of Differential Equations 2014/194 (2014),
1-10
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Primjene H-mjera na degenerirane paraboli¢ke jednadzbe s
osvrtom na skladistenje CO9

Darko Mitrovié

Prirodno-matematiki fakultet
Univerzitet Crne Gore

Zagreb, 17. prosinca 2014.

43



Skladistenje CO-

Sakupljanje i skladistenje CO: je postupak kojim se smanjuje utjeca
koristenja fosilnih goriva na globalno zagrijavanje.

Proces se temelji na sakupljanju ugljik-dioksida (CO3) s velikih izvora, poput

termoelektrana, i njegovom uklanjanju tako da se ne moZe vratiti u atmosferu.

Octekuje se da 10-55 % smanjenja koli¢ine emitiranog CO2 bude postignuto
upravo skladistenjem u dubokim geoloskim formacijama.

44



Sakupljanje i kompresija CO2 zahtijeva mnogo energije i to povecava troskove
termo-elektrana za oko 25-40 %.

Tako dobivena energija je 21-91 % skuplja.

Ipak, otekuje se da uspje$nim istraZivanjem do 2025. godine skladistenje CO,
bude najjeftniji nacin njegovog uklanjanja iz atmosfere.
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Geo-odstranjivanje

Podrazumijeva ubrizgavanje CO2 u super-kriti€nom obliku u duboke geoloske
formacije.

Moguca mjesta odstranjivanja su:
» naftna polja
> plinska polja

> slane formacije
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Mehanizmi stabiliziranja uskladistenog CO2:
> prije svega, nepropusnim stijenama koje omeduju prostor u kojem je CO2
uskladisten
» otapanjem CO2 u mineraliziranoj vodi koja se nalazi na mjestu skladistenja
» rezidualni CO;

> mineraliziranje CO2
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Osnovne jednadzbe

JednadZbe koje upravljaju procesom su Darcyjev zakon, nestisljivost, i
satuvanje mase (Boussinesqova jednadzba):

u=- K(VP - pgé), Z= (O7Z)
(V,u):=V-u:=Divu:=9yu+8,v =0
Ot (¢C) + Div(Cu) =¢DAC,

gdje je g gravitacijsko ubrzanje, K permeabilnost, ¢ poroznost, C'
koncentracija, u brzina i P tlak.
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Pod odredenim pretpostavkama, spomenuti sustav se moZe zapisati u obliku
degenerirane paraboli¢ke jednadZbe

Ovu + div «f(t, x,u) = Z Ou; (ar; (L, %, u) 0z, ),
k,j
gdje je A = (ai;j) ne-negativno definitna matrica.

()
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Gornja jednadZba opisuje tok kontroliran s
> konvekcijskim pojavama (" grupnim” kretanjem Zestica) koje su opisane
¢lanovima prvog reda
» difuzijskim pojavama koje su opisane ¢lanovima drugog reda

> izvorom/ponorom s.
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U okviru projekta:
> pokazat éemo postojanje slabog rjeSenja za jednadZbu (5) s neglatkim
koeficijentima
> pokazat ¢emo postojanje tragova za entropijsko rjedenje jednadzbe (5)
> simulirat ¢emo razli¢ite pojave opisane jednadzbama (2)—(4), kao i
jednadzbom (5).
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